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POZNAMKA K TEORII POTENCNYCH ZVYSKOV
(mod p®)
DOROTA KRAJNAKOVA, Bratislava

Pri rieSeni istého problému o potenénych zvyskoch (mod p®) vyskytla sa mi
tato otazka: ,,Kolko je k-tych potenénych zvyskov (mod p*)% V monogra-
fidch o teérii ¢isel nenasla som na tato otazku nikde odpoved.

Pocet k-tych potencénych zvyskov (mod p®) nesidelnijch s p a mensich ako p*
je, pravda, znadmy a dany tymto vzorcom:

o) __rp—1)
(k, @(p)) [k, p*~Hp — D]

(Pozri napr.: Vinogradov ,,Osnovy tedrie Céisel’, vydanie 6, 1949, str. 99.)

Hlavnym obsahom tejto poznamky je ddékaz vety 1. Zaverom uvadzam
niekolko pozndmok o ,hustote rozlozenia‘“ k-tych potentnych zvyskov
(mod p%).

Pr(p®) =

L.
Veta L. Nech k =1, & = 1 sit Lubovol'né prirodzené éisle. Nech p je prooéislo,

. — 1
p > 2. Nech (k, p) = 1. PoloZme s = [“—7—] Potom poéet nenulovijch k-tych po-

tenénijch zvy&kov (mod p*) je dany vzorcom
p—1

Pk(pa) —_ (k Py 1) . pa'—l—ck .

1 — 7,k(e+1) N

T 7y

Doékaz. Reprezentant kazdej triedy (mod p®) sa déa pisat v tvare
@ =ag+ a;p + ap® + ... + a1 p*},

kde ¢; =0, 1, 2,...,p — 1. V dalfom budeme zvysky vidy predpokladat
v tomto tvare. Hladajme k-te potenéné zvysky deliteIné p. Zvysky (mod p*)
delitelné p st tie a len tie, pri ktorych je ¢q = 0. Teda maja tvar:

o=ap -+ ap?+ ... +a,,p*7.

(Pripad @ = 0 nebudeme uvazovat, pretoze 0 je zvyskom Iubovolného stupna
podla IubovoIného modulu m.)
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Ak m4 byt toto ¢islo a k-tou moceninou (mod p*), musi existovat také éislo b,
b = '-&o ’11‘ 517’ "i* 52272 ’*' CRE ‘!" Sa—172a~l~
ze plati:
P Foagp® gk A ag T (&g Ep - .
_!._ E(L"'lzja—l)k (mod pa) .
Z tejto kongruencic vyplyva, Ze musi byf nevyhnutne &, = 0. Potom viak
¢islo @ je deliteIné najmenej k-tou mocninou p a ma tvar:
a4 = appk + ap p* + L @ pt Tt
To znamend, Ze k-te potenéné zvysky delitelné p moézu existovat len vtedy,
kedje o — 1 2k, t. j. o > k.
Predpokladajme teraz, Ze je & >k a ap &= 0. Potom moézeme pisat:
a = pkag + Appp + o0+ ey p*TEY).

Ked je toto é&islo a k-tou mocninou (mod p%), je:

PR b g o g = (G & L £t (mod ),
o TsD A+ o G PR = (& Ep b Ep® ) (mod prh).
To znadi: éislo
U+ G + Gpgal® o Ay pR
musi byt &-tou mocninou (mod p*—k).
Podla predpokladu ay == 0, ¢ize je to nesudelny zvySok (mod p*~*k). Medzi
takymito ¢islami je k-tych mocenin (mod p*~*) presne:

. (7lu—k) })“_k — pokl
IJ‘(}JG k) = i — = —— .
¢ [k, (™ ] [k p*~* = (p — 1]

Teda existuje najviac P} (p*7%) k-tych potenénych zvyikov (mod p¢), ktoré
st delitelné prave g*, a nie vysiou mocninou p.
Teraz ukdzeme, Ze je ich presne tolko. Ukazeme totiz: ak &islo

() § Lo~ fo—
b=yt tppp +o oo G

jo k-tou mocninou (mod p**), je aj k-tou mocninou (mod p*).
Podla predpokladu existuje také %, [ == 0 (mod p) ], Ze je

B = nk (mod p*=*), (1)
Hladajme t také, aby bolo: ‘

= pok)k d pe—kt1
Musi byt: B = (y + tpe*)k (mod pa—kit)

B=mnk - (k) kb poh - (k) yhm2 g2 plemR L (k) thpkle—R) (mod pektr),
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Podla predpokladu je &« — 1=k, teda je: 0 < & — k — 1 a dalej:
o—k—1=<260—k—1)=20—k) —2<2x«—k).
Preto musi platit:
B — ok =kt ¢ pek (mod porkt).

Ale z kongruencie (1) vyplyva, Ze lava strana, t. j. f — #*, je delitelnd po—*.
Teda musi platit: x
g—u
pa-k

Uvazujme teraz takto: KedZe je (k, p) = 1, linedrna kongruencia (2) ma

riefenie ¢ = ¢,. Polozme 7= 7 + t,p%*. Dosadenim a umocnenim sa presved-
&ime, Ze toto &islo vyhovuje kongruencii

=ky*k1 .t (mod p). (2)

B = 7t (mod pok).
Ak postup opakujeme, dokdZeme, Ze existuje také 7,, Ze plati:
B = nk (mod p*~F) atd.
Nakoniec dokizeme, Ze existuje také n;, Ze je:

B = nk (mod p°).
Teda medzi éislami tvaru:

U+ TpaiD + -+ G PR, @y 0
je presne .
a—r—1 — 1)
Pn- - o—Fk — p (7’
W = e 1)
k-tych potenénych zvyskov (mod p2).
Vezmime teraz dalsie ¢isla delitelné p, ktoré prichidzaji do avahy ako

k-te mocniny (mod p®). To si &isla tvaru

Aok P?* + Qo P L 4 @ PO

Predpokladajme ay, = 0 a & — 1 = 2k. Aby toto éislo bolo k-tou mocninou,
musi byt:
PH(Agh + GgpsaD + - - - F B0 = (6P + &P - . .+ £yt H)H (mod p7),
t. J.

Gap o+ gpsP - Gy R = (Bt by - £y (mod g

Cisel tvaru:
ok + “2k+1p + e + aa—-lpa_’k—l, Qop :*: O’

ktoré s k-tou mocninou (mod p*~%*), je P}(p*~2*). Teda najviac je Pi(p*~%*)
k-tych mocnin (mod p*), ktoré st delitelné prave p%. Prave tak ako hore
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sa dokéze, %e ka%dé &slo prave napisaného tvaru, ktoré je k-tou mocninou
(mod pe—2k), je tiez k-tou mocninou (mod p°). Teda existuje presne

ppe) _ pe¥ip — 1)
[e, o8]~ [k, p=**2(p — 1)]

]};(‘7/a—-2k') —

k-tych mocenin (mod p*) deliteInych prive p%.
Ked opakujeme vykonantt tvahu, pre pocet vietkych k-tych mocnin
(mod p*) dostaneme tento vzorec:

Pi(p®) = Pi(p®) + P(p*™) -+ Pyp**) +... + P(pe¥).

Pritom za ¢islo s volime najvacSie nezaporné celé ¢islo, ktoré splituje podmienku

—1
1=<a—sk =<k t. j volime s = [(x 7 ] Dosadenim dostdvame:
P P p —1) P p —1) pr ¥ p—1)
[’;pa):_‘ — — Yy - +...+
¢ 6= —1)] " [k p—1)] ' Tk p**p—1)]
P p—1)

T iy — 1]

Kedze je (k, p) = 1, menovatel je v kazdom vyraze rovny (k, p — 1). Je teda

) — _]C_Ll__ a1 a—k—1 —2k~1 —sk—1
Pk(p)~(,c,p_l)-[p“ + peThTE o pet L ]

Séitanim dostavame:

P, Lo P
Bl =G =1 e
Tym je veta 1 dokdzana.
II.

VySetrujme teraz ,,hustotu rozlozenia‘‘ k-tych potonénych zvyskov (mod p*)
za predpokladu (%, p) = 1.
Pi(p®)  Pu(p*)

VySetrujme najprv pomer e a ok Je
Pipt) _ 1 p*p—1 1 .(1 _L) ,
P* e —1l1 (kp—1) P

Tento pomer je teda nezavisly od «.
Pre druhy vyraz dostaneme:

1 — pk(5+l) _ p — 1 . pk — P"lk

Pk(’[)“)__._ 1 . })—-—1
1—gpk — plk,p—1) pF—1

e poa—l—ik,
p  p—1D F
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Tento vyraz je zdvisly od «. Z vyjadrenia viak vidiet, ze ked p je pevné a

(o
x —=> o (a teda s - ), existuje lim P/;)?: ) a plati:
o—> 00
(p® ek — pk—1
lim L) =P P . 1 .
asw  P° pk— 1 (ky,p — 1)

Rychlost konvergencie je dand touto vetou:
Veta 2. Nech (k, p) = 1. Potom

Pyp®)  pk— gk 1 ( 1 )

b =1 Wp—1 O

priéom konstanty obsaZené v symbole 0 nezdvisia od .
Doékaz. Plati:

Pk(?’“) pk — /pk—l 1 _ p—1 pk —_ ,p—~sk 76lz — ,pk—l
e P 1 '(/c,p—l)l—'p(/c,p—l)' ph—1 k=1
1 1—p 1 1|1 1—p

~1)| P '75’7'2'"—1‘h(/c,p—l)'lp(p"—l)'

N O

1
(k,p — 1) l“ (ks p
1 1
'W< 01 o € - P
kde ¢, a ¢, s kons$tanty nezdvislé od «. Z toho ihned vyplyva tvrdenie naSej

vety.
Poznamka. Nechajme naopak « kondtantné a nech p — «. Potom vyrazy

Pqu)a) a PZ(’);U‘)

2 ¢ p*

p—1 7;/:_7)—31-
5T
maju sice za limitu éislo 1, ale vyraz (k, p — 1) koliSe medzi 1 a k. Isté zavery
mozno vsak ziskat.

Predne existuje nekoneéne mnoho prvoéisel takych, Ze (k, p — 1) = k.
Lebo podla Dirichletovej vety v aritmetickej postupnosti nk + 1 (n =
1,2,3,...) existuje nekoneéne mnoho prvoéisel p;. Pre kazdé také prvoéislo je
pi=mk 4+ 1, t.j. (p; — 1, k) = k. Z toho vyplyva ihned:

., y C e , 1
nemaji pre p —> o vo v8cobecnosti limitu. Vyrazy 1 — 7

(] (0
lim inf 222 _ fim ing 2620 L (@)
P> r°* P> r* k

Dalej nech je k nepdrne. Potom existuje nekonetne mnoho prvodisel, pre
ktoré je (k, p — 1) = 1. Podla Dirichletovej vety totiz v aritmetickej po-
stupnosti nk + 2 (n = 1, 2, 3,...) existuje nekoneéne mnoho prvoéisel p;.
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Pre kazdé také p; je py = mk + 2, t.j. p, — 1 = njk + 1, t. j. nevyhnutne
(py — 1, k) = 1. Teda pre neparne k je:
(p®)

lim sup L f = lim sup

p—>® r p—> o

Pi(p®)

pd

=1. (b)

Nech je k pdrne. Potom je (k, p — 1) = 2. Tvrdim, Ze existuje nekonecne
mnoho prvodisel p,,, pre ktoré je (k, p,, — 1) = 2. Nech najvysSia mocnina

k
¢isla 3, ktorou je &islo k delitelné, je 3¢, &« = 0. Potom jc (.—a, 3) = 1. Teda
podla Dirichletovej vety existuje v postupnosti n—éc; +3r=123,...)
nekoneéne mnoho prvoéisel p,,. Pre kazdé také prvodislo p,, je:
k .
P ="My g+ 3, 0] pp—1=n, 5+ 2

Nech d/p,, — 1 a d/k. Potom je nevyhnutne d/2, t.j. (p, — 1, k) = 2. Pre
parne k teda je:

. Plye ) P*(pe 1
hmsup kP ) = ]1m sup—i:”—)- = —
p>® yZ P> Vg 2

(c)

Z vysledkov (a), (b), (¢) vyplyva, Ze limita existuje v jedinom pripade, a to
rre k = 2. Potom je:
Fn®) 1

. Py(p%) .
lim —— = lim —
p—>® ¥ P> 0 p* 2

Doklo dita 30.IV. 1954.
Katedra matematiky SVST

v Bratislave

SAMETKA O BBIYETAX CTEIEHM k(mod p*)
J. KPAVIHIKOBA

BrI1BOABI

B crarhe HOKA3bIBAETCA MEKJY MHBIMM Cleayiollas TeopeMma.
Iycrs k= 1, « = 1 — marypansHble unesa, P > 2 npocroe umchao. Ilycrs (k, p) = 1,

x—1
8= [——k——] . OGozuaunmm cumbosom Pg(p®) urcno BblueToB crenmeny k (OTAMYHBIX OT

uyas) mod pe, IloroM mMMeer MecTo ypaBHeHme (A).
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