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O SUCTE VYPUKLYCH UTVAROYV
TATIANA TVRDA, Bratislava

Pod pojmom suétu dvoch vlastnych bodov 4, 24 (obr. 1) pre zadiatok
géitania vo vlastnom bode O v euklidovskej rovine rozumieme bod A, pre
ktory plati:

— —— —
04 =04+ 024, (1)
kde Sipky oznadujt vektory. Rovnicu (1) zapisujeme tiez v tvare

A =14 +324, (2)

ak bod O je napred pevne urceny.

Pre takto zavedeny pojem stétu bodov plati komutativny aj asociativny
zakon:

14 4+ 24 =24 + 14, (A + 24) 434 =14 } (24 +34). ()
Stdet Tubovolného bodu so zadiatkom séitania je opiit Lod 4
O+ 4=A41 (%)

Dalej zavediem zovZeobecneny pojem séitania dvoch bodov a odvodim
‘ vetu pre stafet dvoch vypuklych atvarov.
A - A Vietky prislusné vahy budem rchit pre body
euklidovskej roviny, doplnenej nevlastnymi
bodmi.

1. Mnozinu @ bodov nazyvame vypuklym
dtvarom, ak prelubovolnédva body 4, B€ @
plati, ze sidasne kazdy bod asetky A B prislacha
Obr. 1 mnozine .

Vntatorné body mnoziny @ nazyvame vni-
tornymi bodmi vypuklého utvaru; podobne dostavame hraniiné a von-
kajsic body vypuklého Gtvaru. Hraniéné body vypuklého fitvaru @ vyplitaji
vypukld krivku k, prislusna k atvaru @.

Uvazujme o Tubovolnych dvoch ohranicenych vypuklych divsroch '@,
2P (t. j. takych, ktoré neobsahuji nevlastné body) a zvolme Tubovolne za-

1 Pozri Jaglom—Boltjanskij: Vypuklyje figury, Moskva 1951.
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diatok séitania 0. Potom pod stétom @ ttvarov 1@, 20 rozumieme mnoZzinu
vietkych moznych stétov bodov14 €19 a 24 € 2@. O mnozine P sa da dokazat,
ze je opit vypuklym atvarom.2

2. Ak chceme zovSeobecnit pojem séitania, mézeme uvazovat takto: Pri

u

Obr. 2

sadte bodov 14, 24, ktorych spojnica neprechadza bodom O, zostrojujeme
vlastne rovnobeZznik o vrcholoch O, 14, 24, A &iZe spojnice 014, 244 a po-
dobne aj spojnice 024, 1AA sa pretinaji na nevlastnej priamke roviny. Ak
teraz nevlastni priamku nahradime nejakou vlastnou priamkou wu, ktors
neprechadza bodom O, dochadzame k takémuto zovseobecnenému stiétu bodov
14, 24, ktoré nelezia na priamke u (obr. 2): Nech spojnica o4 pretina

o A 4
Obr. 3 Obr. 4

priamku « v bode 14 a spojnica O 24 v bode 24 ; potom spojnice 14240244
sa pretinaju v bode 4, ktory bude zovSeobecnenym sGétom bodov 14, 24.

Ak spojnica 14 24 prechadza bodom O (obr. 3), potom ich stdct moéZeme
dostat tiez takto: zostrojme Iubovolnd vlastni priamku p, rovnobeina so
spojnicou O'A (t. j. takd, ktord ju pretina v nevlastnom bode) a zvolme
na nej f'ubovolny vlastny bod O’. Zostrojme bodom 24 rovnobezku so spoj-
nicou 00’ a nech tato rovnobezka pretina priamku p v hode 4’. Potom zrejme

2 Pozri Jaglom—Boltjanskij: Vypuklyfe figury, Moskva 1951. 199.
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rovnobeska bodom A’ so spojnicou 014 uréuje uz na spojnici 014 bod A.
Pre zovSeobecneny stcet potom dostavame ttto konstrukeiu (obr. 4.): Nech
spojnica O 14 24 pretina priamku u v bode 4, ktory je rézny od bodov 14, 24
zostrojme bodom 4 TubovoInt priamku p réznu od priamky u a od spojnice
0% 4 a zvolme na nej TubovoIny bod O’ rézny od bodu 4. Nech spojnica 00’
pretina priamku % v bode O a spojnica O’ 14 nech pretina priamku « v bode 1;

spojnica O 4 pretina potom priamku p v bode 4’, ktorého spojnica s bodom ]
déva u# na spojnici 014 bod 4 ako zovieobecneny stitet bodov 14, 24.

Obr. 5

V dalfom pod pojmom stéet budeme rozumief zovieobecneny sudet.

Pod stétom bodu 14, ktory nelezi na priamke u, s bodom O budeme rozumict
vidy bod 14.

Poznamka 1. Pri tejto kons&trukeii treba dokazat, Ze bod A nezavisi od
volby priamky p. To viak zrejme na podklade vlastnosti §tvorrohu 0’ 4’ O 1
plati. Bod 4 =14 + 24 je totiz bodom, ktory zodpovedd bodu O v involicii,
uréenej samodruznym hodom 4 a padrom 14, 24 ; taky bod existuje prave jeden.

Pre takto zavedeny sucet bodov plati zrejme komutativny aj asociativny
zakon.

Vzhladom na dalsie ivahy bude pre nds délezité zistit, aki polohu musia
mat dva body, aby ich stétom bol nevlastny bod.

Veta 1. Nech a je lubovolnd priamka, kiord prechidza bodom O, ktord nie je

[N\]
(8]



rovnobeind s priamkou w; nech o vlastnijch bodoch 14, 2A priamky a, ktoré nelefia
ant na priamke v, ani nesplyvaji s bodom O, plati vztah:

014 .024 =0 43, (6)

Ide A je prieseénik priamky a a w; nech la, 2a si priamky zostrojené bodmi 14,
24 rovnobeZne s priaimkow u; polom sidet l'ubovolného viastného bodu priamky ta
a Tubovolného vlestného bodu priamky 2a je nevlastny bod.

Doékaz. Nech bod 4 (obr. 5) je saétom bodov 14, 24 na priamke a. Potom
podla poznadmky 1 péry bodov O, 4 a 4, 24 musia uréovat involtciu, ktorej
samodruznym bodom je bod 4. Ak bod 4 m4 byt nevlastny, potom bod O
musi byt stredom tejto involiicie a musi platit vztah (5). Ak naopak platf
vztah (5), prislusny bod 4 je nevlastny.

Zostrojme teraz bodmi 14, 24 priamky la, ?¢ rovnobezné s priamkou u
a nech b je Iubovolna priamka, ktora prechddza bodom O, ktora nie je rovno-
bezné s priamkou u. Nech priamka b pretina priamky a, %a, v v bodoch 1B,
2B, B. Potom z viet o timernosti tisedick priamo vyplyva vztah:

018 .0%8 = 0B,

cize sactom bodov 1B, 2B je opdt nevlastny bod B.

Zvolme si teraz na priamke la Tubovolny vlastny bod M a na priamke %
Iubovolny vlastny hod 2M, pricom spojnica 1M 23 neprechadza bodom O.
Nech spojnica O LM pretina priamky w, 2a v bodoch M, 2M’ a spojnica O 24
nech pretina priamky la, u v bodoch 134’, M’. Potom podla predchidzajiceho
platia vzfahy:

OM . O:M =0 M? 09 .0:M =0 M,

(6)

dize

O :0 M =0 M 0,05 :0 M =0M:0%L,
7 viet o umernosti scéiek priamo vyplyva, Ze:

O - (71:17' ‘=01 :554:._ ;
potom vietky §tyri pomery (6) st rovnaké a plati tiez:

OM:0M =0M :0:2M,

toda spojnica XM M’ a M M st navzdjom rovnobeiné. Ich priesetnik viak
dava sucet bodov 1M, 2M, ktory je teda nevlastny.

Poznamka 2. Lahko nahliadneme, Ze pary priamok la, %2, ktoré prisla-
chajit jednej osnove priamok, tvoria involteiu, ktorej samodruzné priamky
st priamka u a priamka w’, symetrickd k priamke w vzhladom na bod O.
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Z toho vyplyva, Ze suétom I'ubovoInych dvoch vlastnych bodov priamky u’
je nevlastny bod.

3. Najprv vySetrime stcet dvoch Specidlnych vypuklych utvarov, a to
bodu a tse¢ky. Pri d6kaze prislusnej vety vyuZijeme tito pomocnt vetu:
Nech body priamych bodovych radov na vlastnych priamkach !a 22 st vo
vzfahu projektivnom; nech bodu U priamky e zodpoveda nevlastny bod
priamky %a; potom kazdej tiseCke na priamke la, ktora neobsahuje bod U

X

Obr. 6

ako svoj vnatorny bod, zodpovedd opit tsecka (pripadne s jednym hranig-
nym bodom nevlastnym) na priamke Z%a.

Tvrdenie tejto vety je zrejmsé.

Veta 2. Nech 14 je lubovolny bod, kiory nelei na priamke w; nech priamka %a
je td priamka, kiorej tody s todom 1A ddvaji nevlasiné siéty; nech toly M, 2N
uréuju dseCku, ktord neobsahuje Ziaden bod priamky w a s priamkou 2a mde mat
spoloény iba hraniény bod; potom siudtom bodu A so wvsetkymi bodmi selky
*M 2N je opit dselka, ktorej hraniéné body si A + 2M,*4 + 2N.

Dékaz. a) Nech tsedka 24/ 2N (obr. 6) nelezi na spojnici O 14 a nech spoj-
nica 2M N nepretina priamku » v bode 4 = (04 Xu). Mdézu nastat dva
pripady: «) bod 4 splyva s bodom O, £) bod 14 nesplyva s bodom O. V pripado
&) tvrdenie vety je zrejmé. V pripade f) prieseénik priamky, na ktorej lezi
tisedka 2M 2N, s priamkou % nech je bod U. Nech bod 2X prebicha tsetku
2J1 2N anech spojnica O X pretina priamku u v bode X. Potom zviizky priamok
0(2X,...) a A(2X,...) st perspektivne. Ticz zviizky 14 (X,...) a A(3X,...)
st perspektivne. Potom zvizky 14 (X,...) a 4(2X,...) st projektivne, ale
pretoZe ich spoloénd priamka sama sebe zodpovedd, sa tieZ perspektivne.
Zodpovedajuce si priamky tychto zvizkov sa potom pretinaji v bodoch jedncj
priamky p, ktora zrejme prechidza bodom U. Sadet 14 + 2X dostdvame
v priese¢niku spojnice AX s priamkou p. Pretoze podla predpokladu uvede-
ného vo vete, ziaden z tychto stétov nemdze byt nevlastny (s pripustnou
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vynimkou jedného z bodov 14 + 2M, 14 + 2N), z pomocnej vety uz priamo
vyplyva tvrdenie naej vety.

b) Nech tsetka 2M N lezi na spojnici O'4 (obr. 7). Zvolme bodom 4
TubovoInt priamku p réznu od spojnice O 14 a od priamky u. Podobne ako
pri definicii siétu dostavame na priamke u body 0, 1 a na priamke p body 0’, X,

A y

Obr. 7

Bodové rady (*X,...) a (14 4+ 2X,...) st zrejme vo vztahu projektivnom,
pretoze vznikaju ako pricmety bodov X' na priamke p z bodov 1 a 0. Daliia
tast dokazu priamo vyplyva z pomocnej vety.

¢) Nech spojnica 23 2N nesplyva so spojnicou O 14, ale nech bod U svlyva
s bodom 4 (obr. 8). Potom body 4 - 2X dostdvame na spojnici 2 2N

A U=/ u

0

‘Obr, 8

a bodové rady (2X,...), (14 + 2X,...) s opét projektivne, pretoze vznikajt
ako pricmety bodového radu X na priamke u z bodov O a 14.

Poznamka 3. Nech bod 14 a vSetky body tsetky 24/ 2N st vlastné a ne-
yrislichaja priamke w a nech vietky stéty bodu 4 s bodmi tsedky 23 :N
st body nevlastné, potom vietky tieto stiéty vyplnia na nevlastnej priamke
Gisetku. Skutoéne, ak A je priesednik spojnice O 14 s priamkou u (musi byt
vlastny), potom vietky sty dostaneme v nevlastnych bodoch spojnic bodu 4
s bodmi tsec¢ky 2/ 2N.
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4. Majme nejaky vypukly Gtvar '@ a zostrojme kazdym jeho bodom rovno-
bezku s priamkou u. Podla vety 1 kaZdej takejto rovnobezke la zodpoveda
ind rovnobezka %a s priamkou u o tej vlastnosti, Ze su¢tom kazdého vlastného
bodu priamky o a kazdého vlastného bodu priamky Z%a je nevlastny bod.
Mnozinu vlastnych bodov v8etkych takto vzniknutych priamok 2z nazveme
pridruzenou mnozinou k mnozine 1®.

Veta 3. Nech tsecly 1A *B, 24 *B nemaji spoloéné body s priamkou u, nech
2D je pridrufend mnoZina k mnoZine bodov uselky 1A 155; nech iselka *A B

md spoloéné s mnoZinou *® nanajvys body 2A, 2B; potom siucty vdetkijch bodov
iselky 1A LB so vietkymi bodmi selky 2A B tvoria vypukly dtvar ®.

Dékaz. a) Vyladme najprv ten pripad, ked jedna z tsediek 14 1B, 24 2B
lezi na priamke p a druhd lezi na priamke 2p, pridom priescénik priamok
1p, 2p lezi na priamke « (obr. 9). Nech teraz priescénik priamky 1p s priamkou »
je bod 1P a prieseinik priamky 2p s priamkou u nech je bod 2P.

Zostrojme najprv stéty Tubovolného bodu 1X usedky 14 18 s bodmi tseéky
24 2. Podla vety 2 dostaneme tak vzdy tsetku 24 + ‘X *8 + 1X, ktord
lezi na polpriamke prechadzajticej bodom 2P [na polpriamke preto, lebo
tsetka %4 + X 28 + 1X nemde obsahovat bod 2P; neexistuju totiz ziadne
body na i4 iB (i = 1, 2), rdzne od bodov priamky u, ktorych siétom by bol
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bod priamky u]. VSetky takto vzniknuté polpriamky tvoria vypukly atvar @',
pretoze tieto polpriamky st urdené vidy bodom 2P a bodmi tsedky napr,
2B 14 2 + 1B

Podobne mézeme séitavat vidy body 2X tsecky 24 2B s bodmi useCky 1418
a dostaneme tseéky 14 + *X 1B -+ %X, ktoré leiia na polpriamkach, ktoré
prechddzaju bodom 1P, Vietky tieto polpriamky tvoria tie vypukly atvar &,
Prienikom vypuklych atvarov @’ a @ je hladany Gtvar @ a ten je potom tiez
vypukly.

b) Nech teraz priamky p 2p sa pretinajia v bode P na priamke u (obr. 10),

u

Obr. 10

potom stdtom lubovolného bodu X s bodmi Gsetky 24 2B bude tsedka
1X 4 %4 1X + B, ktora bude lezat na priamke p, prechddzajice] bodom P.
Poloha priamky p nezavisi od volby bodu 1X. TotiZ body X 4 24 vyplnia
usecku 14 + 24 18 + 2A, ktord lezi zrejme na priamke p. Staéi eSte ukazaf,
Ze mnozinovy sadet tseiek typu X + 24 1X + 8 na priamke p dava opit -
vypukly atvar, teda asedku. To v8ak Iahko nahliadneme z toho, Ze noéiatoéné
aj koncové bodv vietkych tychto tsediek vyplnia tseéky 24 + ‘4 4 + 8,
pripadne 28 + 14 8 + 1B.

Na podklade tejto vety moéZeme dokazat, Ze za istych podmienok stétom
dvoch I'ubovoInych vypuklych atvarov je opit vypukly atvar. O tom hovori:

Veta 4. Nech 1@ 2@ st dva vypuklé dtvary, ktoré neobsahujd body priamky w;
nech @' je pridrufend mnoZina k mnoZine 1®; nech dtvar *® mda s mnoZinou D’
spoloéné nanajvy$ hraniéné body, ktoré netvoria dselku; potom siulet @ dtvarov
1D 2 je vypukly.

Dékaz. Zvolme si v stite @ lubovolné dva jeho body 4, B. Mame ukézat,
Ze vietky body tejto tise¢ky prislachaji atvaru @. Nech bod 4 vznikol ako
stidet bodov 14 €1® a 24 € 2¢; podobne bod B ako sudet !B €10 a 2B € 2@,

8 Pozri Jaglom—Boltjanskij: Vypuklyje figury, Moskva 1951. 21,
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Pretoze Gtvary 1@ 2@ st podla predpokladu vypuklé, Gtvar 1& musi obsahovat
coltt tisedku 14 1B a Gbvar @ celt tsetku 24 2B. Utvar @ musi potom obsa-
hovat cely stdet tsetick 14 1B, 24 2B. Tieto tsetky zrejme vyhovuji predpo-
kladom vety 3 a ich st¢tom je potom vypukly atvar, ktory obsahuje aj body
4, B, teda obsahuje aj celt tsetku 4 B. Tym je veta dokdzana.

Poznamka 4. Z vety 4 a z pozndmky 2 priamo vyplyva, Ze ak atvary
1Q 2@ lezia vo vnuatri pasu, ktory je uréeny priamkami wu’, ich staéet je vidy
vypukly.

Doslo dna 22.V. 1953.
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