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VPLYV POLGULOVE]J POVRCHOVEJ INHOMOGENITY
NA UMELE GEOELEKTRICKE PRUDOVE POLE
TIBOR KOLBENHEYER

Vysetrovanie vplyvu povrchovych inhomogenit na vysledky geoelektric-
kych odporovych merani mé pre aplikovani geoelektrinu bezprostredny
prakticky vyznam. V zahraniénej a zvlast v sovietskej literatire sa preto
tejto otdzke venuje mnoho pozornosti. Pri jej teoretickom rieseni sa prirodzene
nemozno obist bez uréitej geometrickej schematizdcie tvaru skamanych

Obr. 1

inhomogenit, pri¢om sa pochopitelne volia pokial mozno geometricky naj-
jednoduchsie tvary a pre dalie zjednoduSenie sa tieto uvaZuja v mnohych
pripadoch bud ako dokonale vodivé, alebo ako dokonale nevodivé. Z geo-
metrickych tvarov prichddzaji do tvahy predovSetkym tvary gulové, najmé
pokial ide o schematiziciu lokdlnych, vSestranne obmedzenych inhomogenit.

0 A a o

Obr. 2

Tvar pologule ohranifenej zvrchu rovinou zemského povrchu (v obr. 1
a 2), ktory by v mnohych pripadoch mohol byt priliehavejsi a d4 sa pritom
aj teoreticky pomerne jednoducho zvladdnuf, rieSi sa len pre pripad, ked
niektora sytna elektréda je v strede pologule. Preto bolo potrebné tato otdzku
rozobrat podrobnejSie a najst jej vieobecné rieSenie.

Na obr. 1 a 2 K znamend uvaZovana pologulu o strede O a o polomere a,
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4 sytnu elektrédu, P Tubovolny bod polopriestoru pod rovinou zemského
povrchu 8. Bod P moze byt v oboch pripadoch bud vo vnutri pologule K,
kde $pecificky odpor je g,, alebo v okolitom prostredi Specifického odporu g,.
Vo vietkych pripadoch je sytna elektréda 4 na zemskom povrchu 8, aviak
v prvom (obr. 1) mimo pologule (R > a), v druhom (obr. 2) na nej (R < a).

Potencidl pradového pola IV musi v oboch pripadoch vyhovovat Laplaceovej
rovnici a okrem toho tiez dal§im okrajovym podmicnkam:

1. Ak V, znamena potencial vo vnuatri K, V; potencidl vo vonkajdej oblasti
polopricstoru, musi byt na povrchu pologule K

S 1 [V 1 [0V,
AR = 4 - . = — ——)
(IZ"“ - (Il>“ 0 (0/' )a— 22 ( d")a.

2. Ak n znamend normalu v lubovolnom bode roviny S, na celej tejto

rovine plati:

ov

3. V blizkosti bodu 4 prechadza V v potencidl bodového zdroja, t. j.
, Io . q «
V - — 4 kon§t = = + kont,
2ml l

kde g je $pecificky odpor toho prostredia, v ktorom sa nachddza bod 4 (t. j.
bud ¢ = p, alebo p = p,).

Riesenie vytyteného problému sa da Iahko odvodit z rieSenia pre homo-
génny priestor s gulovou vlozkou, pretoze v tomto pripade pole je simerné
podla Tubovolnej roviny S prelozenej bedom 4 a stredom gule €' a podmicnka 2.
je v kazdom bode takejto roviny splnend, kym podmienky 1. st splnené
na celom povrchu gule a podmienka 3. plati v tvare:

V- % +- konit = - + kon3t.

Pri syteni v Iubovolnom vonkajsom bode 4 sa dé potencidl vo vonkajsej

oblasti vyjadrit nekoneénym radom [2]

=L g6 —1) i it P,(cos ¢) (1
1 gux [(n 4 1) 2 4 n] fintt, nH1 2(COS @ )
a potencial V, vo vnutri gule radom
VRN B R o L |
Vo= g 07 Z [(n+ 1) % + n] i Pnlc0s @), (2)
fn=1

228



kde P,(cos p) znamend n-ty Logendreov polyném a » pomsr S3oecifickych
odporov g, : o,.

V pripade polgulovej inhomogenity teda pri vonkajsom syteni (v bode A4
na obr. 1) platia vzorce (1) a (2), pricom viak

1g, <
1= 5" (3)
Prvy z nich plati pri » = a, druhy pri r < a.

Skimajme teraz potenciadl v f'ubovoInom vonkajSom bode @ spojnice OA4.
Tto spojnicu zvolime za sdiradnt os «, kladde podiatok do bodu O a orien-
tujtce tato os tak, aby jej kladny smer stihlasil so smerom 04. Kladieme 0@ =
= z(|2| = a), pricom z je kladné alebo zédporné podla toho, & bod @ lezi na
kladnej alebo zapornej dasti osi «. Podla toho vSak treba potom tiez klast vo
vzorcoch (1) a (2) cos ¢ = 1, resp. cos ¢ = — 1. Ak prihliadame ku zndmym
vlastnostiam Legendrovych polynémov

Pﬂ(l) = l, Pn(-—-l) = ('_' 1)”5

pre potencidl vIubovolnom vonkaj$om bode @ na 0si0A4 dostdvame zo vzorca (1)

_ 9 _ n . a2ntl
= |R — | +qx—1) Z [(m + 1) % 4 n] Retlgntr’ (4)
n=1

kde kladné znamienko pred sumaénym znakom plati, ak je & > 0, zdporné,
ak < 0.
Tym istym spésobom dostavdme pre body osi x, leziace vo vnatornej oblasti
|z| = a zo vzorca (2):
2n + 1) a7
+q 2[%4—1 % + n] Rett’ (8)

(Znamienko pred stétom je tu nezdvislé od znamienka z.) KedZe v désledku
okrajovych podmienok vzorec (1) prechddza identicky vo vzorec (2) prir = a.
aj vzorce (4) a (5) ddvaja ta istti hodnotu pre potencial v oboch bodoch x = 4 a-

Vzorcami (1) az (5) sme v podstate vyriesili otdzku pradového pola vznika,
jaceho pri polgulovej inhomogenite, ak ide o vonkajsie sytenie. Pre tiplné
riedenie v8ak treba odvodit tiez prisluiné vzorce pre potencidl v oboch oblas-
tiach pri vnatornom syteni, t. j. pre pripad R < a. Situdciu v tomto pripade
znazoriiuje obr. 2, kde 4 je opidt bod sytenia a P lubovolny bod polo-
priestoru ohranideného zemskym povrchom S. Bod P méze lezat bud vo vnatri
pologule K (ako znazoriiuje obrazok), alebo vo vonkajsej oblasti.

Potencial vo vonkaj$ej oblasti hlTaddme v tvare nekoneéného radu:

o

A,
V= Z 41 Pn(c08 ),

=0

Matematicko-fyzikélny ¢asopis IV, ¢ 229



)oos
vo vnutri pologule v tvare:

[e ]
Vy,= %—- + Z B,17P,(cos @),
n=0

kde 4,, B, a ¢' st konstanty, ktorych hodnoty zistime z okrajovych pod-
mienok. Vzhladom na zname zakladné vlastnosti gulovych funkeii vyjadre-
nych vztahmi:

P.(roa (p)

1
= AP o —) =
Y| T = AP, (cos p) = 4 (l ) 0,

obe funkeie V; a ¥, vyhovuju Laplaceovej diferencialnej rovnici, teda je:
AV, =AVy=10.

Lahko sa presvedéime, %e obe tieto funkcie spliiuja tiez okrajovi podmienku

na rovine S, pretoze vykazuji rotaént symetriu okolo osi O4. Funkeciu %mé-

Zeme rozlozit v rad podla gulovych funkecii zndmym spdsobom takto:

[+4]

1 -1 7
7= (r2 4+ R? — 2rRcos ) 2 = z WP,,(COS ®),

n=0
[+4]
Rn
Z prtl
n=0

ak je r > R. Preto v poslednom pripade mézeme tiez pisat:

w ,Rn
== z (-gm + B,,r") P,(cos ¢)
n=0

a rad na pravej strane tejto rovnice konverguje tiez pri r = a. Z okrajovych
podmienok na ploche K vyplyva najprv vztah:

g B e An
W + B,{I  gntle (6)

ak r < R, pripadne

P,(cos ¢),

D.lsiu rovnicu pre 4, a B, dostdvame porovnanim hodn6t parcialnych deri-
vacii V, a V, podla r pri r = a. Je totiz:

oV O (n+1)4,
—571 = — Z ——7;;:2—-——1)”(008 ¢7) ’
n=0 .

D= 3 |- SR ] Poos )

ne=0
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a z podmienky:

") (2
Nor )ica™ \0r ) e
vyplyva rovnica: y
n 4 1)q’' Rn ~ n -+ 1)x
(——-?W)r—zq——nB,,aH:(———an——. (1)

Hodnoty konstant 4, a B, dostavame riefenim rovnic (6) a (7) A

4 — (2n 4 1) ¢'Rn
T (n+Lx4a’

®)
s (=1 R
SN TR PR F

Vzhladom na to, Ze sytime teraz v bode voIného povrchu prostredia o §peci-
fickom odpore g,, musi v bezprostrednej blizkosti tohto (t. j. priZ — 0) poten-
cidlova funkcia:

Vo~ <L + kont;
prejst vo funkeiu:

Vy~ —% + konst,
musi teda byt:

Lo

/ 1
q.—_——z—ifz;{-.é_g.&:zq. (9)
Pre potencialové funkcie V, a V, platia teda vzorce
— C (2n + 1) R»
Vo= 2 [(n + 1)x 4 n] rn+1P"(cOS ?), (10)
n +
Ta~—%q{——"(ﬂ—l)2[ ( x—[—n]a‘"“ (cosqa)}. (11)

V 8pecidlnom pripade, ak sytime v strede pologule, je R = O, | = r, a preto

(2n 1

V, = ——Po(cos ) + Z [t —';;—}-)n] = P,(cos ¢) = +=
n=1
a podobne

LS

—1
7, _v;_q_qwa ) py(

x ®—1
0eosqo)=7g—~——Q( = ).
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Podobne ako v pripade vonkajSicho sytenia mdZeme sa aj teraz obmedzit na
priebeh potencidlu pozalz spojnice 04, ktorta zvolime za stradnt os x, orien-
tujie ju smerom z bodu O k bodu 4. Lubovolny bod tejto osi bude mat potom
kladnt alebo zapornu suradnicu x, podla toho, & leZi na tej istej strane (od
stredu O) ako bod sytenia A4 alebo na opalnej strane. Kladic vo vzorci
P,1)=1,P,(— 1) = (— I)*, r = £+ x, pre potencial V, dostdvame vzorec:

i __(Z - (2n + 1 .
=+ z (12)

[(n + l)x—i—nJa"’

kde kladné znamienko plati pre x = 0, zdporné pre x < 0, pritom v kazdom
pade je |z| = a.

Podobnym postupom mozno zo vzorca (11) odvodit vzorec pre potencidl V,
v ubovoInom bode osi & platny pri |z| < a:

V= “q{IR : - Z [(n + 1)x+lj:];m+1} (13

Nezaoberali sme sa doteraz este otdzkou konvergencie odvodenych radov.
Ak vylaéime pripad R = a (sytenie na povrchu K) tato otdzka je velmi
jednoduchd. Vzhladom na zndmu vlastnost Legendrovych polynémov:

P,(cos ) <
konverguje rad na pravej strane vzorca (1) [a spolu s nim rad (4)] absolatne
pri vietkych hodnotach ¢ ak:

6

a a? a
T , b 1> resp. |x]>f,

kym rady (2) a (5) konverguja pri r < R, pripadne || < R. Prave tak mozZno
dokazat, ze rady (10) a (12) konverguja absolttne a nezédvisle od ¢ pri:

r > R resp. || > R
a rady (11) a (13) pri

r< - resp. || > i

Pri vyladeni pripadu sytenia na ploche K konverguje teda kazidy z tychto
radov v oblasti, pre ktort platia prislu§né vzorce, ktoré sme odvodili pre po-
tencial. To isté v8ak plati aj o konvergencii radov vznikajacich derivovanim
radov pre V; a V, podla r, ¢i uz ide o sytenie vo vonkajSom alebo vo vni-
tornom bode a spravnost postupu, ktory sme volili, sa tym dodato¢ne po-
tvrdzuje.

232



Z hladiska niektorych, v praxi pouzivanych usporiadant elektréd, kde vzdia-
lenost medzi potencidlovymi elektrédami je mald v porovnani so vzdiale-
nostou sytnych elektr61 a priemerom inhomogenity majt vyznam aj deri-
vacie radov (4), (5), (12) a (13) podla premennej x. Pri vonkajSom syteni je:

o]

dv, R—2a _ x-—-1 (n - 1) na?ntl
=qip +q Z
dz [R — zf ¥ (- 1) + n] Rrtlgntl”
n=1
[ Ve . Y -
by n(2n F 1 a7t
a1 Z ((n - 1) » 4 2] Lntl” (14a)
n=1
<—n§— ><—£—><~§-»>: —f
2
B N o0 M A
Obr. 3
pri vnutornom syteni:
dv, = # (n 4 1) (20 + 1) R~
dor a2 [(n 4+ 1) + n]ar’
n=0
dV, { R—u Z n(n -+ 1)Rnent } (14b)
dr R — af % (n 4 1) % -+ n] a?rt1

Z velkého poétu prakticky moinych a zaujimavych pripadov ako priklad
na pouzitie odvodenych vztahov uvedieme vzorce pre zdanlivy Specificky od-
por pri sondovani Wennerovou a Schlumbergerovou metélou, ak stred son-
déze je v bode 0. Za jednotku dlzky volime polomer a.

Pri sondovani podla Wennerovej schémy (obr. 3) ozna¢me vzdialenost po-
tencialovych elekt161 MN = & (= AM = NB). Je teda:

1
R = 'é—f:

5’ xr =

woee

a ak & vzrastd postupne od & = 0 ku & — «, postup mozno rozdelit na tri
etapy. V prvej etape je & < % (vnutorné sytenie) a tu potencialovy rozdiel
Vy — Vi odvodzujeme zo vzorca (13). Jednoduchou tvahou dostavame vzfah:

00

. . , _ﬂ . B 2271 (n+ 1)5471
Vi = V=5 — bx(x 1"’522(4) 2 + 1)x + 2n + 1

n=0

Matematicko-fyzikalny &asopis IV, 4 233



a preto pre zdanlivy Specificky odpor g plati vzorec:

__ N EA R
9—92[1—6(”“1)532(4) 2(n+1)u+2n+1]‘

n=0

V druhej etape je:
2
T <E<2

(ide teda o vonkajsie sytenie) a pri vypoéte potencidlového rozdielu na elek-
trédach M a N vychddzame zo vzorca (5). Dostdvame:

®

V.V 8qx an 4+ 3
M= INZ 9 L 32mn+ 1) x + 2n + 1]
n=0
p3 / {
B N A
Obr. 4

Zdanlivy &pecificky odpor je dany vzorcom:

@

—~ _ 80, 4n + 3
e= Ty L3H2m + )% + 20 + 1]
n=0

a je nezavisly od vzdialenosti elektréd. V tretej etape je £ > 2 a prisluiny vzo-
rec pre zdanlivy Specificky odpor odvodeny z rovnice (4) je:

_ 16(x — 1) 2+l 2n 4+ 1
‘~’="{ EEEE Z() [2(n—l—1x+2n+1]é"‘}'

Z neho vyplyva, Ze pri & - « zdanlivy odpor sa asymptoticky priblizuje hod-
note g,.

Pri Schlumbergerovej schéme (obr. 4) vzdialenosf sytnych elektréd oznaéme
4B = 2l, malt vzdialenost medzi potencidlovymi elektré6dami MN = 24.
V intervale 0 < I < 1 ide o vnutorné sytenie a v dosledku toho vychddzame
zo vzorca (13). Dostdvame najprv:

B A (,n + 1) [2n+1 A2n+1
VM—VN—4”Q[“ I)Zz(n+l)x+2n—|—1]
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a vzbladom na neskordf prechod 4 - 0 méZeme v tomto vzorci zanedbat
druhé a vyssie mocniny 4:

4xq4 2(% — 1) 3
7 - —
Vie— V= 1% [1 2% 4+ 1 ]

Pri tomto usporiadani zdanlivy odpor je:

- TClz(VM —_ V'N) _ 1 2L3(M —_ 1)
o= A Te|'T Ta¥1

Ak je I > 1, sytne elektrédy prechadzaja do vonkajsej oblasti a pre po-
tencial v bodoch M a N plati vzorec (5). Ak opdt zanedbame ¢leny s vy$simi
mocninami 4, potencialovy rozdiel v tychto dvoch bodoch je:

. 12xq4
Tu=Tn=g e
a zdanlivy odpor
- 30,
e= 2% + 1

je nezdvisly od ! a vidy odli¥ny od g,, okrem trividlneho pripadu » = 1.
Vzorec (1), pripadne (4) sa d4 tieZz pouzit na vypocet efektu polgulovej
jamy. V tomto pripade kladieme » = « a pri simernom usporiadani (obr. 5),
pri ktorom
l=54B>{MN=L>a=1,
velkost efektu je:

— L° 2n 4+ 1
1213 Z (n 4 1) liniin’

e— 0= 91
Doslo diia 17.V. 1954.
Geofyzikdlne laboratorium Slovenskej akadémie vied,

Bratislava
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BJIMSAHUE IIOJYIIAPOBOV IIOBEPXHOCTHOM
HEOOJHOPOIJHOCTH HA JMICKYCCTBEHHOE TI'EOQJIEKTPUYECKOE
IIOJIE

TUBOP KOJBEHTAEP

BrIBOABI

ToyHO pemeHa InpodieMa BIMAHMA ITOBEPXHOCTHBIX HEOOHOPOAHOCTEI HA MCKYyC-
CTBEHHOE T€03JIeKTPUYECROoe I10Jie, obOpa3syioljeeca INIpyM TOYEYHOM TIMTAHUM, [AJA
caydad IIOJNyLIapOBOM HEOJHOPOAHOCTH, OIPEAEeNseMOi IIJIOCKOM ITOBEPXHOCTLIO
3eman. IIpobiema pelreHa npyu NpUMeHeHnM GECKOHEYHbIX PAAOB C IIOMOIBIO LIAPOBbIX
cbyHruMiII. BruiBeJieHbl (DOPMYJIbI IJIA IIOTEHLMAaNa BHYTPM IOJNYLIApUMA U B OCTAJbHOM
OOHOPOAHOM IIOJyIIpocTpaHcTBe. IIpM 9TOM TOYKa NOMUTAHMA HAXOAUTCA B J1000i1
TOYKE 3€MHOJ IIOBEPXHOCTH. VIcCaeoBaH XOJ ITOTEHUMAJNA Ha COEIMHUTEJIBLHOM JIVHNIM
LEHTPA MOJYLUapUA M TOYKM IIMTAHMUA M BbIBEJEHbl (POPMYJIbI, BbIPAKAIIIME, X0
TEOPEeTUYECKNX KPMBBIX 30HAMPOBAHMA I MeToRoB BenHepa u IllaymGeprepa, ecau
LIEHTP 30HAMPOBKM HAXOAMTCA B LIEHTPE HEOZHOPOAHOCTM. BriBezeHa (hopMysa BbIpa-
XKawlasa BeanumHy 3deKTa mMoaynapoBoit AMbI [PV CMMMETPUYECKOM PACITONIOKEHUN.

Zusymmenfassung

Der Einflu} einer halbkugelartigen Inhomogenitdt auf das kiinstliche geoelektrische
Feld einer punktformigen Stromquelle wird fiir den Fall, dal der Mittelpunkt der Halb-
kugel an der ebenen Erdoberfliche liegt, durch Reihenentwicklungen nach Kugelfunktio-
nen gelost. Fir das Potential im Inneren der Halbkugel sowie im iibrigen homogenen
Halbraume werden Formeln abgeleitet fiir den Fall, daB sich dio Stromquelle an der
Erdoberflliche befindet. Insbesondere wird der Potentialverlauf auf der Verbindungs-
geraden der Quelle und des Mittelpunktes der Halbkugel gepriift. Es werden Formeln
fiir die Berechnung der theoretischen Widerstandskurven abgeleitet, die sich auf die
Wennersche und Schlumbergersche Elektrodenanordnung beziehen, wobei voraus-
gesetzt wird, daB3 der Sondierungsmittelpunkt mit dem Mittelpunkt der Halbkugel
zusammenfallt. Schlieflich wird der Effekt einer halbkugelartigen Grube bei symmetri-
scher Elektrodenanordnung betrachtet.

236



		webmaster@dml.cz
	2012-07-31T10:54:40+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




