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Matematicky &asopis 18 (1968), No. 4

NOMOGRAMY ANALYTICKYCH FUNKCII
S KRUHOVYM INDEXOM

PAVEL GALAJDA, Kosice

1. V précach [13], [14], [15] a [16] boli vySetrované normalne tvary

(1.1) z— 29 = i(’w — wo)?
Y
1
(1.2) z—zo=?0[N(w—wo)]
1
(1.3) z—2g=—InS [Nw — wo)]

14

kde C su funkcie sin, cos, sh, ch, dalej S st funkeie sin, cos, sec, csc, sh, ch,
sech, csch, IV a y lubovoIné redlne alebo rydzo imaginédrne ¢&isla, 2o = ap -+ boli,
Wo = po -+ qoi Tubovolné komplexné &isla. Tieto norméilne tvary boli pre-
vedené pre (1.1) na kanonické tvary a to: ak y je redlne &islo

4p? 40t 4aop?
(1.4) a(—p-) + (b — bo)® — (i+—“°p ) —0,
y y? y
492 40¢  dagps
a(—q')—(b—bo)2+(—q— “"p)=o,
Y y2 Y

ak y je rydzo imagindrne ¢&islo

4ip? 4pt 4 ibyp?
(1.5) (@ — ap)2 — Li b+(—’i+ Op)zo,
Y y? 4
4iq2 49t 4ibyg?
(@ — ao)2 + L b—{—(i—- 0q)=0.
4 y? y

Pre (1.2) na kanonické tvary, ak y je redlne ¢islo
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2
(1.6) (f’)m—%ﬂ+(—fﬂ)w—%ﬂzh

ak y je rydzo imaginarne ¢islo

2 2

(1.7) (——. - )(b—bo>2+( )(a—ao)2=1,
sin?p cos?p
B 2 _ 2

( thq) - b°)2+( shzq) o wr =t

Pre (1.3) na kanonické tvary, ak y je reilne éislo

sin2 2P
(1.8) (— 5 eznm')(e'me”) + (cos 2B) + (cos 2P) = 0,
h2 2
(S . ¢ ezRe”z") (e72Re7%) L (cos 2B) — (ch 2Q) = 0,

ak y je rydzo imagindrne ¢&islo

sin2 2P
(1.9) (— 5 eZRe”“)(— e ®e?) 1 (cos 2B) + (— cos 2P) = 0,
h2 2
(S 2 : ezRewo)(_ o™28%) | (cos 2B) + (ch 2Q) = 0.

Boli skonstruované ich prislusné spojnicové nomogramy, ako aj nomogramy
s rovnobeznymi a kolmymi indexami a vySetrované rozliéné transformaicie.
2. V tejto Gasti prace ukéZeme transformaciu spojnicovych nomogramov

kanonického tvaru
(2.1) S(p)X(a) + G(p)Y(0) + H(p) = 0
T(9)X(a) + K(9)Y(b) + E(q) = 0

v nomogramy s premenlivym kruhovym indexom, t. j. v tzv. nomogramy

N. M. Gersevanova.
Nech stred kruznice je v bode o kéte zs(= b) stupnice

(2.2) S=fa, m2=gs.

Ak tato kruznica pretina stupnicu
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(2.7) qi=f, m=n
v bode o kéte z; (= a) a stupnicu
(2.4) &3 =fs, N3 = g3
v bode o kéte z3 (= p), potom stradnice tychto troch bodov spliaji rovnicu
(2.5) (61— &2 + (m — m2)® = (& — &2)% + (13 — n2)™
Dosadenim do (2.5) za &, ;, ¢ = 1; 2; 3 hodnoty (2.2), (2.3), (2.4) dosta-
neme rovnicu
(2.6) f3+ g5 + (= f1 — g5) + 2felfs — f5) + 202(91 — g5) = 0

Rovnice (2.1) je mozné uvazovat ako zvldstny pripad kanonického tvaru

(2.6).
Upravou rovnic (2.1) bude
H(p) G(p)
2.7 — A| + Y(b)—+ (X(a) + 4) =0,
(2.7) (S(p) ) ()S(p) (X(a) )
E(q) K(q)
2D 4) - v =Z 4 (X(a) + 4) =0,
(T(q) )+ ( )T(q) + (X(a) )

kde 4 je konstanta a v dalSom ju budeme volit tak, aby vyrazy pod odmoc-

ninami, ktoré sa v dalom texte vyskytuji, boli kladné.
Porovnanim kanonickych tvarov (2.7) s (2.6) dostavame

(2.8) fi=0, g=|X@ +4,
)
2 — "_2_a ge = U,

G(p) ' H(p) 02@))

= —— = A — —-—-+ ’
e ]/ (S(p) S(p)
K(q) R(q) K‘a‘(q))

B = |/4 - [Z24+=2),
fi ) ]/ (T(q) T2(q)

kde (X(a) 4 4) je kladné a S(p) = 0 T(g) * 0.
Pouzitim rovnic (2.2), (2.3), (2.4) dostdivame zobrazovacie rovnice

(2.9) £=0, m=|X@a)+4,
B0
& = g N2 = 0,
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G H G2
53——@—) n3=]/A—(—ﬂ+ (p)),
S(p) Sp)  S%p)
K R K?
. K@ “:VA‘FQ+—@)
T(q9) T(@) T2q)
UvazZujme spojnicovy nomogram tvaru (2.1), ktory sa zobrazi pomocou
rovnic

1
2.10 Xy = , =0,
(2.10) 1 X@) 9
0 1
z2 = 0, = )
2 Y2 Y(b)
S(p) G(p)
_= — ——"" y3 _ —
H(p) H(p)
0 K@)
R(g)’ R(q)
Z rovnic (2.9) zamenou & a u; na F; a ¥;, kde ¢ = 3,4 dostdvame, Ze
Yi :
(2.11) x; = . ¥ = VA + —‘—y—o
X Xi x;
odkial
(2.12) ! &
. =" 5 > = 5 2,
Targp-a VT @ip—4

Rovnice (2.9) urluji nomogram s ekvidistantnymi bodmi o §tyroch
niciach, kde stred kruZnice treba volit na stupnici (b), bod, cez ktory prechidza
kruZnica na stupnici (a¢) a kde ndm pretne kruZnica stupnice (p) a (q) ¢itame
vysledky. Stupnice (@) a (b) st priamodiare.

V pripade, Ze stred kruznice volime na stupnici z; (= a) tak, aby kruz- .
nica prechédzala cez bod stupnice z; (=b), potom namiesto tvaru (2.6)
dostavame

(218)  fi+ 95+ (—f3 —93) — 2(fs — fo) — 201(gs — g2) = O.

Upravou rovnic (2.1) bude

H(p) S(p)
2.14 4+ — Gy T YO —A) =0,
(2.14) ( G(p)) (@) () (Y(b) )
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R(q) T(q)

A+ ——| + X(@)——+(Y(b) — 4) = 0.
( +K(q))+ (a)K(q) (Y(0) — 4)

Porovnanim rovnic (2.14) s tvarom (2.13) a pouZitim zobrazovacich rov-

nic, aby stred kruZnice lezal na stupnici z1 (= a) dostaneme zobrazovacie
rovnice

X(a)
(2.15) B=0, m="r
b= |4 -Y0), m=o0,
Hp) Sp) S(p)
5 == A + - ) = —
’ V ap) p) T )
|R(q) T2(q) T(q)
= |4+ 222, oL
! V Kq Kxg' ™ K

Pridom, aby bolo mozné volit 4 = 0 je nutné, aby Y(b) bolo kladné, ¢o

je mozné dosiahnut zmenenim znamienka u Y(b) za predpokladu, Ze Y (b)
nemeni znamienko.

Pomocou rovnic (2.10) a (2.15) dostavame

1 xf X
(2.16) Ei — A'—'—_’—Z', 37:::—-—’
Yo Y Yi
z toho
Yi 1
(2.17) xi _ — — _ R yi f— # .
4 — @+ 7 A — @+ 7)

V pripade, Ze stred kruznice by sme zvolili na z3 (= p) (analogicky 21 (= q)),
potom kanonicky tvar je

(2.18)  f1+ g1 + 2fs(fe — f) + 203092 — g1) + (—f2 — ¢3) = 0.

Vztahy (2.11) a (2.16) ndm umoznuju transformovat vietky nomogramy
funkeii komplexnej premennej a Specidlne aj eliptické v nomogramy s kruho-
vym indexom.

3. V dalsom sa budeme zaoberat pouzitim kanonickych tvarov (1.4),
(1.5), (1.6), (1.7), (1.8), (1.9) na zostrojenie nomogramov N. M. Gersevanova.
I. Najprv uvazujeme normélny tvar (1.1).

a) Nech stred kruznice je na stupni 23, (= a). Porovnanim rovnic (1.4)
s upravenym kanonickym tvarom (2.14) dostavame
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(3.1) X(a) =a, Y(b) = (b— b2

Sp) 4 T@)_ 4
Gp) v K(q) Y
T (), (i)
G(p) v? e K(q) v2 Y

Na ziklade rovnic (2.15) dostaneme zobrazovacie rovnice pre normilny
tvar (1.1), ak y je realne ¢islo, ktoré si

a
(3.2) =0, m=

—Ja=0 =02 =0,

20p%  4app? 492
= |/a— [+, =
V2 4 Y

20¢*  4aog® 4q?
T
4 Y 14

Z rovnic (3.2) pre &3 a 73 vyludenim p a z & a 7 vyltdenim ¢ dostaneme

( 2 ) 2
” 73,4 — ~— Qo

2 5

(3.3) .4 +

54 + at

=1.
4 2
25 (511 l “o)

5

2
Teda nositelkou pre premenné p a ¢ su elipsy, posunuté na osi 7 o g ap a ich

54 + a? 2.,
poloosi st ]/——5—-2’ ;V5A + ag-

V pripade, Ze y je rydzo imaginirne &islo podobne porovnanim (1.5) s upra-
venym kanonickym tvarom (2.14) bude

(3.4) X(a) =0, Y(b) = (@ — ao)?,
S(p)  4ip?2  T(q) 4ig®
¢w 7 K@ v
@Z(E&“ﬁi%ﬁ), M:(EGI_‘*_ 4ib°92),
G(p v? Y K(g) \»? v
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Pouzitim rovnic (2.15) dostdvame zobrazovacie rovnice pre normalny tvar
(1.1) v pripade, Ze y je rydzo imagindrne &islo, ktoré si:

b
(3.5) =0, m= Py

£= 4 —(@a—a):, =0,

20p*  4ibyp? 4 ip?
53 = l/A —_ ( + ); n3 = )
v2 4 4

(2094 41ibyq? 4 ig?
& = I/A + ( — ,  Ma = — .
v? 4 4

Z rovnic (3.5) pre &3 a 3 vyltdenim p a z & a 74 vyliéenim ¢ dostaneme

0 73,4 — — by
&34 + 5

54 b2 4
LA Zeaw
5 25

(3.6) =1,

dize nositelkou pre premenné p a ¢ si opit elipsy.
b) Nech stred kruznice je na stupnici 23 (= b). Analogickym spésobom po-
uzitim rovnic (2.9) dost4vame zobrazovacie rovnice a to, ak y je redlne &islo

3.7) £=0, m= |4+ ®— by,

fy= — 0
2—2: N2 = U,

4p? 12p%  4aop?
53 = 4 N3 = ]/A — ( —_ ’
4 72 4

4q2 129% = 4aeq?
SR o
4 7? 4

Z rovnic (3.7) vyltéenim p a ¢ mame, Ze

2 2
(63,4 3% 0
+ 3,4

(3.8) | - =1,
4 34 1 a?) 34 + a;
® a 24 T
9( 0 3
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34+ ag
3

2
o je rovnica elipsy posunuté na osi £, ktorej poloosi st ’y V3A + al, ]/

Ak y je rydzo imagindrne ¢&islo zobrazovacie rovnice budi

(3.9) £=0, m=|4+@—a)

4 ip? 12p% 4 ibyp?
&g =— ;M= ]/A + ( s ’
4 Y 4

4 ig? 12¢% 4 ibog?
&y = , M= VA + ( + :
14 72 Y
Z rovnic (3.9) vyludenim p a g dostdvame rovnicu

9 2
(53,4 3 bo) .
+ 73,3

34 4+ 8
3

(3.10)

’

4 2
; (3A + bo)

¢o je opét rovnicou elipsy.

Pomocou zobrazovacich rovnic (3.2) a (3.5) bol zkonstruovany nomogram
obr. 1) ako pre y reilne, tak aj pre y — rydzo imaginarne &islo, ktoré sme
(volili y =1, y=1i a 4 = 50.

Priklad 1. Pre dané a = — 4, b — by = 3, ap = — 5, ak y je redlne ¢&islo,
¢itame pomocou kruzidla (stred kruZnice je na stupnici a) p — po = 1,44
a qg—qy= 1,04

Priklad 2. Ak y je rydzo imaginarne é&islo, pre dané a — ap = 2, b = 8,
bo = -+ 10 pomocou kruzidla (stred kruznice je na stupnici b) éitame p — po=
= 1,66 a ¢ — qo = 0,65.

Pomocou zobrazovacich rovnic (3.7) a (3.9) bol zostrojeny nomogram (obr. 2),
ako pre y redlne, tak aj pre y rydzo imaginarne ¢&islo, ktoré sme volili y = 1,
y=1ia 4 =30

Priklad 3. Ak y je reilne &islo pre danéa = 12,b — bp = 2, ap = 10 (stred
kruznice je na stupnici a) éitame p — po = 1,56 a ¢ — qo = 0,68.

Priklad 4. Ak y je rydzo imaginarne &islo pre dané a — ap = 2, b = 6,
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bo = 5 (stred kruZnice je na stupnici b) ¢itame p — po=0,8 a ¢ — qo =

— 1,28.
IT. Uvazujme normalny tvar (1.2).
a) Nech stred kruZnice je na stupnici z; (= @). Porovnanim rovnic (1.6)

z-2,= —2} (w—wa)l

,

. ¢ ’
C:AK @/ JE REALNE CISLO

KLUC: AK @ JE RYDZO IMAGINARNE CISLO KL
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s kanonickym tvarom (2.14) bude

(3.11) X(a) = (@ — ao)?, Y (b) = (b — bo)2,
S(p) T(q
—— = —ctg?p, —— = th?q,
ap PP K
H(p) cos®’p  R(g) _ sh%
Glp) 2 K(q) y?

Pouzitim rovnic (2.15) dostdvame zobrazovacie rovnice pre normélny
tvar (1.2), ak y je realne ¢islo, ktoré st

(@ — ag)?
2
& = VA —(b—b)2% n=0,

cos2p
& =14+ " —ctgtp, n3 = ctg?p,
Y

sh2q
ba= |/ A— 2 —thtq, 72 = — th%g.

(3.12) §1 == 0, 'r]1 =

V pripade, Ze y je rydzo imaginirne &islo ipravou kanonického tvaru (1.7)
a porovnanim s tvarom (2.14) je

(3.13) X(a) = (b — bo)2  Y(b) = (a — ao)?,
S(p) T(q)
—— = — ctg?p, —— = th?g,
R
H(p) _ cos?p R(g) _sh’q
G(p) v? K(g)  ?

Pouzitim rovnic (2.15) dostdvame zobrazovacie rovnice pre pripad, Ze y
je rydzo imaginarne &islo, ktoré s

b — bp)2
(3.14) £ =0, _ b=bo)?

2

m

§2= VA—(a,—ao)z, N2 = 0,

cosZp
&= |/ A+ |— ;- etg'p) 73 = ctg?p,

14
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sh?2
b= ]/A + q—th4q ) 74 = — thg.
/ y2

b) Nech stred kruznice je na stupnici 2z (=0). Pre p redlne &islo bude

(3.15) £1=0, m= |4+ @—a)p
‘ b — bo)?
&2 =g———oi’ 72 =0,
2

sin2p
&g = — g%, m=|/A4d—|——— ttgp|
Y
ch2q
&y = cth2q, Ny = A—|— " -+ cthig] »
e

pre y rydzo imaginirne

(3.16) =0, m= VA + (b — bo)?,

I

So=—"", n2 =0,

sin2p
&3 = — tg?p, p= |/ A4 — S T el
Y
ch2g
&y = cth?q, m= |/ 4 — |~ +cthiq]>
Y

III. Nakoniec uvazujme normalny tvar (1.3).
a) Stred kruznice volme na stupnici z; (= a). Upravou kanonického tvaru
(1.8) pre y redlne &islo

(3.17) X(a) = e~ 2Reyz, Y (b) = cos 2B,
S(p) _ sin2 2P J— T(q) :sh2 2Q o2Rere, |
G(p) 2 K(g) 2
H R .
ﬂ= os 2P, 7(Q)=-—ch2Q.
G(p) K(q)

Dosadenim (3.17) do rovnic (2.15) dostdvame zobrazovacie rovnice
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e—2Reyz

(3.18) =0, m=
2
5221/A_‘COS2B, 1’]2:0,
sin2 2P 2 sin2 2P
&3 = A -+ cos 2P — | — ——2—— e2Reyz, | | 73 = T o2Reyz,
sh? 2Q

e2Reyz, |

sh2 2Q) 2
&= A — ch2Q — |- 5 e2Revzo | » e = — 5

Obdobne pre kanonicky tvar (1.9), ak y je rydzo imagindrne &islo
Y (b) = cos 2B,

(3.19) X(a) = — e?Reyz,
in2 2
S(p) = — s 2p ezReyzo’ &zs}l 2Q e2Reyz,
G(p) 2 K(q) 2
H R
2 _ L B0
G(p K(9)
na zaklade éoho dostavame zobrazovacie rovnice
e—2Reyz
(3.20) =0, nm= ,
: 2
& = VA—cos2B, 72 =0,
sin2 2P 2 sin? 2P '
53 o A — COS 2P — ——e?Re’yZo ) 773 _ —— eZReyz. 5
2 2
2
sh 2Q e2Reyz, |

sh? 2Q 2
£y = A + ch 2Q — 5 e2Revz| = — .

b) Ak stred kruZnice volime na stupnici z2 (= b), pre y redlne dostaneme

zobrazovacie rovnice
=0, m= VA + cos 2B,

(3.21)
e—2Reyz
&2 = . N2 =0,
sin2 2P sin2 2P 2
Eg = — —2— e2Reyz, | N3 = A — cos 2P —| — 2 e2Reyzo | |
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sh? 2Q sh2 2Q 2
54 =] 2 e?Re'}’Zu, 7]4 S A + ch2 2Q . 2 eZReyz., s

a pre y rydzo imaginérne

(3.22) £=0, m= |4+ cos2B,
e2Reyz
5 = ) = Oy
2 9 n2
sin? 2P sin? 2P 2
53 —_ — 2 eZRe’}’ZO, 7]3 —_ A + cos 2P _f — 2 eZRe'yzo ,
sh? 20 sh? 2Q 2
&y = 5 - @2Reyzg N1 = A — ch 2Q -+ 5 e2Reyzo | .

Pomocou odvodenych zobrazovacich rovnic (3.12), (3.14), (3.15), (3.16),
(3.18), (3.20), (3.21) a (3.22) analogickym spésobom ako v pripade I. sa I'ahko
dajui zostrojit nomogramy pre normalne tvary (1.2) a (1.3). Vyhoda tychto
nomogramov s kruhovym indexom je t4, Ze (2.6) je obecny tvar pre nomogramy
s kruhovym indexom ktory je Specidlnym tvarom, rovnice 10-ho nomografic-
kého riadu. Teda z toho vyplyva, Ze pomocou nomogramov s kruhovym
indexom je mozné riesit aj také rovnice, ktoré nie je mozné rie§it pomocou
spojnicovych nomogramov. Pri tom poznamenivame, Ze rovnica (2.6) ne-
obsahuje vSetky tvary rovnic, ktoré sa daju rieSit pomocou nomogramu
s kruhovym indexom. Na druhej strane ich nevyhoda je t&, Ze sa pouzitim
kruzidla nomogramy poskodzuju a taktiez, Ze kruhovy index udava v nie-
ktorych &astiach nomogramu velmi nepresny prieseéik s danou izopletou.
Tieto fazkosti je mozné odstranit vdpravou Gersevanovho nomogramu na
nomogram s priesvitkou, kde namiesto stupnice sa pouziji bindrne stupnice.
Tato problematika tvori samostatny celok a vyzaduje aj osobitné pojednanie,
ktoré v kratkom Gase mienim spracovat.
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OQUPKYJbBHBIE HOMOTPAMMBI AHAJIUTHYECRIIX OVHKITII

ITasen I'amaiiga
Pesmome

B cratbe omupasch Ha paGoret 1. A. BuabHepa M aBTOpAa 3aHIMAEMCA NMPUMEHEHHeM
KAHOHMYECKUX IIPe[CTABJIeHUit JIA HOPMAIbHEX ¢opm (1.1), (1.2) u (1.3) K mocTpoeHno
nupKyJbHEIX Homorpamm H. M. TepceBaHoBa cucreM ypaBHeHmit

S(p)X(a) + S(p)¥V(b) + H(p) =0,
T(9)X(a) + K(g)¥(b) 4+ R(g) = 0.

BriBoguM OPMYyJH M ypaBHEHHs, HA OCHOBAHUM KOTOPHIX MOKHO CTPOMTH HOMOTDaMMH.
Jas mopmanbHOil opmer (1.1) HA ocHOBaHMM ypaBHeHmii (3.2), (3.5) (uepr. 1) m (3.7),
(3.9) (ueprt. 2) mocrpoens Homorpammsl. J{asa HopMadsHEX opm (1.2) u (1.3) mpu momomu
BhIBefieHHIX Qopmyan (3.12), (3.14), (3.15), (3.16), (3.18), (3.19), (3.20) u (3.21) crposarca
HOMOTPAMMbl QHAJIOTHYHO. OTH YPABHEHHsI OMPENEIANT YeTHPEXUIKAIBHYI HOMOrpaMMy
U3 DPABHOYAANEHHHX ToueK. I[eHTp paspemarinell OKPY;KHOCTH GOepeTcA Ha IWIKajle a,
TOYKA, Yepe3 KOTOPYI0 IPOXOAUT OKPYKHOCTE, — HA IIKaJe b, I B epeceyeHnn aToil OKpy:k-
HOCTI[ CO IIKAJAMU p M ¢ YUTAeM OTBETHI.

Hapsagy ¢ 9THMH HOMOrpaMMaMu CTPOATCA M APYTHe HOMOTPAMMEI, I'le INKAJIH a u b
MeHSIOTCA POIAMH.
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