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Matematický časopis 18 (1968). No. 4 

NOMOGRAMY ANALYTICKÝCH FUNKCIÍ 
S KRUHOVÝM INDEXOM 

PAVEL GALAJDA, Košice 

1. V prácach [13], [14], [15] a [16] boli vyšetřované normálně tvary 

1 
(1.1) z — za = — (w — wo)2 

y 

i 
(1.2) z - zo = —C[N(w - wo)] 

y 

i 
(1.3) z - zo = — ln S [N(w - w0)] 

y 
kde C sú funkcie sin, cos, sh, ch, dalej S sú funkcie sin, cos, sec, esc, sh, ch, 
šech, esch, N a, y lubovolné reálné alebo rýdzo imaginárně čísla, zo = ao + &oi, 
Wo ~ po + qoi lubovolné komplexné čísla. Tieto normálně tvary boli pře­
vedené pre (1.1) na kanonické tvary a t o : ak y je reálné číslo 

/ 4 p a \ / 4 p 4 , 4„ 0 _» 2 \ 

<,.4) . ^ j + „ _ W . _ | _ + _ j _ 0 , 
*(T)-(*-4rt,+b-—)-°-

ak y je rýdzo imaginárně číslo 

4H>2 /4^4 4i&0_»2\ 
(L5) ( a - a o ) 2 — & + — + — = 0 , 

y \y2 y J 
á iq* /4O4 4 i b 0 q 2 \ 

(a - a0)
2 + 6 + — — = 0. 

y \y2 y ] 

Pre (1.2) na kanonické tvary, ak y je reálné číslo 
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(1.6) í - ^ - j (a - ao)2 + ( - - ^ - 1 (b - 60)
2 = 1, 

\ s m 2 ^ / \ cos2^/ 

/ y2 \,_ . .. , / r2 x 
( a - a o ) 2 + —î— ЃЬ-6o)- = 1, 

\ c h 2 g / \sh2g 

ak y je rýdzo imaginárně číslo 

y2 \ „ , . . . / y2 

(1.7) — ( ö - 6 o ) 2 + — - — hв-ao)-=l, 
sin2/?/ \cos"^y 

r2 \„ ,.... , / r2 

( 6 - & o ) 2 + — ( a - a o ) 2 = 1. 
\ ch 2 ?/ \ sh2q) 

Pre (1.3) na kanonické tvary, ak y je reálné číslo 

/ s i n 2 2 P „„ \ 
(1.8) e2Ke^« (e- 2 1 1 ^) + (cos 25) + (cos 2P) = 0, 

/ s h 2 2 £ „ \ „ 
e2Eeyz» (e"2^2) + (cos 2B) - (ch 2Q) = 0, 

ak y je rýdzo imaginárně číslo 

/ s i n 2 2 P „„ \ 
(.1.9) e2Reyz' ( - e-*61*) + (cos 25) + ( - cos 2P) = 0, 

/sh 2 2Q \ 
e*Ueyz° ( - e " 2 ^ 2 ) + (cos 25) + (ch 2Q) = 0. 

Boli skonštruované ich příslušné spojnicové nomogramy, ako aj nomogramy 
s rovnoběžnými a kolmými indexami a vyšetřované rozličné transformácie. 

2. V tejto časti práce ukážeme transformáciu spojnicových nomogramov 
kanonického tvaru 

(2.1) S(p)X(a) + G(p) Y(b) + H(p) = 0 

T(q)X(a) + K(q)Y(b) + B(q) = 0 

v nomogramy s premenlivým kruhovým indexom. t. j . v tzv. nomogramy 
N. M. G e r s e v a n o v a . 

Nech střed kružnice je v bode o kote ^ ( = b) stupnice 

(2.2) Í 2 = / 2 , ^2 = r/2. 

Ak táto kružnica přetíná stupnicu 

284 



(-•') h=fi, ví = 9i 

v bode o kote zi ( = a) a stupnicu 

(2-4) h=f3, r]3 = g3 

v bode o kote 23 (== -p), potom súradnice týchto troch bodov spíňajú rovnicu 

(2.5) (fi - f2)* + (,! - ^2)2 = (f8 - f2)2 + ( ^ _ , 2 )9 

Dosadením do (2.5) za fť, ??*, i = 1; 2; 3 hodnoty (2.2), (2.3), (2.4) dosta­
neme rovnicu 

(2-6) / I + g\ + (- fl - g\) + 2/2(/i - / s) + 2172071 - 0,) = 0 

Rovnice (2.1) je možné uvažovat ako zvláštny případ kanonického tvaru 
(2.6). 

Úpravou rovnic (2.1) bude 

(H(p) \ G(p) 
(2.7) \-ir7-A + T(b) — + (X(a) + A) = 0, 

\ S(p) J S(p) 
(R(q) \ K(q) 

(•^-Tm^>+{Xi")+A}=0-
kde A je konstanta a v dalšom ju budeme voliť tak, aby výrazy pod odmoc­
ninami, ktoré sa v dalšom texte vyskytujú, boli kladné. 

Porovnáním kanonických tvarov (2.7) s (2.6) dostáváme 

(2.8) fi = 0, gi= ]/X(a)+A, 

7(6) 
h = -J~> 9* = °> 

. ад 
/ з = "ÍГT' ^3 = 

ß(p) 

* Җ q ) a 

fi = , ЯІ = 
T(q) 

fA-(HiP) I G2(P))-
\S(p) S*(p))' 

/

A_tm+xw\ 
\T(q) T*(q)J 

kde (X(a) + A) je kladné a S(p) * 0 T(q) * 0. 
Použitím rovnic (2.2), (2.3), (2.4) dostáváme zobrazovacie rovnice 

(2.9) l i = 0, -71 = yX(a)+A, 

T(b) 

h = ——, v^ = o, 

285 



G(P) 

8(p)' 
Щ = 

щ = 

1- (Щp) 

\S(P) 

, GЦP)\ 

SЦp))' 

Җq) 

T(q)' 

Щ = 

щ = V- (Җq) 

\T(q) 

KҢq)\ 

TЦq)J 

.3 

f_ = 

Uvažujme spojnicový nomogram tvaru (2.1), ktorý sa zobrazí pomocou 
rovnic 

(2Л0) 
1 

Xi = 

Xз = 

X\ = 

X(a) 

a . = 0, Í/2 

S(P) 

ž / i = 0 , 

1 

Y(Ь) 

Щp) 

T(q) 

Уз 

Уi 

G(P) 

Щp) 

K(q) 

R(q) R(q) 

Z rovnic (2.9) záměnou & a r\i na xi a ýi, kde i = 3,4 dostáváme, že 

(2.11) 

odkiar 

(2.12) 

Xì 
УІ _ / , , - Уï —, Уi= \ A + 
Xì y Xi X: 

Xi 
Xi = 

x\+ - A 
Уi = —2 i - 2 л 

xï + УÏ—A 

Rovnice (2.9) určujú nomogram s ekvidistantnými bodmi o štyroch 
niciach, kde střed kružnice třeba voliť na stupnici (b), bod, cez ktorý prechádza 
kružnica na stupnici (a) a kde nám přetne kružnica stupnice (p) a (q) čítáme 
výsledky. Stupnice (a) a (b) sú priamočiare. 

V případe, že střed kružnice volíme na stupnici z± ( = a) tak, aby kruž­
nica prechádzala cez bod stupnice Z2(E___6), potom namiesto tvaru (2.6) 
dostáváme 

(2.13) fl + gl + ( - / | - g\) - 2/i(/3 - /2) - 2g1(g9 - g2) = 0. 

Úpravou rovnic (2.1) bude 

(2.14) , _ __ Щp)\ __ тг, ^ S{P) 

IA + ^ — I + X(a) -
G(P) G(p) 

(Y(b)-A) = 0, 
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/ R(q)\ T(q) 

{A+KÍ)}+X{")K^)+mb)-A) = 0-
Porovnáním rovnic (2.14) s tvarom (2.13) a použitím zobrazovacích rov­

nic, aby střed kružnice ležal na stupnici z\ ( = a) dostaneme zobrazovacie 
rovnice 

X(a) 
(2.15) l i - = 0 , Vl = > 

__ 

ía = ]/A - 7(6), r,2 = 0, 

/ H(p) S*(p) S(p) 
Í3 = 1/ A + — — — — — ; , »?3 = 0(p) ö-(p) Gtø) 

h _v _ , M + Є _ _ _ _ . „___«>. 
" JВД _ ( j ) _ ( g ) 

Pričom, aby bolo možné volit A = 0 je nutné, aby Y(b) bolo kladné, co 
je možné dosiahnut změněním znamienka u Y(b) za předpokladu, že Y(b) 
nemění znamienko. 

Pomocou rovnic (2.10) a (2.15) dostáváme 

V I x\ x% 

A l- y=—> 
yi y\ yi 

z toho 
y% i 

(2.17) xt = — , yt = . 
-4-(2? + Sf) A-tf + fi) 

V případe, že střed kružnice by sme zvolili na z% ( = p) (analogicky z± ( = q))> 
potom kanonický tvar je 
(2.18) f\ + g\ + _/-(/_ - /i) + 2gs(g2 - gi) + ( - /f - g\) = 0. 

Vztahy (2.11) a (2.16) nám umožňujú transformovat všetky nomogramy 
funkcií komplexnej premennej a speciálně aj eliptické v nomogramy s kruho­
vým indexom. 

3. V dalsom sa budeme zaoberat použitím kanonických tvarov (1.4), 
(1.5), (1.6), (1.7), (1.8), (1.9) na zostrojenie nomogramov N. M. Gersevanova. 

I . Najprv uvažujeme normálny tvar (1.1). 
a) Nech střed kružnice je na stupni z_,( = a). Porovnáním rovnic (1.4) 

s upraveným kanonickým tvarom (2.14) dostáváme 
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(з.i) X(a) = a, Y(b) = (6 - 60)2 

8(p) 4# 2 T(q) 4qъ 

Щp) 

G(p)' 

G(p>) y K(q) 

f4p* 4aopA B(q) 

ľ 

Щq) 

' 4ф 4eщЪҳ 

7 2 V i 

Na základe rovnic (2.15) dostaneme zobrazovacie rovnice pre normálny 
tvar (1.1), ak y je reálné číslo, ktoré sú 

(3.2) h = 0, rji = • 

ft, = ]/Ä - (b - Ьo)2, ł?2 = 0, 

f8 = 
20p* 4aoi>2> 

Г 
yз = 

4p2 

20g4 4бвд2ï 
A - щ = 

4g2 

\ r Y j r 
Z rovnic (3.2) pre I3 a r\z vylúčením p a z £4 a ??4 vylúčením g dostaneme 

(3.3) 
£2 P4-7aoj 

5Л + a§ 

5 
— (б-á + og) 
zö 

=- 1. 

Teda nositelkou pre premenné p a g s ú elipsy, posunuté na osi rj o — ao a ich 
5 

poloosi sú 
'5A + ag 2 v 

' — ЏA + al-
5 5 

V případe, že y je rýdzo imaginárně číslo podobné porovnáním (1.5) s upra­
veným kanonickým tvarom (2.14) bude 

(3.4) X(á) = b, Y(b) = (a - a 0 ) 2 , 

S(p) _ 4 ip2 T(q) _ 4 ig2 

G ( p ) ~ y ' K(q)~ y 

H(p) (4pi 4i60p2\ E(q) (4q* 4ib0q* 

G(p) r K(q) 
ľ - У 

2 8 8 



Použitím rovnic (2.15) dostáváme zobrazovacie rovnice pre normálny tvar 
(1.1) v případe, že y je rýdzo imaginárně číslo, ktoré sú: 

(З.б) Іi = 0, щ = 

Ь= ]/A - (a - ao)2, Ï?2 = 0 , 

fз = 

Ѓ4 = 

A -
(20p* 4 ib0p*\ 

í?3 = 

20g4 4i60ff
2 

Л + m 

áip* 
> 

У 

4Іff2 

(3.6) 

Z rovnic (3.5) pre £3 a 773 vylúčením p a z £4 a 774 vylúčením g dostaneme 

-i.4 
L-jJ 2 

б A + ^ 
= 1, 

25 
(6-4 + Ь0

2) 

číže nositelkou pre premenné -p a q sú opáť elipsy. 
b) Nech střed kružnice je na stupnici z^ ( = b). Analogickým spósobom po­

užitím rovnic (2.9) dostáváme zobrazovacie rovnice a to, ak y je reálné číslo 

(3.7) й = 0, rд = ]/A + (6 - 60)2, 

h = —, rø = 0, 

ь-T" ^ = ]Л-( 

v 
12^4 4aop2ì 

Í4 = , ^4 = 1/ -4 

Z rovnic (3.7) vylúčením p a, q máme, že 

L4-}J2 

(3.8) '— + 

12q4 4öад2ì 

Vгл 

4 „ 3J. + al 
- (3^1 + otvg) — ° 

= 1, 
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co je rovnica elipsy posunutá na osi | , ktorej poloosi sú — J/3̂ 4 + a%, 
ó 

Ak y je rýdzo imaginárně číslo zobrazovacie rovnice budu 

(3.9) f1 = 0, rд = ]/A + (a - a0)
2, 

'ъA + a% 

Һ = — , щ = o, 
2t 

h 
áip2 

^ З 
12p4 4i&o#2\ 

Л + 

І4 = 
4ig 2 

щ A + 
I2q4 4 iò0g2ì 

Z rovnic (3.9) vylúčením p a, q dostáváme rovnicu 

(3.10) 
(bл-fЪo 

Vз.г 

(ЗA + ЪІ) 
ZA + ą 

= 1, 

čo je opáť rovnicou elipsy. 
Pomocou zobrazovacích rovnic (3.2) a (3.5) bol zkonstruovaný nomogram 

obr. 1) ako pre y reálné, tak aj pre y — rýdzo imaginárně číslo, ktoré sme 
(volili y = 1, y = i a A = 50. 

P ř í k l a d 1. Pre dané a = — 4, b —- &o = 3, a0 = — 5, ak y je reálné číslo, 
čítáme pomocou kružidla (střed kružnice je na stupnici a) p — po = 1,44 
a q — qf) = 1,04. 

P ř í k l a d 2. Ak y je rýdzo imaginárně číslo, pre dané a — a0 = 2, 6 = 8, 
&o = + 10 pomocou kružidla (střed kružnice je na stupnici b) čítáme p — p0 = 
= 1,56 a q — q0 = 0,65. 

Pomocou zobrazovacích rovnic (3.7) a (3.9) bol zostrojený nomogram (obr. 2), 
ako pre y reálné, tak aj pre y rýdzo imaginárně číslo, ktoré sme volili y = 1, 
y = i a A = 30. 

P ř í k l a d 3. Ak y je reálné číslo pre dané a = 12, b — &o = 2, ao = 10 (střed 
kružnice je na stupnici a) čítáme p — p0 = 1,56 a q — #o = 0,68. 

P ř í k l a d 4. Ak y je rýdzo imaginárně číslo pre dané a — «o = 2, 6 = 6, 
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b0 = 5 (střed kružnice je na stupnici b) čítáme p — pQ = 0,8 a q — qo = 
= 1,28. 

I I . Uvažujme normálny tvar (1.2). 
a) Nech střed kružnice je na stupnici z\ ( = a). Porovnáním rovnic (1.6) 

Z-Z =-4r (w-w0) 

KLUO AK g JE RYDZO IMAGINÁRNĚ CISLO KLUC-AK 2fJE REÁL NE CISLO 

-24-Г24 

Q-Qo 

•9-f* 

»p-p. 

2Í-L-X 

Obr. 1 

2 9 1 



01- =D oi=°q 
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s kanonickým tvarom (2.14) bude 

(3.11) X(a) = (a- «o)2, Y(b) = (b - 60)
2, 

S(P) 
= — ctg2í>, 

T(q) 
th-g, 

G(p) " " K(q) 

H(p) _ cos*p R(q) _ sh2g 

~~)~~~~' K~~~ ~~' 

Použitím rovnic (2.15) dostáváme zobrazovacie rovnice pre normálny 
tvar (1.2), ak y je reálné číslo, ktoré sú 

(3.12) 11 = 0, щ 
(a - o 0 ) 2 

h = ]/A - (ъ - &o)2, 172 = 0, 

A + 
cos2-p 

c t g 4 p , щ = ctg*p, 

sh2q 

V' 
• t h 4 * ? , T]A=— t h 2 # . 

V případe, že y je rýdzo imaginárně číslo úpravou kanonického tvaru (1.7) 
a porovnáním s tvarom (2.14) je 

X(a) = (6 - bo)2 7(6) - (a - a 0 ) 2 , (3.13) 

ä(p) 
ö(3>) 

= — ctg22>, -"(ï) th2 ï , 

cos2j> 

Щq) 

R(q) sh2tf 

G(p) y 2 K(q) y 2 

Použitím rovnic (2.15) dostáváme zobrazovacie rovnice pre případ, že y 
je rýdzo imaginárně číslo, ktoré sú 

(3.14) f i = 0, Г]\ 
(Ъ - ò0 )2 

& = V-4 - (a~«0)2, »?2=0, 

-1R COS2JЭ 
— Єtg4p JJЗ = Ctg 2 J9, 

2 9 3 



u 
- \ 

I л ^ sh2<! A + -th 4q щ — — th 2 g . 

b) Nech střed kružnice je na stupnici zz(=b). Pre y reálné číslo bude 

( 3 - 1 6 ) fi = 0, tn = ]/A + (a- a 0 ) 2 , 

( 6 - 6 0 ) 2 
?2 = ' ^2 = 0 , 

& = — tg2i>, 

f 4 = C t h 2
2 , 

ł?3 ^ — 
sin2í? 

+ tg4i> 

щ ' A -
ch2g 

+ cth4g » 

pre y rýdzo imaginárně 

(3.16) í i = 0, i,! = ]/A + (b - 60)
2, 

(a - «o)2 

І2 = Ч г = P , 

Iз = — tg 2 p, щ = F7 SІП2^) 
+ tg4í> 

| 4 = C t h 2 ö , щ A 
ch*q 

+ cth4g 

III. Nakoniec uvažujme normálny tvar (1.3). 
a) Střed kružnice volme na stupnici z± ( = a). Úpravou kanonického tvaru 

(1.8) pre y reálné číslo 

(3.17) 

8(P)_ 
G(p) 2 

H(p) 

X(a) = e-2 Rerг ; ү(þ) = cos 2 Б , 

sin2 2P T(q) sh 2 2Ç 
- Є2KЄУ2|, 

= c o s 2 P , 

K(q) 

B(q) 

e2Rerг0 

= — ch2Ç. 
G(p) ' K(q) 

Dosadením (3.17) do rovnic (2.15) dostáváme zobrazovacie rovnice 

294 



(3.18) 

h = 

fi = 0, щ = 
e-2ReYz 

f2 = ]ІA — c o s 2 Б , rj2 = 0, 

A + cos 2 P 
/ si s i n 2 2 P \ 2 

e2Reyz 0 I , 
sin2 2 P 

773 = e2Reyz 0 

І4 = 
' /sh2 2Q 
A — ch 2Q — i e2Reyг„ . " . 

2 

sh 2 2Q 
щ = e2Reyz 0 

Obdobné pre kanonický tvar (1.9), ak y je rýdzo imaginárně číslo 

(3.19) X(a) = - e2ReyZ; Y(b) = cos 2 P , 

S(p) sin2 2 P 

0(p) 2 

H(p) 

- e2Reyz 0 

•cos2P, 

T(q) sh2 2Q 

G(p) • K(q) 

na základe čoho dostáváme zobrazovacie rovnice 

e -2Reyz 

Җq) 2 

B(q) 
•- ch2Q, 

e2Reyz 0 

(3.20) 

h = 

fi = 0, r)i = 

f2 = ]/A — cos 2B, щ = 0, 

A — cos 2 P 
s i n 2 2 P \ 2 

e2ReYZ0 I 
2 / 

s i n 2 2 P 
щ = e2ßeyг 0 

h = 
I (sh*2Q \2 
A + Ch 2Q — e2Reyz„ , щ 

2 

sh2 2Q 
e2Reyz 0 < 

b) Ak střed kružnice volíme na stupnici z2 (== 6), pre y reálné dostaneme 
zobrazovacie rovnice 

(3.21) ! i = 0, r)x = ]lA + cos2B, 

g-2Reyz 
Í2 = m = o, 

sin 2 2P 
cf з = — e 2 R e ^ o 9 rjз 

sin2 2 P \ 2 

A — COS 2 P — | e2Reyz 0 9 
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sh2 2Q 1 / 
ii = ; — e2Rey2.. n i = \ A + ch 2 2o, 

2 •" y • ' \ 2 

a pře y rýdzo imaginárně 

(3.22) h = 0, rjj. = ]/Á + cos 2 5 , 

g2Reyz 

f 2 = , ?72 = 0, 

ГsҺ2 2o. \2 
. e2Reyz0 I . 

Y sin2 2 P / / sin 2 2P 
e2Reyг0 ? ^з = I / A + COS 2 P — I e2Reyz0 ľ. 

sh 2 2Q 
| 4 = e

2 K e ľ г ° , Щ 
I sh*2Q \2 
A — ch 2Ç + e2Rerz0 . 

Pomocou odvodených zobrazovacích rovnic (3.12), (3.14), (3.15), (3.16), 
(3.18), (3.20), (3.21) a (3.22) analogickým spósobom ako v případe I. sa lahko 
dajú zostrojiť nomogramy pre normálně tvary (1.2) a (1.3). Výhoda týchto 
nomogramov s kruhovým indexom je tá, že (2.6) je obecný tvar pre nomogramy 
s kruhovým indexom ktorý je špeciálnym tvarom, rovnice 10-ho nomografic-
kého rádu. Teda z toho vyplývá, že pomocou nomogramov s kruhovým 
indexom je možné riešiť aj také rovnice, ktoré nie je možné riešiť pomocou 
spojnicových nomogramov. Pri tom poznamenáváme, že rovnica (2.6) ne­
obsahuje všetky tvary rovnic, ktoré sa dajú riešiť pomocou nomogramu 
s kruhovým indexom. Na druhej straně ich nevýhoda je tá, že sa použitím 
kružidla nomogramy poškodzujú a taktiež, že kruhový index udává v nie-
ktorých častiach nomogramu velmi nepřesný priesečík s danou izopletou. 
Tieto ťažkosti je možné odstrániť úpravou Gersevanovho nomogramu na 
nomogram s priesvitkou, kde namiesto stupnice sa použijú binárně stupnice. 
Táto problematika tvoří samostatný celok a vyžaduje aj osobitné pojednanie, 
ktoré v krátkom čase mienim spracovať. 
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ЦИРКУЛЬНЫЕ НОМОГРАММЫ АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИИ 

Павел Г а л а й д а 
Резюме 

В статье опираясь на работы И. А. Вильнера и автора занимаемся применением 
канонических представлений для нормальных форм (1.1), (1.2) и (1.3) к построению 
циркульных номограмм Н. М. Герсеванова систем уравнений 

8(р)Х(а) + 8(р)У(Ъ) + Н(р) = О, 

Т(Ч)Х(а) + Щд)У(Ь) + В(Ч) = 0. 

Выводим формулы и уравнения, на основании которых можно строить номограммы. 
Для нормальной формы (1.1) на основании уравнений (3.2), (3.5) (черт. 1) и (3.7), 
(3.9) (черт. 2) построены номограммы. Для нормальных форм (1.2) и (1.3) при помощи 
выведеных формул (3.12), (3.14), (3.15), (3.16), (3.18), (3.19), (3.20) и (3.21) строятся 
номограммы аналогично. Эти уравнения определяют четырехшкальную номограмму 
из равноудаленных точек. Центр разрешающей окружности берется на шкале а, 
точка, через которую проходит окружность, — на шкале 6, и в пересечении этой окруж­
ности со шкалами р и ^ читаем ответы. 

Наряду с этими номограммами строятся и другие номограммы, где шкалы а и Ъ 
меняются ролями. 
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