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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV, VIII, 3 — 1958

THEORETICKE RESENI NEKTERYCH ULOH
O PRASKOVITYCH MATERIALECH

VRATISLAV HORALEK, Praha

Uvod

V' chemii, ve fysice, v praskové metalurgii, ve stavebnictvi, v potravinai-
ském pramyslu. ve vyrobé umélych hmot, v elektrotechnice, pii vyrobé
brusnych materialtt atd. se setkdvame se sypkymi praskovitymi materialy.
Pri prejimani téchto materiala. pii rozborech kontrolnich vzorka, odebranych
z vyrobniho procesu a pod. jsme stavéni pied otazky ovéieni nékterych mé-
Fitelnych vlastnosti téchto materiali nebo urdeni stupné promiSeni, dreeni,
mleti a pod. Redeni vétsiny téchto otdzek je velmi podrobné probrano v Her-
danové knize [1]. Ve 22 kapitolach této knihy jsou uvedeny razné zpusoby
méticich metod pro uréeni velikosti rozméru, povrchu piipadné objemu éastic
a dale jsou podany na zakladé theorie matematické statistiky i nejraznéjsi
metody vyhodnocovani vysledkid provedenych méfeni, popsany zasady pla-
novani pokust atd.

Tento ¢lanek obsahuje aplikace matematické statistiky pii theoretickém
feseni nékterych dalsich Gloh o praskovitych materidlech, které v citované
préci [1] nejsou uvedeny. ReSeni je provedeno pro ptipady, kdy pracujeme
s volnymi nepohybliyymi ¢asticemi kulovitého tvaru. Regené tlohy jsou viak
soutasné pripravnou praci pro Fefeni podobnych tloh pro ptipady, kdy pod
mikroskopem piipadné na snimku pozorujeme pouze obrysy fezi, které jsou
vedeny v réiznych vzdilenostech od sttedu kulovitych ¢astic. Reseni téchto
dloh, se kterymi se setkdvame pievazné v metalografii, bude uvefejnéno
pozdéji. Zhodnoceni a rozbor metod pouzivanych pii kvantitativni metalo-
grafické analyse (planimetrickd, piimkova a bodova metoda) byly uvedeny
v praci [2].

Piehled fesenych tloh a zakladni predpoklady

Pii zjistovani stupné promiSeni riznych praskovitych materiala, p¥i sledo-
vani vyrobniho procesu mleti, pii ovétovani jakosti prejimanych zasilek téchto
materidl a pod. odebirdme vidy z uréitého daného celku (varka, dodavka

a pod.) mensi vzorky a na nich pod mikroskopem, pomoci fotografickych
snimki a pod. hodnotime uréité kvalitativni pfipadné kvantitativni vlastnosti
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¢astic. Otazky, se kterymi pFichdzime ve styk v praxi p#i popsaném zpusobu
sledovani, miazeme shrnout do téchto bodi:

a) Jaka je celkova plocha, kterou zaujimaji pozorované plochy praméti
¢éstic jednoho druhu na sledované plose vzorku? — (dloha A.1).

b) Jaky je celkovy povreh téchto ¢astic? — (dloha A.2).

¢) Jaky je celkovy objem téchto dastic? — (iloha A.3).

d) Jaky podil celkové plochy (celkového povrchu, celkového objemu) za-
ujimaji pozorované dastice jednoho druhu, jejichz velikost x < x, (kde %, je
konst.)? — (alohy B.1—B.3).

e) Jaky je celkovy pocdet dastic na sledované plose vzorku? — (tiloha C.1).

Pii feseni tloh A.1—A.3 a B.1—B.3 uvazujme vzdy oba zpusoby mikro-
skopického urdovani velikosti # pozorované éastice: jeji délkovy rozmér (polo-
mér, pramér) a obsah jejiho pramétu. Piislu§né méfici metody budeme pokla-
dat za znamé, pripadné poukazujeme na kapitoly 3 a 5 v knize [1].

Abvchom mohli matematicky formulovat jednotlivé uvedené tlohy, je tteba
ucinit uréité piedpoklady o tvaru éastic, o jejich rozlozeni na plose vzorku,
o zpusobu odebirani vzorku a piipadné o zakonu, kterym se ¥idi rozdéleni
rozméra ¢astic.

Budeme predpokladat, zZe:

a) C¢astice maji kulovity tvar;

b) Sastice vzorku jsou na ploge mikroskopického sklidka (p¥{padné snimku)
rozlozeny zcela nahodné;

¢) vzorek byl z vyrobni davky piipadné z dodavky odebrian zcela ndhodné;

d) rozméry &astic maji rozdéleni logaritmicko-normalni, kterému prislusi

1 (lgz —lga)?
I D1
V2= Bz
kde x a § jsou parametry rozdéleni, které charakterisuji stiedni hodnotu (lg «)
a rozptyl (f?) logaritmia sledovaného rozméru. Predpoklad d) theoreticky
zduvodnil Kolmogorov v préci [7].

Prubéhy hustoty, definované vztahem (1), prolga=1a =0,1; 0,3 a 0,5
jsou znazornény na obr. 1.

U d&astic, které vznikly drcenim, mletim nebo jinym mechanickym puso-
benim, sc ukazuje dobra shoda mezi empirickym rozdélenim, ziskanym
zpracovanim vysledk méteni, a theoretickym rozdélenim, definovanym vzta-
hem (1). V posledni dobé se objevily aplikace logaritmicko-normélniho roz-
déleni i pti vyhodnocovani snimké metalografickych vybrust [3]. Nutno v8ak
poznamenat, Ze rozdéleni skuteénych rozméré zrn v materiadlovém vzorku se
lisi od rozdéleni rozméra rovinnych prisekt zrn, které zjistujeme na roviné
vybrusu [4]. S fysikalniho i matematického hlediska je oprdvnéné pouziti
logaritmicko-normélniho rozdéleni pouze v pripadé rozmérd zrn a nikoliv

hustota

f(@) ,0 < & < oo, (1)
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rozméra rovinnych pruseka zrn, jako je pouzito v praci [3]. Odvozeni roz-
déleni praméra rovinnych prusek zrn za piedpokladu logaritmicko-normal-
niho rozdéleni pramérta zrn je podano rovnéz v praci [4].

frx)
016 -
lga=-1

012 01 p=01 0305
008 -
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004 ®
O T T T T

0 10 20 30 40 50 X
Obr, 1

Logaritmicko-normélni rozdéleni

V tomto odstavei si v§imneme nékterych vlastnosti logaritmicko-normalniho
rozdéleni, které maji vyznam pro dalsi avahy.
a) Uvazujme nahodnou proménnou &, které prislusi hustota

1 (lga'~1ga‘,)2
1 N
f(l) = =€ s H 0 <x o0, (l)

kde x, a f, jsou parametry, pro které plati tyto vztahy:

) 1 (lg.r -‘Ig,lr)‘l
lg x, = E(lg &) = flg x. ,,:__:1,,”‘,.3 ? i da, (2)

-, 2 (ler e
/2= D2(lg &) —:.—/ (Igx —lg x,)? _J ————— e ( e ) dz. (3)

Polozme
n=hE (b >0k>0). (4)

kde & a k jsou znamé konstanty. Z rovnice (4) vyplyva
1 ,
lge = (lgy —lgh). (4)
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Plati tedy pro hustotu ¢(¥) ndhodné proménné 7

1 1 lgy—lga,,)ﬂ
PY) =——e °* Py , (5)
Y2 By
kde vzhledem ke vztahim (2) a (3)
lgo, = E(lgn) = E(k1g £ +1gh) = kE (Ig §) + Igh =klga, +1gh, )
6
g2 = D2 (lgn) = Drklg & + g h) — k2D? (Ig £) — k262 [

Ze srovnani vztaht (1) a (5) je zfejmé, Ze hustota f(x) a @(y) jsou téhoz
typu. Dukaz vyplyva také pfimo z charakteru linedrni transformace (4).

Ponévadz transformace vyjadfend rovnici (4) zahrnuje v sobé rizné vztahy
mezi délkovymi, ploSnymi a objemovymi pfipadné vahovymi vlastnostmi
dastic, muzeme vyslovit tuto vétu:

JestliZe rozdélent délkovich rozméri édstic je logaritmicko-normdlni, potom jsow
tého? typu 1 rozdélent jakékoliv méfitelné vlastnosti Edstic, kterou lze vyjddrit
vzhledem k délkovym rozmériom Edstic ve tvaru funkce, definované vztahem (4).

Priklad. Necht ndhodnd proménnd & nabyvéa hodnot x plosného obsahu
pramétu dastice, ktery stanovime napi. mikroskopicky a necht ptislu§na
hustota f(x) je definovdna vztahem (1), kde parametry «, a f§, jsou pfedem
zndmy nebo jejich hodnoty byly odhadnuty na zakladé vysledka provedenych
méteni. Hledejme nyni hustotu, kterd piislu$i rozdéleni objemiu éastic kulo-
vitého tvaru. Oznadime-li # ndhodnou proménnou, ktera nabyva hodnot
objemu &astic, zfejmé pro ni plati

4
K 3V~

™)

&

Hustota p¥isluind ndhodné proménné 7 je pak definovina vztahem (5), v némz
pro parametry «, a f3, plati podle (6)

3 4
1 ::—‘1 1 =
go‘y 2 go‘:v+ g 3]/TE
3\2
5-(5) 5

b) Stanovme nyni odhady parametri «, a f rozdéleni ndhodné proménné &
metodou maximalni vérohodnosti.

177



Necht x;, @,, ..., ®, je n pozorovanych hodnot na nahodné proménné &.
Potom funkce vérohodnosti pro tento nahodny vybér ze zakladniho souboru
s neznamymi parametry «, a , ma tento tvar

1 e _i(lg_’i%)
L(:l?l, Loy o ooy Xpy Xy /f ) 1g II f ) (‘,iz) ;[=Il—:2—e 2 Ay .
(7)

1
Maximéalné vérohodné odhady parametrta ~x, a f,, které oznaéime a, a b,,
pak stanovime fefenim rovniec:

0L(zy, 2y, ..., 2,, %, B,)
2 ) n £ ? € — O 8
a(xm ’ ( )
oL(xy, @y, ..., x,, X,.[,) )
_ " £ £ — ‘)
Snadno zjistime, ze plati
+ S
X, =a,=e =' | (10)
n
~ 1
2 =_— (1 —1 11
: . Z g —lgha)n (an

ReSeni jednotlivyeh tloh

4) Regenf tloh A.1--A.3. Uvazujme ndhodnou proménnou &, které piislusi
hustota

1 - l(‘iﬁ:@)’
fg) =——=—e 2% 7 L0 < 2 < oo. (12)
V2= Ba
Polozme opét
g(&) = h& (b > 0,k > 0). (13)

Vzhledem ke vztahu (12) a (13) je stfedni hodnota

- _1(lgr-lga
Elg(8)] = E(h&") va :ﬂx ha* e T (5 )dx. (14)

Provedeme-li substituci
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dostdvame
+ 0 1
1 - 5 (y* —2kpy)
E(h&*) = f —==hote dy =
) ]/271

k232 + oo 1
ko 2 — = (y—k3)? g
:l&%/:—e_—— e ° 1 dy = hate 2 . (15)
27

-0

Podle toho, jakych hodnot nabyva nahodna proménna &, ziskdva i funkce
g(&) pii feSeni tloh A.1—A.3 riznych tvard.

Oznadime-li nyni N podet ¢astic na sledované plose, L celkovou plochu,
kterou zaujima na sledované ploSe sklicka nebo snimku N pozorovanych
¢astic, P celkovy povrch vSech N pozorovanych d&astic a W objem téchto

NN AN
dastic, potom odhady L, P a W jsou dany soudinem

N . E[g(=)], (16)

kde hodnoty E[g(x)] pro razné vysetfované piipady jsou uvedeny v tab. 1.

Tabulka 1

Néhodnd L P W

proménné & |
nabyvé hodnot | g(z) | Elg(2)] | gl@) | Elg(x)] gle) | Elg(@)]
Praméru x ma? T 2.2 2 2 a232 e T s 38
sastice 4 i T e 6 6% °
Plosného 2 3 % )
obsahu x x xe? 4z 4x o2 _4_2; iiocg egﬂz
dastice 3 )= 3Vx

Priklad. Predpokladejme, Ze vysledky méfeni plosného obsahu priamétu
¢astic jsme usporadali do skupinového rozdéleni ¢etnosti a zZe jsme vypodetli
odhady @ a b parametri « a 5. Chceme-li nyni stanovit napt. celkovy objem
dastic (pri splnéni piedpokladii o tvaru éastic a o rozdéleni rozméra éastic)
dosadime odhady a a b do vztahu (16). Zrejmé dostaneme

A : 2
W=N. ~v—4~_—— > RUS
31

b) Reseni tiloh B.1--B.3. Uvazujme opét ndhodnou proménnou &, které
piisludi hustota definovand vztahem (12) a funkei této ndhodné proménné g(£),
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definovanou vztahem (13). Pro distribu¢ni funkei ndhodné proménné g(&)
pak plati

Ty

_ 1 lIgz—lga
Hihat) :—1— kxk-fi e ° s (%5 ) da =
ra V27 f
~*he 2
1 [t
—= e 2dit = D(z), (17)
y2ﬂ: o
kde horni mez integralu
lg o, —lgw
= — kf.
i p

Hodnoty distribuéni funkce normdlniho rozdéleni @(z) jsou tabelovany napt.
v [5]. Hodnoty horni meze ¢ jsou pro ruzné vysetfované piipady uvedeny
v tab. 2.

Tabulka 2

Néhodné I P W

proménnd & | B _—
nabyvé hodnot | g(w) [ 2 g(r) z | g(x) i z
Priméru @ g g g e lg —lgn _ gy ¥ I, — lga
tastice 4 ] p| ma B Pl % —3p
Plosného 4 3
obsahu 2 L |lgm—lgx Bl 4x lgay —lgx ] ﬁ g, — lga .?iﬂ
Sastice g p 3V~ B2

Predpokladejme, ze hodnoty parametri « a f jsou znamy. Potom napf.
podil p plochy, kterou zaujimaji vSechny ¢astice jednoho druhu na ploSe
snimku smési, pii ¢emz obsah priméta téchto ¢dstic je nejvyse roven z,, je
dén hodnotou integralu

ngl—-lga

1
p(a,) = 71— f e 2df, 0= px)<1.

— 0

Pii prosevu praskovitych materialt se pak setkavame s obracenou ulohou:
chceme stanovit napt. podil objemu zbytku Z zrn na situ, jejichz pramér
je vétsi nez hodnota a;. Tento podil je dan hodnotou integralu

o

1 2
e 2dt,0=Zx) =1
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Podil objemu zrn, jejichz pramér lezi v intervalu z, < x < x,, je pak dén
rozdilem Z(w,) — Z(a,).

c) Redent dlohy C. Dalsi tloha, se kterou se setkavame p¥i vyhodnocovani
snimkt, je stanoveni podtu éastic na sledované plose. Je pochopitelné, ze pti
vyhodnocovani vétsich ploch nestanovujeme pocet Castic piesné, ale odhadu-
jeme jej na zakladé poltu éastic zjisténych na mensich plochach, jejichz
velikost pokladame za jednotku. Z okrajovych éastic, které nelezi zcela uvnitt
této dané plochy a jsou pouze protaty hranici této plochy, zahrnujeme do
celkového podtu &astic pouze ty, jejichz stted lezi jestd uvnitt hranic. Ulohou
nyni je stanovit odhad podétu Gastic na celé plose pii daném koeficientu spo-
lehlivosti. Pri feSeni této tilohy budeme o éasticich predpokladat, Ze pochdzeji
z homogenniho celku a Ze tedy jejich rozméry se vzijemné velmi malo lisi.

Necht 4 je celkova sledovana plocha snimku. Necht 6 je ndhodnd proménna,
ktera nabyva hodnot poé¢tu éastic d na jednotkové plose.

Predpokladejme, Ze mnozina pevnych (nepohyblivych) éastic je na plose A
rozmistnéna zcela nahodné a ze jednotlivé ¢asti sledované plochy A jsou
vzdjemné nezavislé. Potom pravdépodobnost, ze na jednotkové plose na-
pocteme d nebo méné éastic je obvykle vyjadfovana soué¢tem prvych (d 4 1)
¢lentt Poissonovy exponenciely

d
P(O<d;)) =

e 4
ol (19)

kde parametr 1 uréuje pramérny pocet ¢astic pfipadajici na jednotku plochy.
Ocekavany pocet Gastic N na plose A mizeme pak odhadnout ze vztahu

N=A. (20)

Odhad neznamé hodnoty parametru A muZeme provést dvojim zphsobem:

a) na zakladé podtu ¢astic, které jsme zjistili pii jednom ndhodném poloZeni
jednotkové plochy;

b) na zakladé priamérného podtu Castic, ktery jsme uréili z n vysledkd
nahodného polozeni jednotkové plochy.

V obou piipadech pak stanovujeme tzv. intervalovy odhad parametru A
pfi daném koeficientu spolehlivosti e.

Zabyvejme se nejprve piipadem a). Predpoklddejme, Ze na jednotkové
plose jsme napodetli d ¢astic. Oznaéme A(d, &, 1) a A(d, &, 1) dolni, resp. horni
hranici intervalu spolehlivosti parametru 1 pii koeficientu spolehlivosti
e =1 — 2¢(a ¢ + & = 1). Hodnoty A(d, &, 1) a A(d, &, 1) jsou uvedeny pro
hodnoty 0 <d < 100 a ¢ = 0,98; 0,96; 0,90 a 0,80 v tab. 3, kterd byla na-
poc¢tena autorem ¢lanku. Potom vzhledem ke vztahu (20) muzeme stanovit
intervalovy odhad celkového pocétu N ¢astic na plofe 4 s pravdépodobnosti ¢

takto: P(NyEN<N,)=ce. (21)

181



Tabulka 3

e = 0,98 e = 0,96 & = 0,90 e = 0,80
d
Md, &, VA, &, D)|A@, &, 1)|Ad, &, D)|Ad, &, 1)|Ad, &, 1)|Ad, &, 1)|A(d, &, 1)
0 0,00 4,61 0,00 3,91 0,00 3,00 0,00 2,30
1 0,01 6,64 0,02 5,83 0,05 4,74 0,11 3,89
2 0,15 8,41 0,21 7,52 0,36 6,30 0,53 5,32
3 0,44 | 10,05 0,57 9,08 0,82 7,75 1,10 6,68
4 0,82 | 11,60 1,02 | 10,58 1,37 9,15 1,75 7,99
5 1,28 | 13,11 1,53 | 12,03 1,97 | 10,51 2,43 9,28
6 1,79 | 14,57 2,09 | 13,44 2,61 | 11,84 3,15 | 10,53
7 2,33 | 16,00 2,68 | 14,82 3,28 | 13,15 3,90 | 11,77
8 2,91 | 17,40 3,31 | 16,17 3,98 | 14,44 4,66 | 13,00
9 3,51 | 18,78 3,95 | 17,51 470 | 1571 543 | 14,20
10 413 | 20,14 4,62 | 18,83 543 | 16,96 6,22 | 15,40
11 4,77 | 21,49 5,30 | 20,14 6,17 | 18,21 7,02 | 16,60
12 543 | 22,82 599 | 21,43 6,92 | 19,44 7,83 | 17,718
13 6,10 | 24,14 6,70 | 22,71 7,68 | 20,68 8,65 | 18,96
14 6,78 | 25,46 7,42 | 23,98 8,46 | 21,90 9,47 | 20,13
15 7,47 | 26,75 8,15 | 25,24 9,25 | 23,09 | 10,30 | 21,29
16 8,2 28,0 8,9 26,5 10,0 24,3 11,1 22,5
17 8,9 29,3 9,6 27,7 10,8 25,5 12,0 23,6
18 9,6 30,6 10,4 29,0 11,6 26,7 12,8 24,7
19 10,3 31,8 11,1 30,2 12,4 27,9 13,7 25,9
20 11,1 33,1 11,9 31,5 13,2 29,1 14,5 27,0
21 11,8 34,4 12,7 32,7 14,1 30,2 15,4 28,2
22 12,6 35,6 13,5 33,9 14,9 31,4 16,2 29,3
23 13,3 36,8 14,2 35,1 15,7 32,6 17,1 30,5
24 14,1 38,1 15,0 36,3 16,5 33,8 18,0 31,6
25 14,8 39,3 15,8 37,5 17,4 34,9 18,9 32,7
26 15,6 40,5 16,6 38,7 18,2 36,1 19,7 33,8
27 16,4 41,8 17,4 39,9 19,1 37,2 20,6 35,0
28 17,2 43,0 18,2 41,1 19,9 38,4 21,5 36,1
29 18,0 44,2 19,0 423 20,7 39,5 22,4 37,2
30 18,7 45,4 19,9 435 21,6 40,7 23,2 38,3
31 19,5 46,6 20,7 44,7 22,4 41,8 24,1 39,4
32 20,3 47,8 21,5 45,8 23,3 43,0 25,0 405
33 21,1 49,0 22,3 47,0 24,1 44,1 25,9 41,7
34 21,9 50,2 23,1 48,2 25,0 45,3 26,8 428
35 22,7 51,4 23,9 49,4 25,9 46,4 27,7 43,9
36 23,5 52,6 24,8 50,5 26,7 47,5 28,6 45,0
37 24,3 53,8 25,6 51,7 27,6 48,7 29,5 46,1
38 25,1 55,0 26,4 52,9 28,5 49,8 30,4 47,2
39 25,9 56,2 27,3 54,0 29,3 51,0 31,2 48,3
40 26,8 57,3 28,1 55,2 30,2 52,1 32,1 49,4
41 27,6 58,5 28,9 56,4 31,0 53,2 33,0 50,5
42 28,4 59,7 29,8 57,5 31,9 54,3 33,9 51,6
43 29,2 60,9 30,6 58,7 32,8 55,5 34,8 52,7
44 30,0 62,1 31,5 59,8 33,7 56,6 35,7 53,8
45 30,9 63,2 32,3 61,0 34,5 57,8 36,6 54,9
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Pokradovéani tabulky 3

e =0,98 e = 0,96 & = 0,90 £=080 |
d

A(d’ €15 1) A(d’ €9 1) }*(d) €1, 1) }‘(da Egy 1) }‘(d’ €15 1) }'(d9 €g l) A(d! €1, 1) )'(dy €9, 1)

46 31,7 64,4 33,2 62,1 35,4 58,9 37,6 56,0 ,
47 32,5 65,6 34,0 63,3 36,3 60,0 38,5 57,1
48 33,4 66,7 34,9 64,4 37,2 61,1 39,4 58,2
49 34,2 67,9 35,7 65,6 38,0 62,2 40,3 59,3
50 35,0 69,1 36,6 66,7 38,9 63,3 41,2 60,3
52 36,7 71,4 38,3 69,0 40,7 65,5 43,0 62,5
54 38,4 73,7 40,0 71,3 42,5 67,7 44,8 64,7
56 40,1 76,0 41,7 73,6 44,3 70,0 46,7 66,9
58 41,8 78,3 43,4 75,9 46,1 72,2 48,5 69,0
60 43,5 80,6 45,2 78,1 47,9 74,4 50,3 71,2
62 45,2 82,9 46,9 80,4 49,6 76,6 52,1 73.3
64 46,9 85,2 48,4 82,6 51,4 78,8 54,0 75,5
66 48,6 87,5 50,4 84,8 53,2 81,0 55,8 77,7
68 50,3 89,8 52,2 87,1 55,0 83,2 57,7 79,8
70 52,0 92,1 53,9 89,4 56,8 85,4 59,5 82,0
72 53,7 94,3 55,6 91,6 58,6 87,6 61,4 84,2
74 55,5 96,6 57,4 93,8 60,4 89,8 63,2 86,3
76 57,2 98,9 59,2 96,1 62,2 92,0 65,1 88,5
78 58,9 101,1 61,0 98,3 64,1 94,2 66,9 90,6
80 60,7 103,4 62,7 100,6 65,9 96,4 68,8 92,7
82 62,4 105,7 64,5 102,8 67,7 98,6 70,6 94,9
84 64,1 107,9 66,3 105,0 69,5 100,7 72,5 97,0
86 65,9 110,1 68,1 107,2 71,3 102,9 - 74,3 99,1
88 67,6 112,4 69,8 109,4 73,2 105,1 76,2 101,3
90 69,4 114,7 71,6 111,6 75,0 107,2 78,1 103,4
92 71,2 116,9 73,4 113,9 76,8 109,4 79,9 105,6
94 72,9 119,1 75,2 116,1 78,7 111,6 81,8 107,7
96 74,7 121,3 77,0 118,3 80,5 113,7 83,7 109,8
98 76,5 123,6 78,8 120,5 82,3 115,9 85,5 111,9
100 78,2 125,9 80,5 122,7 84,2 118,1 87,4 114,1

kde N,=A4.d, &, 1), 1
Ny= A . Nd, &, 1). | (22)
Oznadéme v piipadé b) pomoci d; (¢ = 1,2, ..., n) podet Castic zjistény na

plose snimku pii ¢+-tém poloZeni jednotkové plochy. Jestlize podet poloZeni n
je dostatetné velky (n = 20), miZeme ur¢it dolni a horni hranici A(d, ¢,,n)
a A(d, &, n) intervalu spolehlivosti parametru A pti daném koeficientu spo-

Ichlivosti ¢ ze vztaht _ _ 7
Md, &,n) =d— k“V:n—’ l

}‘(d_v 82:”):E+kel/%‘a l

kde opét ¢ =1 — 2¢, a & + ¢ = 1. Hodnoty k, jsou uvedeny v tab. 4.

(23)
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Tabulka 4

€ 0,90 0,95 0,955 0,99 0,997

i ke 1,645 1,960 2,000 2,676 3,000

Veli¢ina d je definovana timto vztahem:

— 1 > .
d:zz(i‘.. (24)
t=1

Muzeme tedy vzhledem ke vztahu (20) stanovit intervalovy odhad celkového
podtu IV éastic na ploSe 4 s pravdépodobnosti ¢
N;<N<N,, (25)
kde
Ni = A4.A\d, &, n),
f . )} (26)
Ny = A . Ad, &, n).

Vzhledem k vysledktm (21) a (25) muzeme provést upravu vysledki, které
jsme ziskali pii Feseni tloh A.1—A.3.

Jestlize pti zjistovani odhadd celkové plochy éastic L, celkového objemu W
a celkového povrchu P podet ¢astic na vyhodnocované ploge snimku pouze
odhadujeme, mizeme k vyjadfeni intervalového odhadu veli¢in L, P a W
pouzit ve vztahu (16) vysledka (21) a (25). Plati tedy napi. pro odhad celkové
plochy é&astic L pro piipad, kdy ndhodnd proménnd & nabyva hodnot praméru
dastice, vzhledem k rovnici (21)

P{A- Ad, &, 1)'%a2eﬁﬂ’§ L<A4.Xd, ¢e,1) %a2e2ﬂ=} —¢
a vzhledem k rovnici (25)
P{A A, e, n). Fore? S LA, ey, m) ,g“zezm}z ;.

Vipolet tabulky 3. Necht § je ndhodnd proménna, kterd nabyvéd hodnot d
podtu ¢astic, ktery jsme zjistili pti jednom poloZeni jednotkové plochy. Potom
pravdépodobnost

B Ao A A
P(6§d;,l)=e1(l+—ﬁ+§~!+---+m), (27)

kde 1 je parametr vyjadiujici primérny pocdet ¢éastic na jednotku plochy.
Hledejme nyni pro hodnoty 0 < d < 100 hodnoty A takové, ze

Posd —1;2) = ¢, (28)
P(O<d; ) = &, (20)
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kde poklidame postupné & = 0,99; 0,98; 0,95; 0,90 a & = 0,01; 0,02; 0,05;
0,10. Hodnoty 2, které ziskdme feSenim rovnic (28) a (29), oznadme A(d, &, 1)
a AMd, &, 1). Jsou to tzv. dolni, resp. horni hranice intervalu spolehlivosti
pro parametr 4, vypodétené na zikladé vybérové hodnoty d. Pro d = 0 dolni
hranice A(d, ¢, 1) = 0.

Reseni rovnic (28) resp. (29) lze provést timto postupem. Ponévadz pomoci
integrace per partes lze dokazat, ze

(e}

1 ld ld-‘l A
_ d ot — oA - —
d!ft otdl = e (d!+(d—l)!+ +1!+1)’
plati ’
P(s < d: A) :-(—;T f 1 et dt, (30)
l a
=1 *—mv/‘td e‘"“dt. (31)
0

Polozime-li nyni pro vypodet dolnich hranic A(d. ¢, 1)

1 n X7
==, l=—=—1 = £
¢ 5 d B a A 5
a pro vypocet hornich hranic A(d, &, 1)
_z _n" _ X
t = 5 d = 5 a A= 5

mizeme vyjadiit integraly na pravé strané rovnic (30), resp. (31) pomoci
distribuéni funkce y2-rozdéleni s » stupni volnosti, kterd je pro procentni
hodnoty yx; tabelovana pro n» < 30 na pi. v [5]. Pro vypocet hodnot y; pro
30 < n < 202 pouzijeme vztahu odvozeného Wilsonem a Hilfertym, podle
kterého proménna (ﬁ)% ma normalni rozdéleni N (1 — i; ] 2 ) Tato

n © 9n In
aproximace je navrzena napr. v praci Blomové [6].

Zavér

Ve srovnani s dosud pouzivanymi vztahy pro vypodet odhadu celkové
plochy, povrchu a objemu, které zaujimaji ¢astice jednoho druhu na dané
plose snimku, obsahuji vzorce odvozené v tomto ¢lanku jesté parametr, ktery
charakterisuje rozptyleni sledované vlastnosti ¢astice. Pro piipady, kdy pocet
dastic pouze odhadujeme, jsou vysledné vztahy vyjadreny intervalovym od-
hadem, ktery je vazdn na poZadovany stupeil spolehlivosti.
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TEOPETNYECHKOE PEMEHNE HEROTOPbLIX 3AIAY
O BEPHUCTBHIX MATEPITAJTAN
BPATHC.JIAB TOPAJIEHR

BriBon

B cratbu macrcAa permeHue cJydaeB HPOMCXOJANIMX HPH VAOCTOBCPCHHU HEKOTOPHIX
KAa4ecTBEHHBIX H KOJIMYECTBCHHBIX CBOMCTB 3CPHHUCTBIX MATEPHA/I0B HA CHUMKAX WM Ha
MHKPOCKONMYECKHX CTEKJIBIIIKAX.

Ilo cpaBHEHHIO ¢ OTHOHIEHMAMH [0 CHX IOpP TPUMCHAEMBIMH /(I BBLIUMC/ICHHA OLEHKH
CYMMapHOH IFIOCKOCTH IPOEKIMH, CyMMapHOI MOBEPXHOCTH A ¢ yMMaphoro o0béMa, KOTopsie
34HMMAIOT 3epHA OJHOTO THNA HA IJIOCKOCTH CHAMKA, BHIBCAEHHIC B 3TOH crarbe GOpPMYJIH
COflepsKaT MmapaMeTp, KOTOPHI XxapakTepu3yer jiucHepcuio cBolictB 3epH. O pacnpenenennii
JMAMEeTPOB 3epH NpeANoJIaraercs, 9T0 OHO JIOrapHPMHYecKH HOPMaJIbHOE.

B cayvaax Korga KoJM4YecTBO 3epH Ha TJIOCKOCTH CHEMKA TOJBKO OLeHUBAEMO, OIlHLKA
AaeTcAd MHTEPBAJIOM, KOTOPHIH 3aBHCHT OT OTPEACICHHON ¢TEeHCHH JOBEPUTEIILHOCTH.

A THEORETICAL SOLUTION OF CERTAIN PROBLEMS
ABOUT POWDER MATERIALS
VRATISLAV HORALEK

Summary

The paper contains a solution of problems occuring in practice by the ascertainment
of several qualitative and quantitative characteristics of powder materials randomly
distributed over a microscope slide.

In comparison with relations till now used for computation an estimate of total area
of projection, of total surface and of total volume occupated by particles of one sort
on microscope slide, the formulae derived in this paper contain still a parameter, which
describes the dispersion of checked quality characteristic of particles. It is assumed that
the distribution of diameters of particles is logaritmiconormal.

In the cases, when the number of particles on the microscope slide ig estimated, the final
formulae are expressed as confidence interval in dependence on chosen confidence coefficient.
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