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M A T E M A T I C K O - F Y Z I K Á L N Y Č A S O P I S SAV, VIII , 3 — 1958 

T H E O R E T I C K É R E S E N l NĚKTERÝCH ÚLOH 
O PRÁŠKOVITÝCH MATERIÁLECH 

V R AT I S L AV H O R Á L E K, Praha 

ÍJvod 

Y chemii, ve fysice, v práškové metalurgii, ve stavebnictví, v potravinář­
ském průmyslu, ve výrobě umělých hmot, v elektrotechnice, při výrobě 
brusných materiálů atd. se setkáváme se sypkými práškovitými materiály. 
Při přejímání těchto materiálů, při rozborech kontrolních vzorků, odebraných 
z výrobního procesu a pod. jsme stavěni před otázky ověření některých mě­
řitelných vlastností těchto materiálů nebo určení stupně promíšení, drcení, 
mletí a pod. ftešení většiny těchto otázek je velmi podrobně probráno v Her-
danově knize [1]. Ve 22 kapitolách této knihy jsou uvedeny různé způsoby 
měřicích metod pro určení velikosti rozměru, povrchu případně objemu částic 
a dále jsou podány na základě theorie matematické statistiky i nejrůznější 
metody vyhodnocování výsledků provedených měření, popsány zásady plá­
nování pokusů atd. 

Tento článek obsahuje aplikace matematické statistiky při theoretickém 
řešení některých dalších úloh o práškovitých materiálech, které v citované 
práci [1] nejsou uvedeny, {lešení je provedeno pro případy, kdy pracujeme 
s volnými nepohyblivými částicemi kulovitého tvaru. Řešené úlohy jsou však 
současně přípravnou prací pro řešení podobných úloh pro případy, kdy pod 
mikroskopem případně na snímku pozorujeme pouze obrysy řezů, které jsou 
vedeny v různých vzdálenostech od středu kulovitých částic. Řešení těchto 
úloh, se kterými se setkáváme převážně v metalografii, bude uveřejněno 
později. Zhodnocení a rozbor metod používaných při kvantitativní metalo­
grafické analyse (planimetrická, přímková a bodová metoda) byly uvedeny 
v práci [2]. 

Přehled řešených úloh a základní předpoklady 

Při zjišťování stupně promíšení různých práškovitých materiálů, při sledo­
vání výrobního procesu mletí, při ověřování jakosti přejímaných zásilek těchto 
materiálů a pod. odebíráme vždy z určitého daného celku (várka, dodávka 
a pod.) menší vzorky a na nich pod mikroskopem, pomocí fotografických 
snímků a pod. hodnotíme určité kvalitativní případně kvantitativní vlastnosti 
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částic. Otázky, se kterými přicházíme ve styk v praxi při popsaném způsobu 
sledování, můžeme shrnout do těchto bodů: 

a) J a k á je celková plocha, kterou zaujímají pozorované plochy průmětů 
částic jednoho druhu na sledované ploše vzorku? — (úloha A.l). 

b) Jaký je celkový povrch těchto částic? — (úloha A.2). 
c) J a k ý je celkový objem těchto částic? — (úloha A.3). 
d) Jaký podíl celkové plochy (celkového povrchu, celkového objemu) za­

ujímají pozorované částice jednoho druhu, jejichž velikost x 5j x0 (kde x0 je 
konst.)? - (úlohy B.1-B.3) . 

e) Jaký je celkový počet částic na sledované ploše vzorku? — (úloha C.l). 
Při řešení úloh A.l—A.3 a B.l—B.3 uvažujme vždy oba způsoby mikro­

skopického určování velikosti x pozorované částice: její délkový rozměr (polo­
měr, průměr) a obsah jejího průmětu. Příslušné měřicí metody budeme poklá­
dat za známé, případně poukazujeme na kapitoly 3 a 5 v knize [1]. 

Abychom mohli matematicky formulovat jednotlivé uvedené úlohy, je třeba 
učinit určité předpoklady^ o tvaru částic, o jejich rozložení na ploše vzorku, 
o způsobu odebírání vzorku a případně o zákonu, kterým se řídí rozdělení 
rozměrů částic. 

Budeme předpokládat, že: 
a) částice mají kulovitý tvar; 
b) částice vzorku jsou na ploše mikroskopického sklíčka (případně snímku) 

rozloženy zcela náhodně; 
c) vzorek byl z výrobní dávky případně z dodávky odebrán zcela náhodně; 
d) rozměry částic mají rozdělení logaritmicko-normální, kterému přísluší 

hustota 
1 / l g r r - l g q \ 2 

f ( x ) = _ e 2 { ff } ,0 <x <oo, (1) 
/27T 0X 

kde (% a (5 jsou parametry rozdělení, které charakterisují střední hodnotu (lg oc) 
a rozptyl (fí2) logaritmů sledovaného rozměru. Předpoklad d) theoreticky 
zdůvodnil Kolmogorov v práci [7]. 

Průběhy hustoty, definované vztahem (1), pro lg oc = 1 a /3 — 0,1; 0,3 a 0,5 
jsou znázorněny na obr. 1. 

U částic, které vznikly drcením, mletím nebo jiným mechanickým půso­
bením, se ukazuje dobrá shoda mezi empirickým rozdělením, získaným 
zpracováním výsledků měření, a theoretickým rozdělením, definovaným vzta­
hem (1). V j3oslední době se objevily aplikace logaritmicko-normálního roz­
dělení i při vyhodnocování snímků metalografických výbrusů [3]. Nutno však 
poznamenat, že rozdělení skutečných rozměrů zrn v materiálovém vzorku se 
liší od rozdělení rozměrů rovinných průseků zrn, které zjišťujeme na rovině 
výbrusu [4]. S fysikálního i matematického hlediska je oprávněné použití 
logaritmicko-normálního rozdělení pouze v případě rozměrů zrn a nikoliv 
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rozměrů rovinných průseků zrn, jako je použito v práci [3]. Odvození roz­
dělení průměrů rovinných průseků zrn za předpokladu logaritmicko-normál-
ního rozdělení průměrů zrn je podáno rovněž v práci [4]. 

ffx) 

0,16 -

0,12 - / \ °'1 

0,08 -

rчCгQŕx 
0,04 -ÍШм 

0 -

Ig a-1 

p = 0,? 0,3 0,5 

40 50 x 

Logaritmicko-normální rozdělení 

V tomto odstavci si všimneme některých vlastností logaritmicko-normálního 
rozdělení, které mají význam pro další úvahy. 

a) Uvažujme náhodnou proměnnou £, které přísluší hustota 

f(x) = 
flҡ fix 

. / l g » - I g q f \ « 

M -i, I , o < X oo, 

kde xx a /Jx jsou parametry, pro které platí tyto vztahy: 

l / l g . r - l g a , \ 2 

]/2TT fa 
lg .*. = E(lg Š)=flgx. - _ J — e 2 ( - ^ ) ,J: I dж. 

$ = D-(lgf) = ( I g s - l g . x J 

00 

/ 
e 

l/lg_~A rч2 

У27г/)xx-

Položme 

7/ = Af* (/i >0,k > 0). 

kde í a i ; jsou známé konstanty. Z rovnice (4) vj^plývá 

lg.T = -^-(lgy - Igh). 

(1) 

(2) 

dж. (3) 

(4) 

(4') 
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Platí tedy pro hustotu <p(y) náhodné proměnné r\ 

_ í_ /-gž/-Agay\
2 

<p(y)^—-\ e M h I , (5) 

kde vzhledem ke vztahům (2) a (3) 

lg ocy = E(lg rj) - E(k lgš + \gh)=: kE (lg f) + lg h = k lg * , + lg h, ) 

fi - Z)2 (lg ti) = D*(k lg f + lg h) = k*D* (lg S) = * • # . | 

Ze srovnání vztahů (1) a (5) je zřejmé, že hustota /(#) a <p(?/) jsou téhož 
typu. Důkaz vyplývá také přímo z charakteru lineární transformace (4'). 

Poněvadž transformace vyjádřená rovnicí (4) zahrnuje v sobě různé vztahy 
mezi délkovými, plošnými a objemovými případně váhovými vlastnostmi 
částic, můžeme vyslovit tu to větu: 

Jestliže rozdělení délkových rozměrů částic je logaritmicko-normální, potom jsou 
téhož typu i rozděleni jakékoliv měřitelné vlastnosti částic, kterou lze vyjádřit 
vzhledem k délkovým rozměrům částic ve tvaru funkce, definované vztahem (£). 

P ř í k l a d . Nechť náhodná proměnná f nabývá hodnot x plošného obsahu 
průmětu částice, který stanovíme např. mikroskopicky a nechť příslušná 
hustota f(x) je definována vztahem (1), kde parametry <xx a fíx jsou předem 
známy nebo jejich hodnoty byly odhadnuty na základě výsledků provedených 
měření. Hledejme nyní hustotu, která přísluší rozdělení objemů částic kulo­
vitého tvaru. Označíme-li rj náhodnou proměnnou, která nabývá hodnot 
objemu částic, zřejmě pro ni platí 

3|/T-

Hustota příslušná náhodné proměnné rj je pak definována vztahem (5), v němž 
pro parametry <xv a fty platí podle (6) 

3 4 

«=(4)V 
b) Stanovme nyní odhady parametrů ocx a /?| rozdělení náhodné proměnné f 

metodou maximální věrohodnosti. 

177 



Nechť xl7 x2, . . ., xu je n pozorovaných hodnot na náhodné proměnné £. 
Potom funkce věrohodnosti pro tento náhodný výběr ze základního souboru 
s neznámými parametry <xx a fix má tento tvar 

W l g ^ - l g , ^ -

L(x1} x2,..., xn, xx, /i,) = lg I I /(*,.) = lg ( - - = - - — " I I - e 2 \ ft* I • 
ť=i \ | 2TC PJ Í = I xi 

(?) 

Maximálně věrohodné odhady parametrů xx a (íx, které označíme ax a bx, 
pak stanovíme řešením rovnic: 

oL(x1, x2, . . ., xn, <xx, px) , , 

d I v ^ , # 2 , . . ., xti, xx, px) 

Snadno zjistíme, že platí 

= 0. (9) 

¥ 2 ]g'ri 
« ; = a ж = e i = 1 , (10) 

n 

Ã = ̂  = ^£(ig*—igi)2- (П) 
?: = ! 

ftesení jednotlivých úloh 

a) Řešení úloh A.l-f-A.3. Uvažujme náhodnou proměnnou £, které přísluší 
hustota 

_ J_ /-gs--gq\» 

/(») = --_=_—e 2 ^ '? ; , 0 < a: < oo. (12) 
pnfix 

Položme opět 

flf(f) = Af*(A > 0,fc > 0 ) . (13) 

Vzhledem ke vztahu (12) a (13) je střední hodnota 

oo 

E[g(£)] = E(h£k) == [ —L— hxk e * x A ' da?. (14) 
- 1 (]%r-]8<*\2 

„ = .* o 2 ^ T ) 
Í2n fix 

Provedeme-li substituci 

lg a; - lg oc 
y - p •• 
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dostáváme 

hock e 
Щhí>) = / щ 

— 00 

ZJL /» 1 

e j ^ / e - ï C - ' й ' 

— (ÿ2 - 2i,?jr) 

Ла*е 

dy = 

_!_! 
dy — ÄЛ* e 2 (15) 

Podle toho, jakých hodnot nabývá náhodná proměnná £, získává i funkce 
<7(f) při řešení úloh A.l—A .3 různých tvarů. 

Označíme-li nyní N počet částic na sledované ploše, L celkovou plochu, 
kterou zaujímá na sledované ploše sklíčka nebo snímku N pozorovaných 
částic, P celkový povrch všech N pozorovaných částic a W objem těchto 

částic, potom odhady _L, P a W jsou dány součinem 

N.E[g(x)], (16) 

kde hodnoty E[g(x)\ pro různé vyšetřované případy jsou uvedeny v tab. 1. 

Tabulka 1 

N á h o d n á 
p r o m n n á f 

n a b ý v á hodnot 

L p W N á h o d n á 
p r o m n n á f 

n a b ý v á hodnot g(x) E[g(x)] g(x) Яtø(*)] _"(«) Җg(*)\ 

P r ů m гu x 
ás t ice 

ҡx2 

~~ï~ - r - Oí2 e2ß2 

4 
7T .Г 2 тгoc2 e 2 ?2 7Г# 3 

______ т* 2 

Plošného 
o b s a h u x 
бás t ic 

X 

,̂ 2 

л e 2 4# 
_! 

4эc e 2 

3 
4 я 2 

3 Гҡ 

4 1 2 í/î« 

P ř í k l a d . Předpokládejme, že výsledky měření plošného obsahu průmětu 
částic jsme uspořádali do skupinového rozdělení četnosti a že jsme vypočetli 
odhady a a b parametrů oc a /?. Chceme-li nyní stanovit např. celkový objem 
částic (při splnění předpokladů o tvaru částic a o rozdělení rozměrů částic) 
dosadíme odhady a a b do vztahu (16). Zřejmě dostaneme 

i r = AT. _ ± _ o- e»A". 
3>'TU 

b) Řešení úloh B.l-^B.3. Uvažujme opět náhodnou proměnnou £, které 
přísluší hustota definovaná vztahem (12) a funkci této náhodné proměnné gr(f), 
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definovanou vztahem (13). Pro distribuční funkci náhodné proměnné g(£) 
pak platí 

H[hx\] 

Л e 2 
k2p2 \ hx r— e 

-f-J \2n0x 

2 1 e ' áx 

l/2тт j 
åt = Ф(z), (17) 

kde horní mez integrálu 

z=^X>-ìë"~-Џ. 

Hodnoty distribuční funkce normálního rozdělení @(z) jsou tabelovány např. 
v [5]. Hodnoty horní meze -z jsou pro různé vyšetřované případy uvedeny 
v tab. 2. 

Tabulka 2 

Náhodná 
proměnná £ 

nabývá hodnot 

L 

g{x) 

Průměru x 
částice 

Plošného 
obsahu x 
částice 

ҡxл 

~т~ 
lg xг — lg IX 

ß 
2ß 

; xx — l g <x 

!7(.r) 

4.r 

lg íCi— lgoc 

l g л?i — - g * 

g{x) 

ҡx3 

2ß ~ 6 ~ 

ß 
3 

±x2 

з?^ 

W 

- 3 / 3 

z 

- 3 / 3 
l g ж i - l g л 

ß 
- 3 / 3 

l g Ж j - l g O Ѓ 

2^ ß 2^ 

Předpokládejme, že hodnoty parametrů oc a /? jsou známy. Potom např. 
podíl p plochy, kterou zaujímají všechny částice jednoho druhu na ploše 
snímku směsi, při čemž obsah průmětů těchto částic je nejvýše roven xl9 je 
dán hodnotou integrálu 

I g ^ i - l g a -ß 

p(xľ) = f 
'2тc J 

e 2 át, O ^ p(x) <, 1. 

Při prosevu práškovitých materiálů se pak setkáváme s obrácenou úlohou: 
chceme stanovit např. podíl objemu zbytku Z zrn na sítu, jejichž průměr 
je větší než hodnota xx. Tento podíl je dán hodnotou integrálu 

Z(x 
1 f -* 

' , ) = - = / e 2 åt, 0 < Z ( ж ) < 1. 
У2тc J I g a J i - l g a 

•Зй 
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Podíl objemu zrn, jejichž průměr leží v intervalu xa < x < xb, je pak dán 
r o z d f l e m Z{z.) - Z{xb). 

c) Řešení úlohy C. Další úloha, se kterou se setkáváme při vyhodnocování 
snímků, je stanovení počtu částic na sledované ploše. Je pochopitelné, že při 
vyhodnocování větších ploch nestanovujeme počet částic přesně, ale odhadu­
jeme jej na základě počtu částic zjištěných na menších plochách, jejichž 
velikost pokládáme za jednotku. Z okrajových částic, které neleží zcela uvnitř 
této dané plochy a jsou pouze proťaty hranicí této plochy, zahrnujeme do 
celkového počtu částic pouze ty, jejichž střed leží ještě uvnitř hranic. Úlohou 
nyní je stanovit odhad počtu částic na celé ploše při daném koeficientu spo­
lehlivosti. Při řešení této úlohy budeme o částicích předpokládat, že pocházejí 
z homogenního celku a že tedy jejich rozměry se vzájemně velmi málo Hší. 

Nechť A je celková sledovaná plocha snímku. Nechť 6 je náhodná proměnná, 
která nabývá hodnot počtu částic d na jednotkové ploše. 

Předpokládejme, že množina pevných (nepohyblivých) částic je na ploše A 
rozmístněna zcela náhodně a že jednotlivé části sledované plochy A jsou 
vzájemně nezávislé. Potom pravděpodobnost, že na jednotkové ploše na­
počteme d nebo méně částic je obvykle vyjadřována součtem prvých (d + 1) 
členů Poissonovy exponenciely 

d 

P(d^ď,X)=^^~, (19) 
; = 0 

kde parametr X určuje průměrný počet částic připadající na jednotku plochy. 
Očekávaný počet částic N na ploše A můžeme pak odhadnout ze vztahu 

N = A . X. (20) 

Odhad neznámé hodnoty parametru X můžeme provést dvojím způsobem: 
a) na základě počtu částic, které jsme zjistili při jednom náhodném položení 

jednotkové plochy; 
b) na základě průměrného počtu částic, který jsme určili z n výsledků 

náhodného položení jednotkové plochy. 
V obou případech pak stanovujeme tzv. intervalový odhad parametru X 

při daném koeficientu spolehlivosti e. 
Zabývejme se nejprve případem a). Předpokládejme, že na jednotkové 

ploše jsme napočetli d částic. Označme X(d, e1 ? 1) a X(d, s2, 1) dolní, resp. horní 
hranici intervalu spolehlivosti parametru X při koeficientu spolehlivosti 
s=l — 2e2(a s1 + e2 = 1). Hodnoty X(d, el9 1) a X(d, s2, 1) jsou uvedeny pro 
hodnoty 0 < d < 100 a e = 0,98; 0,96; 0,90 a 0,80 v tab. 3, která byla na­
počtena autorem článku. Potom vzhledem ke vztahu (20) můžeme stanovit 
intervalový odhad celkového počtu N částic na ploše A s pravděpodobností s 
t a k t o : P(N1^N<N2) = e. (21) 
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Tabulka 3 

d 

e = 0,98 e = 0,96 e = 0,90 e = 0,80 

d 
Цd,€l9l) Цd,€Ћ,l) Å(d,Єlil) Цd, e2,l) Цd, €l9l) Цd, e 2 , 1) Цdџєlfl) Цd, вj, 1) 

0 0,00 4,61 0,00 3,91 0,00 3,00 0,00 2,30 
1 0,01 6,64 0,02 5,83 0,05 4,74 0,11 3,89 
2 0,15 8,41 0,21 7,52 0,36 6,30 0,53 5,32 
3 0,44 10,05 0,57 9,08 0,82 7,75 1,10 6,68 
4 0,82 11,60 1,02 10,58 1,37 9,15 1,75 7,99 
5 1,28 13,11 1,53 12,03 1,97 10,51 2,43 9,28 

6 1,79 14,57 2,09 13,44 2,61 11,84 3,15 10,53 
7 2,33 16,00 2,68 14,82 3,28 13,15 3,90 11,77 
8 2,91 17,40 3,31 16,17 3,98 14,44 4,66 13,00 
9 3,51 18,78 3,95 17,51 4,70 15,71 5,43 14,20 

10 4,13 20,14 4,62 18,83 5,43 16,96 6,22 15,40 

11 4,77 21,49 5,30 20,14 6,17 18,21 7,02 16,60 
12 5,43 22,82 5^99 21,43 6,92 19,44 7,83 17,78 
13 6,10 24,14 6,70 22,71 7,68 20,68 8,65 18,96 
14 6,78 25,46 7,42 23,98 8,46 21,90 9,47 20,13 
15 7,47 26,75 8,15 25,24 9,25 23,09 10,30 21,29 

16 8,2 28,0 8,9 26,5 10,0 24,3 11,1 22,5 
17 8,9 29,3 9,6 27,7 10,8 25,5 12,0 23,6 
18 9,6 30,6 10,4 29,0 11,6 26,7 12,8 24,7 
19 10,3 31,8 11,1 30,2 12,4 27,9 13,7 25,9 
20 11,1 33,1 11,9 31,5 13,2 29,1 14,5 27,0 

21 11,8 34,4 12,7 32,7 14,1 30,2 15,4 28,2 
22 12,6 35,6 13,5 33,9 14,9 31,4 16,2 29,3 
23 13,3 36,8 14,2 35,1 15,7 32,6 17,1 30,5 
24 14,1 38,1 15,0 36,3 16,5 33,8 18,0 31,6 

m 14,8 39,3 15,8 37,5 17,4 34,9 18,9 32,7 

26 15,6 40,5 16,6 38,7 18,2 36,1 19,7 33,8 
27 16,4 41,8 17,4 39,9 19,1 37,2 20,6 35,0 
28 17,2 43,0 18,2 41,1 19,9 38,4 21,5 36,1 
29 18,0 44,2 19,0 42,3 20,7 39,5 22,4 37,2 
30 18,7 45,4 19,9 43,5 21,6 40,7 23,2 38,3 

31 19,5 46,6 20,7 44,7 22,4 41,8 24,1 39,4 
32 20,3 47,8 21,5 45,8 23,3 43,0 25,0 40,5 
33 21,1 49,0 22,3 47,0 24,1 44,1 25,9 " 41,7 
34 21,9 50,2 23,1 48,2 25,0 45,3 26,8 42,8 
35 22,7 51,4 23,9 49,4 25,9 46,4 27,7 43,9 

36 23,5 52,6 24,8 50,5 26,7 47,5 28,6 45,0 
37 24,3 53,8 25,6 51,7 27,6 48,7 29,5 46,1 
38 ' 25,1 55,0 26,4 52,9 28,5 49,8 30,4 47,2 
39 25,9 56,2 27,3 54,0 29,3 51,0 31,2 48,3 
40 26,8 57,3 28,1 55,2 30,2 52,1 32,1 49,4 

41 27,6 58,5 28,9 56,4 31,0 53,2 33,0 50,5 
42 28,4 59,7 29,8 57,5 31,9 54,3 33,9 51,6 
43 29,2 60,9 30,6 58,7 32,8 55,5 34,8 52,7 
44 30,0 62,1 31,5 59,8 33,7 56,6 35,7 53,8 
45 30,9 63,2 32,3 61,0 34,6 57,8 36,6 54,9 
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P o k r a č o v á n í tabulky 3 

d 
є = ( 3,98 £ = ( ),96 є = ( ),90 * = 0,80 

d 
X(d, єl9 1) X(d, є2, 1) X(d,єъ 1) X(d,є2, 1) X(d,єъl) X(d, є2, 1) X(d, єъ 1) X(d,є2, 1) 

46 31,7 64,4 33,2 62,1 35,4 58,9 37,6 56,0 , 

47 32,5 65,6 34,0 63,3 36,3 60,0 38,5 57,1 

48 33,4 66,7 34,9 64,4 37,2 61,1 39,4 58,2 

49 34,2 67,9 35,7 65,6 38,0 62,2 40,3 59,3 

50 35,0 69,1 36,6 66,7 38,9 63,3 41,2 60,3 

52 36,7 71,4 38,3 69,0 40,7 65,5 43,0 62,5 

54 38,4 73,7 40,0 71,3 42,5 67,7 44,8 64,7 

56 40,1 76,0 41,7 73,6 44,3 70,0 46,7 66,9 

58 41,8 78,3 43,4 75,9 46,1 72,2 48,5 69,0 

60 43,5 80,6 45,2 78,1 47,9 74,4 50,3 71,2 

62 45,2 82,9 46,9 80,4 49,6 76,6 52,1 73.3 

64 46,9 85,2 48,4 82,6 51,4 78,8 54,0 75,5 

66 48,6 87,5 50,4 84,8 53,2 81,0 55,8 77,7 

68 50,3 89,8 52,2 87,1 55,0 83,2 57,7 79,8 

70 52,0 92,1 53,9 89,4 56,8 85,4 59,5 82,0 

72 53,7 94,3 55,6 91,6 58,6 87,6 61,4 84,2 

74 55,5 96,6 57,4 93,8 60,4 89,8 63,2 86,3 

76 57,2 98,9 59,2 96,1 62,2 92,0 65,1 88,5 

78 58,9 101,1 61,0 98,3 64,1 94,2 66,9 90,6 

80 60,7 103,4 62,7 100,6 65,9 96,4 68,8 92,7 

82 62,4 105,7 64,5 102,8 67,7 98,6 70,6 94,9 

84 64,1 107,9 66,3 105,0 69,5 100,7 72,5 97,0 

86 65,9 110,1 68,1 107,2 71,3 102,9 74,3 99,1 

88 67,6 112,4 69,8 109,4 73,2 105,1 76,2 101,3 

90 69,4 114,7 71,6 111,6 75,0 107,2 78,1 103,4 

92 71,2 116,9 73,4 113,9 76,8 109,4 79,9 105,6 

94 72,9 119,1 75,2 116,1 78,7 111,6 81,8 107,7 

96 74,7 121,3 77,0 118,3 80,5 113,7 83,7 109,8 

98 76,5 123,6 78,8 120,5 82,3 115,9 85,5 111,9 

100 78,2 125,9 80,5 122,7 84,2 118,1 87,4 114,1 

kde Җ = A. Цd, єx, 1), | 
Җ = A.Ă(d,є2, 1). | (22) 

Označme v případě b) pomocí dť (i = 1, 2, . . ., n) počet částic zjištěný na 
ploše snímku při i-tém položení jednotkové plochy. Jestliže počet položení n 
je dostatečně velký (n ^> 20), můžeme určit dolní a horní hranici X(d,£l9n) 

a X(d, e2,n) intervalu spolehlivosti parametru X při daném koeficientu spo­
lehlivosti e ze vztahů _ __ -, / T 

X(d, el9n) = d - & f | / - , 
' * f (23) 

A(d, e2,n) = d + key£, 

2e2 a ex + e2 = 1. Hodnoty ks jsou uvedeny v tab. 4. kde opět e = 1 
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T a b u l k a 4 

є 0,90 0,95 0,955 0,99 0,997 

kв 1,645 1,960 2,000 2,576 3,000 

Veličina d je definována t ímto vztahem: 

n LA 
i = l 

(24) 

Můžeme tedy vzhledem ke vztahu (20) stanovit intervalový odhad celkového 
poctu N částic na ploše A s pravděpodobností e 

kde 
N[^N^N'2, 

Җ = A . X(d 

N'Z.= A. X(ď 

, Єi, n), ì 

, £ 2 , n)- > 

(25) 

(26) 

Vzhledem k výsledkům (21) a (25) můžeme provést úpravu výsledků, které 
jsme získali při řešení úloh A.l—A.3. 

Jestliže při zjišťování odhadů celkové plochy částic L, celkového objemu W 
a celkového povrchu P počet částic na vyhodnocované ploše snímku pouze 
odhadujeme, můžeme k vyjádření intervalového odhadu veličin L, P a W 
použít ve vztahu (16) výsledků (21) a (25). Platí tedy např. pro odhad celkové 
plochy částic L pro případ, kdy náhodná proměnná | nabývá hodnot průměru 
částice, vzhledem k rovnici (21) 

ph.X(d, el9l).^a*e*P^L^A . X(d, e2, 1) . -J oč e*^\ = e 

a vzhledem k rovnici (25) 

P ÍA . X(ď, e1,n).^-oc2 e2^2 ^ L ^ A . X(d, e2,n). -J oc*e*A = e. 

Výpočet tabulky 3. Nechť d je náhodná proměnná, která nabývá hodnot d 
počtu částic, který jsme zjistili při jednom položení jednotkové plochy. Potom 
pravděpodobnost 

P(d<Zd;.V = e-*\l + ± + £+ . . . +~^, (27) 

kde X je parametr vyjadřující průměrný počet částic na jednotku plochy. 
Hledejme nyní pro hodnoty 0 ^ d fg 100 hodnoty X takové, že 

P(ð^d — 1; X) = Є l , 

P(ô^d;X) = є2, 

(28) 

(29) 
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kde pokládáme postupně e1 = 0,99; 0,98; 0,95; 0,90 a e2 = 0,01; 0,02; 0,05; 
0,10. Hodnoty A, které získáme řešením rovnic (28) a (29), označme A(d, el9 1) 
a A(d, e2> I)- Jsou to tzv. dolní, resp. horní hranice intervalu spolehlivosti 
pro parametr X, vypočtené na základě výběrové hodnoty d. Pro d = 0 dolní 
hranice Á(d, el9 1) = 0. 

Řešení rovnic (28) resp. (29) lze provést t ímto postupem. Poněvadž pomocí 
integrace per partes lze dokázat, že 

platí 

OO 

J í l f , e - , d ( = e - 1 ^ + _ ^ _ + . . . + J í + 1 ) , 
oo 

P(ÓS.d\ X) = ^ | - f ř e - ' d í , (30) 
/ 

= 1 - i j - /Ve^dí. (31) 

Položíme-li nyní pro výpočet dolních hranic X(d, e1,l) 

t = -, d = ~- - 1 a X = 4 -
2 ' 2 

a pro výpočet horních hranic X(d, e2, 1) 

můžeme vyjádřit integrály na pravé straně rovnic (30), resp. (31) pomocí 
distribuční funkce #2-rozdělení s n stupni volnosti, která je pro procentní 
hodnoty Xp tabelo vána pro n fg 30 na př. v [5]. Pro výpočet hodnot Xp P r o 

30 < n ^ 202 použijeme vztahu odvozeného Wilsonem a Hilfertym, podle 

kterého proměnná j — I 3 má normální rozdělení Nil — —— ; 1/^— ). Tato 

aproximace je navržena např. v práci Blomově [6]. 

Závěr 

Ve srovnání s dosud používanými vztahy pro výpočet odhadu celkové 
plochy, povrchu a objemu, které zaujímají částice jednoho druhu na dané 
ploše snímku, obsahují vzorce odvozené v tomto článku ještě parametr, který 
charakterisuje rozptýlení sledované vlastnosti částice. Pro případy, kdy počet 
částic pouze odhadujeme, jsou výsledné vztahy vyjádřeny intervalovým od­
hadem, který je vázán na požadovaný stupeň spolehlivosti. 
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T E O P E T И Ч E G K O E P E Ш E I T И E H E K O T O P Ы X ЗAДAЧ 
0 З E P H И C T Ы X MATEPИAЛAX 

B P A T И C Л A B Г O P A Л E K 

B ы в o д ы 

B cтaтьи дacгcя peшeниe cлучaeв иpoиcxoдящиx пpи удocтoвepeнпи нeкoтopыx 
кaчecтвeнныx и кoличecтвeнныx cвoйcтв зepниcтыx мaтepиaлoв нa cнимкax или нa 
микpocкoпичecкиx cтëклышкax. 

Пo cpaвнeнию c oтнoшeниями дo cиx пop пpимeняeмыми для вычиcлeния oцeнки 
cуммapнoй плocкocти пpoeкций, cyммapиoй пoвepxнocти и cуммapпoro oбьëмa, кoтopыe 
зaнимaют зepнa oднoгo типa нa плocкocти cнимкa, вывeдeныe в этoй cтaтьe фopмулы 
coдepжaт пapaмeтp, кoтopый xapaктepизуeт диcнepcию cвoйcтв зcpн. 0 pacиpeдeлeний 
диaмeтpoв зepн пpeдпoлaгaeтcя, чтo oнo лoгapифмичecки иopмaльнoe. 

B cлучaяx кoгдa кoличecтвo зepн нa плocкocти cнимкa тoлькo oцeнивaeмo, oцeнькa 
дaeтcя интepвaлoм, кoтopый зaвиcит oт oпpeдeлcннoй cтeпoни дoвepитeльнocти. 

A T H E O R E T I C A L S O L U T I O N OF C E R T A I N P R O B L E M S 
ABOUT P O W D E R M A T E R I A L S 

V R A T Í SLAV H O K Â L E K 

S u m m a г у 

Th paper contains a solution of proЫems occuring in practice by the aseertainment 
of several qualitative and quantitative characteristics of poлvder materials randomly 
distributed over a microscope slide. 

In comparison with relations till now used for computation an estimate of total area 
of projection, of total surface and of total volume occupated by particles of one sort 
on micгoscope slide, the formulae derived in this paper contain still a parameter, which 
describes the clispersion of checked quality characteristic of particles. I t is assumed that 
th distribution of diameters of particles is logaritmiconormal. 

In the cases, when the number of particles on the microscope slicle is estimated, the final 
formulae are expressedas confidence interval in dependence on chosenconŕidencecoefficient. 
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