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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS
ROCNIK VIII CisLO 3

O KOMUTATIVNYCH PERIODICKYCH
POLOGRUPACH

BLANKA KOLIBIAROVA, Bratislava

Periodickou pologrupou nazyvame pologrupu S, ktorej kazdy prvok ma
koneény rad, t.j. pre kaidy prvok x € 8 existuje prirodzené ¢islo n také,
ze x" je idempotent. V dalsom sa budeme zaoberat struktirou komutativnych
periodickych pologrip.

Znak S bude oznacovat komutativnu periodickit pologrupu.

1. Pologrupa idempotentov

Oznadéme znakom I(S) mnozinu idempotentov v S. Znakmi e s indexmi
oznadujeme vSade v dal§om prvky z I(S). Zrejme I(S) je diastoéna pologrupa
pologrupy S. Pretoze pologrupa I(S) je komutativna a kaizdy jej prvok je
idempotentom, je to polosviz [6]. Ciastoéné usporiadanie v tomto polosvize
oznadéme znakom p. Plati teda pre e,, e, € I(S) vztah e, g e, vtedy a len vtedy,
ked e; = eye,.

2. K-triedy

Definicia 1 (podla [1]). Nech e je idempotent v pologrupe S. Budeme hovorit,
Ze prvok x € 8 patri k idempotentu e, ak existuje také prirodzené Eislo n, %e
plati x* = e. MnoZinu vsetkijch prokov patriacich k idempotentu e budeme
oznabovat KV a budeme ju volat K-triedow patriacou k idempotentu e.

Zrejme kazdy prvok x € S patri len k jednému idempotentu. Pre kazdé K
je e€ K.

Lemma 1 (podla [1]). K-triedy komutativnej periodickej pologrupy si navzd-
jom disjunkiné ciastoéné pologrupy pologrupy S uréujice rozklad na pologrupe S.

Yeta 1. Rozklad pologrupy S z lemmy 1 je vytvdrajicim rozkladom (t. .
rozklad wréeny kongruenciou) na S.

Poznamka 1. Faktorovi pologrupu na § dand tymto vytvarajicim roz-
kladom budeme oznadovat znakom .7 . (Prvkami pologrupy 7 st K-triedy.)

Doékaz. Treba dokéazat: ak x € K9, y€ K a ee, =e,, tak xy € KW,

Nech K je trieda, do ktorej patri xy. Teda existuje také prirodzené ¢islo m,
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e plati (zy)" = e. Pre prvky «, y a pre isté prirodzené ¢isla s, t plati o* = e,
y' = e,. Potom e = (xy)™ = x™y"st = ee,.

Zrejme plati:

Veta 2. Faktorovd pologrupa F dand vytvdrajicim rozkladom z vety 1 je polo-
sviz tzomorfny s polozvizom I(S).

Ciastotné usporiadanie v polosviize 7~ oznadime znakom p. Plati teda
K@pKE) vtedy a len vtedy, ak e,pe,.

V dalsom budeme oznacovat znakom G'” maximalnu grupu patriacu k idem-
potentu e [1]. (Zrejme G*» C K.)

Lemma 2. Nech x € G, y € GV, ee, = e, . Potom xy € G'v.

Dékaz. Podla vety 1 je ay € K. Dalej plati ay = (xe,) (e,y) = xye,,
¢o znadi, ze prvok zy nema predperiédu, teda podla vety 7 [2] padne do G“».

Lemma 3. Nech x € G, y € K pricom KoK, Potom xy € G».

Dokaz. Podla vety 1 je zy € K. Aviak wze, = z, teda xye, = zy, &o
znadi, Ze prvok xy nemé predperiddu, a teda podla vety 7 [2] patri do G“».

Lemma 4. Nech x € G“2. Potom x = xe; pre vsetky e;, pre ktoré e pe;.

Do6kaz. Nech x € G0, nech ee;, t. j. e, = ee,. Potom x = xe, = xe,e; =
= we,.

Zrejme plati:

Lemma 5. Nech z, y € S. Nech pre prirodzené ¢&isla m, n plati z* = e, ,
y* = e,. Nech s je spoloény nasobok m, n. Nech e;e, = ¢,. Potom plati (zy)* =
= ¢.

3. F-triedy

Nech x € §. Potom hlavny idedl I = {z} uSa! nazyvame hlavnym ideidlom
vytvorenym prvkom x. V dal§om budeme oznacovat hlavny idedl vytvoreny
prvkom z symbolom (x).

Definicia 2 (podla [3]). MnoZinu vdetkijch prokov vytvdrajicich tenZe hlavny
tdedl nazyvame F-triedou.

F-triedu obsahujicu prvok x budeme oznacovat znakom F,.

Poznamka 2 (podla [1], veta 13). Kazdd maximalna grupa G’ je sama
osebe F-triedou.

Poznamka 3. Zrejme F-triedy tvoria rozklad na mnozine S. Ako vyplyva
z prace [1], tento rozklad je zjemnenim rozkladu vytvoreného K-triedami.

Lemma 6. Nech I je hlavny idedl. Nech x € I. Potom F,C1.

Doékaz. Nech z, € F,, potom (x;) = (x). To znadi, Ze plati alebo z;, = =,
alebo z, = sz pre isté s € §. V obidvoch pripadoch teda z, € I.

Poznamka 4. Hlavny idedl je stiétom F-tried.

Lemma 7. Nech F,CI, potom (x)CI.

Do6kaz. Podla predpokladu x € I, teda aj SxC1I a teda (x)C 1.

1 Znakom u oznadujeme mnozinovy suéet.
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V dalsom bude pre dané e, symbol uU G, znacit stdet vSetkych
£,06;

grip G“?, pre ktorych jednotky e, plati epe;.

Lemma 8. Nech x € K“, potom u G C(x).

€109

Dékaz. Nech z € K, potom we; € G“’. Podla ods. 3 pozn. 2 je G?
F-triedou, z ¢oho vzhladom na lemmu 6 vyplyva G“’ C(x). Podla odseku 1,
ak e,e;, plati e, = e.e, a pretoZe ¢; € (x), je ¢, € (x). Potom v8ak podla lemmy 6
je U G C(x).

€10

Lemma 9. Nech U G“° = I je hlavny idedl v S. Potom e, je jednotkou v I.

€,0%

Dokaz. Nech x € I, nech x € G%. Potom x = xe, = wee, = xe;.

Veta 3. Rozklad dany F-triedami na S je vytvdrajicim rozkladom na S.

Dokaz. Treba ukdzat, ak z,y€S, v, €F,, y,€F, potom x4, €F, .
Plati (@) = (21), (y) = (31), Co znadi, Ze (xy) = (21y), () = (2194), z Coho
dostavame (xy) = (3)-

Definicia 3. V mnoZine F-tried zavedieme reldciu < takto: F, < F  vtedy a len
vtedy, ked (x)C (y).

Pozndmka 5. Zrejme plati F,, < F, , F, < F .

Poznédmka 6. Hlavny idedl (x) je siétom vsetkych tried F,, pre ktoré
plati F, < F,.

Poznamka 7. Faktorovi pologrupu na S dant rozkladom z vety 3 budeme
oznatovat znakom /. Jej prvkami si F-triedy a nasobenie je definované takto:
FF,=F,.

Lemma 10. Plati:a) Nech F,C K, potom G < F . (V z2mysle pozndmky 2
je G F-triedou.) b) Nech F,CK“>, F,CK“¥ a nech K*oK“¥. Potom bud
F,<F,, bud F,, F si nezrovnatelné.

Doékaz vyplyva z vety 1, lemmy 2, 3 a 8.

Veta 4. NechF <F (x,y € K). RovnostF,,=I' plati vtedy a len vtedy, ked F,

je grupou.

Dékaz.

a) Nech F, < F,, nech F,, = F,. Potom bud y = szy (s € S), bud y = zy.
V prvom pripade y = s%x?y = s*a3y = s*z!y = ... Pre isté prirodzené ¢islo m

plati ™ = ¢, teda po m krokoch dostdvame y = s™a™y = s™ey, ¢o znadf
(y) C (ey). Pretoze (ey)C(y), plati (y) = (ey). AvSak podla poznamky 2 je
F,=F, =F,=G". V pripade y = 2y sa postupuje podobne.

b) Obratené tvrdenie je zrejmé z lemmy 3 a 6.

Doésledok. Ak plati Fp = Fni1, Fon je grupa.

Lemma 11. Nech F, CK“, Potom existuje prirodzené &islo n také, Ze F »
je grupa G,

Doékaz. PretoZe S je periodické pologrupa, musf ku kazdému x € § existovat
prirodzené ¢&islo n také, Ze z* = e;, ¢o znad¢i vzhladom na poznamku 2, Ze
F/c,, = Qe

129



Lemma 12. Nech F, < F, nech z€ 8. Potom F,, < F,,.

Dokaz. Z predpokladu vyplyva, Zze bud x = y, bud x = sy, kde s€ S.
V prvom pripade je tvrdenie zrejmé. V pripade druhom xz = syz, z ¢oho
vyplyva (xz) C(yz), ¢ize F,, < F,,.

Désledok. Nech F, < F,. Potom F,. < F.

Definicia 4. Budeme hovorit, e &iastoéne usporiadand mnoZina M je oriento-
vand nadol, ak ku kaZdej dvojici prvkov a, b € M existuje prvok ¢ € M taky,
dec<=a,c=<bz2

Analogicky k pojmu multisviazu [5] zavedme pojem multipolosvézu:

Definicia 5. Nech P je éiastoéne usporiadand mnoZina. Budeme hovorit, Ze P
je multipolosviz, ak je splnend axioma:

Nech a, b € P; ak existuje také w € P, 2e v < a, w =< b, existuje aj také d € P,
Zed=o0,d<a, d<ba ez podmienky y=d, y<a, y<b vypljva y = d.

Vela 5. MnoZina F-tried komutativnej periodickej pologrupy tvori vzhladom
na usportadante dané definiciou 3 mnoZinu orientovani nadol.

Do6kaz. Tvrdenie vyplyva z poznamky 5.

Poznamka 8. V pripade, Ze kazdy rastici retazec F-tried je koneény, je
mnozina F-tried multipolosvidzom, v ktorom pre kazdé a, b je mnozina prvkov d
z definicie 5 neprazdna (priklad 1), niekedy dokonca polosvizom (priklad 2).

Priklad 1. Dana je mnozina prvkov {a, b, ¢, d, e} . Operacia nasobenia je
definovana takto: aa = bb =d, ab=c¢, cc=dd = ee = ac = bc = ad =
=bd = ae = be = de = ce = e.

Lahko sa preveri, ze takto definovana operacia dava pologrupu a ze F-triedy
st: Fy = {a}, Fy = {0}, F, = {¢}, F, = {d}, F, = {e}. Ciastotne usporiadana
mnozina F-tried, ktorej diagram je na
obr. 1 je multipolosviz. 1

Priklad 2. Mnozina celych Cd¢isel

F
2 5
h
5
o
Obr. 1. Obr. 2.

mod 12 s operaciou ndsobenia mod 12 tvori pologrupu. F-triedami st tieto mno-
Ziny: Fy={1,5,7,11} , F, ={2,10} , Fy= {4, 8}, F,= {3, 9}, F,= {6}, Fy= {0}.
Ciastodneusporiadani mnozina F-tried je polosvizom, ktorého diagram je naobr. 2.

2 Pf)il‘i napr. [6], § 3.
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Poznamka 9. Pologrupy S, & 7, 1(S) st v takomto vzdjomnom vztahu:
Pologrupa & je homomorfnym obrazom pologrupy S, ako vyplyva z vety 3.
Pretoze % je faktorova pologrupa na S (pozn. 1) a prislusny vytvarajici
rozklad pologrupy 8 je zakrytom vytvarajiceho rozkladu daného faktorovou
pologrupou £ (podla pozn. 3), je pologrupa % homomorfnym obrazom polo-
grupy 4 Prisluny homomorfizmus A je dany mnoZinovou inkltziou. Podla
viet 2 a b si mnozina f s reldciou < a mnozina /s reldciou p ¢iastoéne uspo-
riadané mnoziny. Z lemmy 10 vyplyva, Ze zobrazenie % je stiéasne aj homo-
morfnym zobrazenim d¢iastoéne usporiadanej mnoziny - na &iastoéne uspo-
riadant mnozinu 7. Pologrupa I(S) je izomorfna s pologrupou 7~

Veta 6. Ak v S kazdy klesajici refazec do seba zapadajicich hlavnijch idedlov
je koneényj, je koneiny aj kaZdy klesajici retazec idempotentov (v zmysle &astod-
ného usporiadanic).

Dokaz. Z predpokladov vyplyva, 7ze kazdy klesajici retazec v ¢iastoéne
usporiadanej mnozine .4 je koneény. Tvrdenie vety vyplyva z toho, ze polo-
sviz [(S) je homomorfnym obrazom cdiastoéne usporiadanej mnoziny £
(pozn. 9).

Obratend veta neplati: ak kazdy klesajici retazec idempotentov je koneény,
nemusi byt koneény kazdy klesajuci retazec hlavnych idedlov.

Priklad. Nech S je pologrupa skladajtca sa z ¢isla 0 a.éisel x tvaru:
S 1Py - -Pus KAE Py, Dy, Py... ., p, s navziajom rozne prvoéisla (n =
= 1,2.3,...). Nésobenie je definované takto: 0.~ =«.0=0 pre kazdé
XE€S; pre x, =0 znaci x.f sGcin v obvyklom zmysle, ak ¢éisla x, f sd ne-
sudeliteIné, v opa¢nom pripade ~.f = 0. Jedinym idempotentom pologrupy
je 0. Existuje vsak retazec do seba zapadajacich hlavnych idealov, napr.:
(P)1) D (P1p) D (Prpeps) - - -, ktory nie je koneény.

Podobna veta plati aj o rasticich koneénych retazcoch a koneénych re-
tazcoch idempotentov a idedlov.

Veta 7. Nutnd a postaCujica podmienka, aby komutativna periodickd polo-
grupa male minimdlny hlavny idedl n je, aby existoval idempotent e € S taky,
Ze plati ege; pre vietky e; € I(S). Potom sa n rovnd grupe G,

Doékaz. Tvrdenie o podmienke postacujicej vyplyva z lemmy 3, tvrdenie
o podmienke nutnej sa dokaze nepriamo tiez pomocou lemmy 3 a poznamky 6.

Poznamka 10. Podmienka klesajucich retazcov pre idempotenty (v zmysle
¢iastotného usporiadania) je teda postatujica pre existenciu minimalneho
idedlu.

Veta 8. Ak plati: S = (x) pre isté x €S, existuje idempotent e € S takij, Ze
platt epe pre véetky e; € I(S). (T. §. pologrupa idempotentov ma jednotku.)

Do6kaz. Z podmienky vety vyplyva, Ze ¢iastoéne usporiadand mnozina &
ma najvacsi prvok a teda to isté plati aj pre polosvéz I(S), ktory je jej homo-
morfnym obrazom.

Poznamka 11. Podmienka vo vete 8 je nutnd, ale nie postadujtica pre to,
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aby platilo § = (x) pre isté x €8, ako ukazuje priklad pologrupy danej
tabulkou:

L ay ay, ay
a, oa, dy
ay |y oy ay
a, | ay  ay  a

Hlavné idedly si: (@) = {«,, a5} ; (¢5) = {as}; (a3) = {a,, a;}. Neexistuje
prvok, ktory by vytvaral ako hlavny ideal celd pologrupu.

Poznamka 12. Ciasto¢ne usporiadanad mnozina S£ je izomorfna s mnozinou
v8etkych hlavnych idealov pologrupy § ¢&iastoéne usporiadanou mnozinovou
inkluziou. Ak teda v f existuje najvicsi prvok, existuje i hlavny ideal v S,
ktory obsahuje kazdy iny hlavny idedl. Z poznamky 6 vyplyva, Ze tymto
hlavnym idealom je cela pologrupa S.

4. Homomorfizmy F-tried a K-tried

Veta 9. Nech e, = e,e,. Potom zobrazenie x — we, (x € K) je homomorfné
zobrazente mnofiny K do K. (Oznaéime ho ¢} ).

Dékaz. Podla vety 1 pre x € K¢ plati xe, € K. Plati tiez (x.e,) (2¢,) =
= (v2) €. _

Poznamka 13. Nech epe pe;. Potom pre zobrazenia ¢! a ¢; zrejme plati
yir = .

Veta 10. Nech ee, = e,, ee, = e,, e,0e,. Nech @i(pl) je homomorfné zobra-
zenie z vety 9 dané prvkom ey(e,). Potom zobrazemia ¢, a @i, s na grupe G“i
totozné. (T. j. pre kaZdé x € G je xe, = we,).

Dokaz. e ge, znadi e, = ee,. Potom ze, = (we,) e,, z ¢oho podla lemmy 4
vyplyva, Ze xe, = ze,.

Veta 11. Nech e je idempotent v S. Potom pre (homomorfné) zobrazenie x — xe
pologrupy S do seba (oznaéme ho @) plati: kw kaZdej F-triede F existuje takd
F-trieda F', %e oF C F'. Pritom je " < F.

Dokaz. Nech x, y € F. To znadi, alebo z = y, alebo y = sw(s€S). Ak
y = sx, plati ey = esx = sex, ¢o znadi ey € (ex). Teda (ye) C (xe). Podobne
sa ukaze (xe) C (ye). Pripad @ = y je zrejmy. Vztah F' < F vyplyva zo
vztahu (xe) C (x).

Veta 12. Nech v S s véetky K-triedy grupami. Nech zobrazente I' pologrupy S
na S je automorfizmom na kaZdej z nich. Nech pre vsetky homomorfné zobra-
enia @) (2 vety 9) p 'y = I'g; (pre y € K“9). Potom zobrazenie I' je
automorfizmom na pologrupe S.

Dokaz. Nech z, y € S. Nech K¢ (K“») je K-trieda obsahujica
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prvok x(y). Oznadme e, = e;. Potom pouZitim lemmy 2 a 4 dostivame:

T(ay) = D(wee,y) — D(we,ye) = T(gtagly) = T(gha) T(gly) =
— (gt @) (¢} Ty) = T've,Tye, = T'we.Tye, = I Ty.

Lemma 13. Nech v S si vSetky K-triedy grupami. Nech x € G2, y € G,
e;e, = e,. Potom plati (pix) (¢hy) = xy.

Dokaz. Z vety 9 a 10, ako aj lemmy 2 vyplyva (¢g.z) (¢hy) = (xe;) (ye;) =
= x(e,y) e; = (xy) e; = 2y.

Posledna lemma nam ukazuje konstrukciu kazdej komutativnej periodickej
pologrupy, ktorej K-triedy si grupy (uvedent uz v praci [4]). Veta 9 vsak
ukazuje moznost konstrukcie komutativnych periodickych pologrip, ktorych
K-triedy nemusia byt grupami. Konstrukcia je takato:

Zvolme retazec R (usporiadant mnozinu) prvkov, pre ktoré definujeme
si¢in vzhladom na usporiadanie takto: ak e; < e,, tak ee, = e, =¢;.
Dostaneme tym pologrupu idempotentov I(S). Kazdému prvku e; € I(S) pri-
radme komutativnu periodickd pologrupu s jedinym idempotentom e;;
oznatme ju K“?. Ak e, < e, priradme pologrupe K“’ jej homomorfné
zobrazenie ¢} do pologrupy K“¥. Od takto zavedenych homomorfizmov
ziadajme, aby platil vztah ¢@ief = ¢f. (V pripade, Ze medzi Iubovolnymi
dvoma prvkami retazca R je len koneény pocéet prvkov, da sa podmienka
Tahko splnit). Ozna¢me S mnozinovy stdet vSetkych mnozin K. Definujme
na § nasobenie takto: nech x € K, y€ K®, potom x.y = xy (sudin xy
v K@), Nech € K, y € K%, e; = e,e;. Potom z.y=y.x= (¢f. y) .
Lahko sa vidi, Ze takto dostdvame komutativnu periodicka pologrupu, ktorej
K-triedami st1 prave mnoziny K¢,
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O RKOMMYTATHBIDLIN
HEPHOOINYECKIXN TOJAVIPVIITAN

BJOAITRA ROJILBITAPOBA

BuiBoo

“)’l"l'b S HEPUOJIHYCCRAS KOMMYTATHUBHASL  HOJVIPYITLA. MuoKeeTBO W ICMIIOTEATOR

O Tpy Ll S o0pasyer vacTHUHYI0 momyrpyniy I(S) moayrpymusl S, KoTopast sB/IAeTCs
noayeTpyKrypoil. (CooTBeTeTBYIONEC OTHOIMICHME “ACTHUYHOLO YIOPAIOUCHUA 00031IaunM
uepes 0.)

Ml cKasKeM, UTO aieMenT s €8 IPUHAVIHKAT K JIAHHOMY ILICMITOTCHTY €, eclul CyImecT-
BYeT HATYyPaZbHOE UHCIIO it TAKoe, UTO §* = ¢. MHOMKCCTBO BCeX 9:ICMCHTOB 11D ITHATCKAITMX
K HIEMIIOTCHTY ¢ Mbl HazbiBacM K-K/1accOM HPHHAJIEHKATINM K IICMITOTCHTY € 1t 0003HAUNM
ero wepes K. darropnoayrpynna 7 womyrpynmut S aJ0eMenTs, 1KoTopoii K-wiacent
ABIACTCA HOJYCTPYKTYPoli. — Bo BTOPOIl YacTH U3Y4YAIOTCA HCKOTOPHIC CBOMCTBA MOJIY-
rpynmnt (7.

Mp1 cRaseM, YTO JIEMCHT X 110'1)0;{‘:112101* rrrasabii wiead I, econ nmeer Mmecro I = {ax} v Sa.
MuosecTBO BceX 27ICMEHTOB @ € S IIOPOMKIAION(IX OHH 1 TOT ke mjlead I, HasuiBacTess
F-raaccoM u oGosmauaetcs F,. Marropmoayrpynna £ mogayrpyvinm S O0eMeHTH  1Ko-
Topoil F-KiaccH, siBisgeTcsi HANPAB/ICHHLM BHH3Y MHOKecTBOM. (COOTBCCTBYIONEC OTIIO-
HICHITC 9acTHYHOrO VIIOPAIOUCHIS 0003HauuM depes3 <=.) Ecin Bestkast Bospacraongast
neun F-giaccoB KOHCUHA, TO S SIBISIETCS CHCHMAUILULIM YACTHYHO YITOPHJOUCHHLIM MHO-
JHECTBOM, Ha3BAHHBIM MY/ITHIOJIYVCTPYKTYPOI (HaTypa/tbHOe 0000IMeHIIe MOHSTHA BBCICH-

Horo B pabore [H]), KOTOpas MOMKCT ABJIATHCSA H MOTYCTPYKTYpoll. — CylecTBYeT 1'oMo-
MopQHoe oToGpazene MOy Ipyminl S Ha £ 1 roMomopdroc orodpamenue b A na J/
Hoayrpymmt I(8) u 7/ nzoMopQusl.

CoJICPKAMICM TpeThell 9acTH SIBJIATCH M3VUCHHUE HOAYUpYIILL SF M B3AAMHON CB3MH
1lea 108 ¢ noayrpynmaMit S 1(S). Tlokastisaetest Hanpumep: Teopema 4. lyers Fy < F
Iy = Fy Torga m toibK0 TOrja, Korja Fy rpynmna. — Teopema 6. Eca B S Beawass yobl-
BAIONAA 1Lelh I'JTaBilhiX HIea’10B KOHEeYHa, KOHeYHa TOKe BCAKA yObIBAIOHIas I1(CIIh W/CM-
HOTEHTOB (B ¢MbIciIe BHIIC YRKa3aHHOIO YaCTMUHOUO yropsioucuns). OOparHass TeopeMa
HeBepHA, Kak noraspiBacet 1pumep. — Teopema 7. Jlmst Toro, urodnl KOMMYTATHBH:
HePHOJMYCCKAST TIOAYIPYINTa UMe I 1J1aBHLi MEHHMAJLHLIN lcai 1, HeoOX0JUMO U /10~
CTATOYHO, YTOOBI jZIsi HCKOTOPOI'O M/ICMITOTCHTA e €5 MME/JI0 MecTO OTHOIICHHUC ege; julst
Bestkoro e; € I(S). Ilpu sroM mjea’t 1 coBUajaer ¢ 1pymioii G@. — Teopema 8. Ecin
S o= {x} U Se s uerortoporo w € S, To I(S) obirajiaer epmumieii. OGpaTHask TeopeMa
HEBCPHA.

B uactH 4 M3Yy4alTCsl HCKOTOPLIC CBOMCTBA IroMOMOpQHOIo orobpaskeHus K¢ B Ken)
oGosuauenHoro uepes @i limMeer MecTo HanpuMmep ciejiyomas TeopeMa: Teopema Il Ilycrn
e € S wmuemnorent. Jlas romoMopdHOro orolpaxkeus x —> xe (0003HAYHM ero Yepesd @)
UMECT MecTO: Juia Besaroro F-wiracca I cymecrByer F-winace F/ < F juist kotoporo uMmeer
MecTo otHOmEeHune pf C F’.

Jlasee mokaszana KOHCTPYKIIMS W3 JIAHHLIX KOMMYTATHBIBHBIX TepUO/MUCCKUX HOTYUPYIII
(YnOpsAa0YeHHRKIX B Iiellb) TAKOM HOIYTPYyunsl S, KoTopasd aMeeT K-KiaccaMn JIaHHbIC DOy~

rpynimmr.
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UBER KOMMUTATIVE PERIODISCHE HALBGRUPPEN
BLANKA KOLIBIAROVA

Zusammenfassung

Sei S eine kommutative periodische Halbgruppe. Die Menge der Idempotente von S
bildet eine Unterhalbgruppe I(S) von S, die ein Halbverband ist. (Die angehorige An-
ordnungsrelation wird mit ¢ bezeichnet.)

Man sagt, daB ein Element s € S zum Idempotent e €.S gehort, wenn es eine solche
natiirliche Zahl n gibt, daf st = ¢ gilt. Die Menge aller zum Idempotent e gehorigen
Klemente wird eine zum Idempotent e gehorige K-Klasse genannt und mit K bezeichnet.
Dic Faktorhalbgruppe 57 in S, deren Elemente die K-Klassen sind, ist ein Halbverband.
lin Abteil 2 werden cinige Eigenschaften von 9 betrachtet.

Man sagt, daf} ein Hauptideal I durch das Element @ erzeugt wird, wenn I = {x}uSx
ist. Die Menge derjenigen Elemente x €S die dasselbe Hauptideal erzeugen wird eine
F-Klasse genannt und mit ¥, bezeichnet. Die Faktorhalbgruppe € in S, deren Elemente
F-Klassen sind, bildet eine nach unten gerichtete Menge (die angehorige Anordnungs-
relation wird mit = bezeichnet). Ist jede aufsteigende Kette der F-Klassen endlich,
bildet 54 eine spezielle halbgeordnete Menge die wir Vielhalbverband nennen (eine natiir-
liche Verallgemeinerung des von Benado [5] eingefiihrten Begriffs) der speziell auch ein
Halbverband sein kann. -— Es gibt eine homomorphe Abbildung von S auf S und eine
homomorphe Abbildung h von “£ auf 7. Die Halbgruppe I() ist zur Halbgruppe %~
isomorph.

Iim Abteil 3 werden ferner cinige Eigenschaften der Halbgruppe 4 und der Ideale
im Zusammenhang mit S und I(S) betrachtet, wie z. B.: Satz 4. Sei Fy < F,. Dann
gilt F,y = Fy genau dann, wenn Fy eine Gruppe ist. — Satz 6. Ist in S jede absteigende
Kette von Hauptidealen endlich, so ist auch jede absteigende Kette von Idempotenten
endlich (im Sinne der oben angegebenen Anordnung). Dieser Satz kann nicht umgekehrt
werden wie es das Beispiel zeigt. — Satz 7. Damit die kommutative periodische
Halbgruppe ein minimales Hauptideal n hat, ist notwendig und hinreichend, da@l es
ein ldempotent e € S gibt, das die Kigenschaft ege; fiir alle e; € I(S) hat. Dann stimamt 1
mit der Gruppe G iberein. — Satz 8. Ist S = {x}uSx fur ein €S, so besitzt die
Halbgruppe I(S) das Kinselement. Dieser Satz kann nicht umgekehrt werden.

Im Abteil 4 wird eine mit ¢! bezeichnete homomorphe Abbildung von Kt in Kte,)
betrachtet. HEs gilt z. B.: Satz 11. Sei e€S oin Idempotent. Fiir die homomorphe Abbil-
dung x - xe (bezeichnet mit @) gilt: zu jeder F-Klasse F gibt es eine F-Klasse F/ < F,
die die Eigenschaft @F C F’ hat.

Endlich wird gezeigt, wie aus gegebenen kommutativen periodischen Halbgrup-
pen (die in eine Kette geordnet sind) eine neue Halbgruppe S, deren K-Klassen die ge-
gebenen Halbgruppen sind, konstruiert werden kann.
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