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O ZAMENITELNYCH KONGRUENCIACH
NA SVAZOCH

JAN JAKUBIK, KoSice

V praci [2] vySetroval H. A. Thurston kongruencie na distributivnych
svizoch, spliujicich isti podmienku koneénosti (tato podmienka je podrobne
uvedend nizsie v odseku 1). Dokazeme, ze Thurstonovo tvrdenie o zamenitel-
nosti kongruencii na distributivnych svézoch, vyhovujtcich spominanej pod-
mienke, je nespravne. Dalej odvodime nutnt a postaéujicu podmienku, aby

azdé dve kongruencie na svize S boli zamenitelné.

Pouzivame pojem ,,vytvorujici rozklad* podla [3]. Ostatné pojmy a ozna-
¢enia sa zhoduju s terminoldégiou knihy [1].

I. Kazdy distributivny sviz sa da reprezentovat pomocou mnozin. Podrob-
nejsie povedané: ak 8 je distributivny svéaz, existuje mnozina M a zobrazenie

x€S, x— x(M), 2M)cCc M, (1)
ktoré ma tieto vlastnosti (x, y si Iubovolné prvky svizu S):

v+ y= a(M) =+ yM),
(v U y) (M) = (M) v y(M),
(v ny) (M) = (M) n y(M).

Znaky U, n na lavej strane sa vztahuju na svéz S, a na pravej strane majui
vyznam mnozinovy. (Pozri [1], str. 140.)

V praci [2] vySetruje H. A. Thurston také distributivne svizy, pre ktoré
existuje reprezentacia (1), v ktorej vetky mnoziny x(M) sa koneéné; kvoli
stru¢nosti nazvime takéto svizy svizmi typu (k). Pre takéto svizy je v praci [2]
vyslovené tvrdenie (v inej terminoldgii):

(1) Ak S je sviz typu (k), lubovolné dva vytvorujice rozklady R,, R, na S
s zamenitelné.

(Vytvorujtice rozklady R,, R, na § sa nazyvaji zamenitelnymi, ak pre
Iubovolné prvky, « y, z € S zo vztahov

v=y(R), y=-2Ry)
vyplyva existencia prvku « € S, pre ktory plati

v = u(Ry), u = 2(Ry).
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Porov. [1], str. 85; v pracach O. Boravku (porov. napr. [3]) sa pouziva nizov
.doplnkové vytvorujuce rozklady‘.)

Tvrdenie (I) je uvedené aj v recenzii prace [2] v Mathem. Reviews 16 (1955),
str. 559, a citované v nedavno vyslej praci Dwingerovej [4]. Toto tvrdenie
je viak nespravne, ako dokazuje nasledujuci jednoduchy priklad:

Nech § = {, y, 2} je retazec, x < y < z .S je kone¢ny distributivny svéz,
teda § je sviz typu (k). Rozklady R, = {{m, yr, {2, Ry = {{a), {y, 2}}
st vytvorujicimi rozkladmi na S. Plati v = y(R,), y = 2(R,) a neexistuje
prvok w € S, pre ktory by bolo x = w(R,), v = z(R,). Teda R,, R, nie st
zamenitelné.

2. Nech S je distributivny sviz. Nutnd « postaéujica podmienka, aby kazdé
dva vytvorujiice rozklady Rl, R, na S boli zamenatelné, je: sviz S je relativne
komplementdrny.

Dékaz. Podmienka je postadujica podla lemmy 14 z prace [5] a nutnd
podla lemmy 13 [5]. (Porov. aj [1], str. 86, Ex. 3.)

Ak bude v dalsom re¢ o rozklade R na sviize S, oznatime S/R = S (S je
sviz tried vzhladom na rozklad R); ak x € S, ozna¢ime x triedu rozkladu R,
ktora obsahuje prvok .

3. Nech je teraz S Tubovolny sviz. Postatujica podmienka, aby kazdé dva
vytvorujiice rozklady na S boli zamenitelné, je: S je relativne komplementdrny
sviz (lemma 14, [5]; porov. aj [9]).

Nech R,, R, st vytvorujice rozklady na svize S. Ozna¢me R, n R, = R.
Nutnou podmienkou pre zamenitelnost vytvorujicich rozkladov R;, R, na S
je isté zoslabenie relativnej komplementarnosti, ktoré znie takto:!

(K,) 4k je u, v, x€ S, u <z <v, u = z(R,), x = v(R,), potom existuje
relativny komplement prokuw x v intervale {w, v).?

Dokaz. Nech st splnené predpoklady tvrdenia (K,), nech st rozklady R,,
R, zamenitelné. Potom existuje prvok y € S, pre ktory plati

u = y(R,), y = v(Ry). (2)

Ak na oboch stranich kongruencii (2) utvorime prenik s prvkom v a potom
spojenie s prvkom % a ak ozna¢ime (¥ N v) U u = 2, dostavame:

w = 2(R,), z = v(R,). (2

Zrejme je z € {u,v). Z kongruencii uvedenych v predpoklade tvrdenia (K,)
dostavame teraz
u =2 N z(Rk), x Uz =R,

1 Ak z je relativny komplement prvku x v intervale (u, v, zrejme je z relativnym
komplementom prvku x v intervale “u, v,.
2 Vzhladom na rozklad R, n R,.
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a z kongruencii (2’) analogicky
w = xnzR,), xuz=o(R).

Je teda v rozklade R = R, n Ry, w = x n z, v =2 U z. Prvok z je relativhym
komplementom prvku x v intervale <u, v .

Nech (K,) je tvrdenie, ktoré vznikne z (K,) zamenenim indexov 1, 2 a nech (K)
je tvrdenie vyjadrujice, Ze plati sicasne (K,) i (K,). Zrejme je (K) nutnou
podmienkou, aby rozklady E,, R, boli zamenitelné.

4. Dokazeme, Ze podmienka (K) je aj postadujiica pre to, aby vytvorujice
rozklady R,, R, na svidze S boli zamenitelné. Postup doékazu je podobny
postupu pouzitému v ddkaze lemmy 14 [5].

Nech je splnena podmienka (K), nech @, b, c € S,

@ = b(R), b= o(Ry). )

Oznatme « U b= f buc =g, fug=~r.
Z kongruencii (3) dostavame

a =f(R), ¢ =g(R), (4)
[ h(Ry), g - h(R). ()
Podla predpokladu o platnosti (K) (pouzitého na prvky «, f, k) a podla (4), (4')

existuje prvok i € S, pre ktory plati

'zfnf:}(, ;U]7

I

h. (5)
Analogicky sa dokaze existencia prvku j € §, pre ktory je

h. (6)

I

ing=c  jug

Oznatme fni=a,, fUi="N~, JNg=c¢, jUg=h. Z rovnic (5), (6)
vyplyva
a=a, h=h=h,, ¢=c (R nR,. (7)

Zo vztahov (4') dostavame utvorenim preniku s prvkom i, resp. j a pouzitim (7)
a = 1(Ry), ¢ = j(Ry).

Z kongruencii (4) utvorenim spojenia s prvkom 7, resp. j dostdvame po-

mocou (7)
i k(Ry), J == h(R,). (8)

Oznadéme ¢ N j = k. Z (8) utvorenim preniku s prvkom 7§, resp. ¢ a pomocou (7)
dostdvame

k=j(R), k= i(Ry).
Z predoslého vyplyva a = k(R,), k - ¢(R,), ¢im je dokaz ukondeny.
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Veta 1. Podmienka (K) je nutnd a postalujiica pre to, aby vytvorujice roz-
klady R, R, na svize S boli zamenitelné.

5. Ak S jesvizaaka, b €S, ozna¢ime R(a, b) prenik vSetkych vytvorujicich
rozkladov R; na S, v ktorych a = b(R;). Ak w, v, x € 8, u < x < v, oznadime
R(u, v, ) = R(u, ) n R(x, v).

Vysetrujeme podmienku

(Ky) Ak w,v, v €8, u < & <vaak R = R(u, v, x), potom vo svize S = S/R
extstuje relativny komplement prokw x vzhladom na wnterval (u, v).

Predpokladajme najprv, Ze kazdé dva vytvorujice rozklady na svize S
st zamenitelné. Nech u, v, x € S, u < « < v. Ozna¢me R(u, ) = R,, R(z, v) =
= R,. Podla vety 1 plati pre.rozklady R,, R, tvrdenie (K); teda plati tvrde-
nie (Kj).

Teraz predpokladajme, Ze plati tvrdenie (K;) a nech R,, R, su Iubovolné
vytvorujice rozklady na S, nech u, v, v € S, u < x' < v, u = x(R)), x = v(R,).
Potom je R(u, x) < R,, R(z, v) < R,, a teda aj

Ru,v,2) < RN R,. 9

Triedu rozkladu R(u, v, ), resp. R, n R,, obsahujicu prvok x, oznadme z,
resp. z. Podla (K,) existuje z € S,

rNz=u, TUzZ =1,
podla (9) plati potom aj

TNZ=mu, TUZ=07.
Teda je splnend podmienka (K,) (a analogicky (K,)), takze podla vety 1 roz-
klady R,, R, st zamenitelné. Tym sme dokazali tuto vetu:

Veta 2. Podmienka (K;) je nutnd a postacujica pre to, aby kaZdé dva vytvoru-
Juce rozklady na svize S boly zamenitelné.

Poznédmka. Z uvah prace [5] sa lahko zisti, Ze pre distributivny sviz S
plati R(u, v, ) = 0, takze pre distributivne svizy podmienka (K;) je ekviva-
lentna podmienke, aby svaz S bol relativne komplementarny. Vetu 2 mézeme
teda povazZovat za zovSeobecnenie vety z odseku 2.

6. V praci [6] bol zavedeny tento pojem: nech I, I' st intervaly svizu S.
Hovorime, ze I je slabo projektivny s I', ak existujd intervaly I,, ..., [,
také, 7e I, je transponovany k intervalu [,_,cl,_,, k=1,...,n, [, =1,
I, = 1'. (V celej ivahe pripustame aj jednoprvkové intervaly <z, ). Lahko
sa zisti, Ze dany interval I C S je slabo projektivny s kazdym jednoprvkovym
intervalom <z, ) svizu S.)

Nech I je interval vo svize S, ;€8 (1 = 1, ..., n). Budeme hovorit, 7e
mnozina C = {x;} je ¢iara typu I, ak pre ¢ = 1, ..., n — 1 plati: i

a) prvky x,_,, ; st zrovnatelné,

b) interval I je slabo projektivny s intervalom, ohranidenym prvkami x;_,,

x; (o tomto intervale hovorime tiez, ze je typu I).

1
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Hovorime, Ze ¢iara C spojuje prvky z,, x,; ak to chceme zdoraznif, piseme
Clay, x,).

Vysetrujme podmienku:

(K3) 4k je w,v,x €8, u < x < v, polom existuje prvok y€S, u<y=vw
a dalej existuje Ciara Ci(u, x N y) a Ciara Cy(v, x U y), kioré s sibasne typu
(u, )t typu {x, v).

Predpokladajme, Ze plati (K;). Nech u, v, x € S, 4 < x < v. Ndjdime prvok y
podla (Kj). Podla vety 1 a poznamky 2 za vetou 1 [6], plati

U=rxrnNy, V=2 U Y. (10)

V kazdom z vytvorujucich rozkladov R(u, x), R(x, v), teda vztahy (10) platia
tiez vzhladom na vytvorujici rozklad R(u, v, ). Tym je dokazané, ze plati (K,).

Predpokladajme, ze pre sviz S plati tvrdenie (I,), nechu, v, x € S, v < x <
< ». Nech y je relativny komplement prvku & v intervale <u, v) (pouzivame
rozklad R = R(u, v, x)). Analogickou tvahou ako v bode 3 sa zisti, Ze bez
ujmy vieobecnosti moézeme predpokladat » < y <wv. Z toho vyplyva, ze
vzhladom na rozklad R, a teda tiez vzhladom na rozklad RE(u, x) platia kon-
gruencie (10). Podla citovaného miesta prace [6] existuje ¢iara Ci(u, x N ¥)
typu (w, x>. Pritom podla pornamky 1 za vetou 1 [6] moézeme predpokladat,
e Op = {a}, v=a,=anyie =1 ...,2n). Podla (10) je potom vzhladom
na rozklad R

N (11)
pre ¢ = 1, ..., n. Kedze (11) plati tiez vzhladom na rozklad R(x, v), existuje
Giava Cx, 1, v) = &)} (b =1, ...,m) typu {x, »>, pritom

z €l (12)

kde I¢ je interval ohraniteny prvkami x,_,, z;. Podla (12) je interval (u, a>
a sucasne aj interval (x, v) slabo projektivny s kazdym z intervalov ohra-

nitenych prvkami 2z, .,z (k=1,...,m,, 1 =1, ..., n). MnoZina
I h=19 <k ) IR )
. 1 1 pal !
C=1{z, .,z 02, )

je zrejme Ciara spojujuca prvky w, x n y, ktord je siéasne typu (u, )
itypu {a, v).

Analogicky mozno uvazovat pre prvky v, x U y. Teda plati (K3). Z vety 2
dostavame:

Veta 2. Podmienka (Ky) je nutnd a postacujica pre to, aby kazdé dva vytvoru-
juce rozklady na svize S boli zamenitelné.

7. Nech R,, R, st vytvorujuce rozklady na svéze S, u, v € S. VySetrujme

sustavu kongruencii
v = u(Ry), v = v(R,). (13)
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Podmienky riesitelnosti takejto stistavy — za istych obmedzujicich pred-
pokladov o svize 8 a o vytvorujicich rozkladoch R,, R, — boli vySetro-
vané v praci V. K. Balachandrana [7] a v praci [5].

Nutnd podmienka, aby sustava (14) mala rieSenie x € 8, je zrejme

w = v(R, U R,). (14)

Na prikladoch sa Tahko zisti, Ze podmienka (15) vo vieobecnosti nie je postadu-
jica pre rieSitelnost kongruencii (14).

Vysetrujme tieto vyroky (porov. [5]):

(Ba) Pre lubovolné proky u, v € S a lubovolné vytvorujice rozklady R,, R
na S z0 vztahu (14) vyplyjva riesitelnost sistavy (13).

(Ba (Ry, Ry)) Nech R,, R, st dané vytvorujice rozklady na svize S. Pre
lubovolné proky u, v € S zo vztahu (14) vyplyva riesitelnost sistavy (13).

Potom plati:

Veta 3.

a) Podmienka (K;) je nutnd a postalujiica pre platnost vijroku (Ba).

b) Podmienka (K) je nutnd a postalujica pre platnost viyjroku (Ba (R,,
R,)).

Dokaz vyplyva z toho, Ze vyrok (Ba) (resp. (Ba (R;, R,)) je ekviva-
lentny poziadavke, aby vietky vytvorujtce rozklady na svéze S (resp. vytvo-
rujice rozklady R,, R,) boli zamenitelné. (Porov. [8], str. 19.)

Vzhladom na poznadmku za vetou 2 tvrdenie a) z vety 3 mdzeme povazovat
za zovSeobecnenie vety 2 z prace [5].
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HNEPECTAITOBOYHbBIE OTHOIMIIE 1 X 1
KOHTPYOUHUTHOCTN B CTPYHRTYPAX

AH AKYBUR

BouiBojin

1. B pabore [2] uccaejoBan A. I'. Typeron oTHOUIEHMs KOHPPYIHTHOCTH B juctpuly-
TUBHBLIX CTPYKTYpaXx, MCIOJHAONMX HEKOTOPOe YC/J0BUE KOHCUHOCTH; TAKHE CTPYKTYPHI
000BHAUAM KAK CTPYKTYpLl o cBonctBoM (k) (Bce KomeuHnle jucTpUOYTHBHBIE CTPYKTYPHI
odnajtator ceoilcrsoM (k). B ynomsmyroii paGore TypcroH yTBep:/jaer, 4To Kamjibie JiBe
OTHOWIEHH KOHI'PDYDHTHOCTH Ha CTpyKType oljajlaonieil cBoiicTBOM (k) nepectaHOBOYHLL.
Ila npocTOM NpHMepe HOKA3LIBAEM, UTO 9TO YTBepP:KjlcHue HCBEPHO.

2. Myers S — JjuerpuOyTuBHadg cTpyKTypa. Haskjble JiBe OTHOHIEHUS KOHTPYIHTHOCTH
Ha S 1IepecTAaHOBOYHLI TOIJIAa M TOJBKO TOrjJA, ecam S — CTPYKTYpa ¢ OTHOCHTEJILHBIMU
jonosHennsmu. (Cum. [5], memma 13 u 14 [1], crp. 86, yup. 3.)

Rasqible jiBe 0THOIIEHMA KOHIPYIHTHOCTH Ha CTPYKTYPE ¢ OTHOCHTEIbHBIMMI JIOITOJTHEH U MU
nepecragoBounnl, (CM. [0], semma 13 n 14 un [9].)

3. Ecin R — OTHOUIEHHC KOHMIPYSHTHOCTH B CTpyKType S, 0603HAMEM depes X KIace
B S/R copepmAIOMUN BIEMEHT .

Ilycrs Ry, Ry — oTHOMIEHMs KOHIpysHTHOCTH B crpyKrype S. HeolxojuMbuiM yciioBUeM
juin mepecTanoBodHoctn Ry, R, sBisgercd cliejnyioniee:

(Ky) Ecom 2, u,v€S, u< v < v, u=x(R,), x=0v(Ry), 10r/1a B CTpYKTYype vS/R, R =
= R; 0 R, cymecTByeT OTHOCHTeIIbHOE JIONOJTHEHHE JJICMEHTA & B MHTepBaje {u, v).

4. Mlycrs (K,) — yceaosue, koropoe monyuum u3 (K;), ecom 3aMeHuM Mexjy co(oi
unjercsl 1, 2 m nyers (K) — ycioBne yrsepxjaioniee, uro uMeer Mecto (K)) u (K,).

Teopema 1. ITycts S — cTpykrypa. Yciosae (K) apiisgerca HeoOX0(MMbIM U JIOCTATOYHBIM
Ul mepecTaHoBOYHOCTH Ry, R,.

5. Mycrs S — crpykrypa. Ecim u, x €S, o6o3Haunm yepes R(u, x) HauMeHbIee OTHO-
1lieHMe KOHrpysHTHocTU Ha S, B KoropoM u = a. Jlanee oGosnaunM R(u, z, v) = R(u, z) n
n R(z, v), S(u, ®, v) = S/R(u, x, v). BBeteM eme cuenyomee yciaosue (K,):

(K3) Ecom u, 2, v €S, u < @ < v TOTJIa HIEMeHT @ CTPYRTYpH S(u, @, v) UMeeT OTHOCH-
TeNbHOe JIOMOJTHEHHe B MHTepBae (U, V).

Teopema 2. Kajsle /Be OTHOWEHHWA KOHFPYSHTHOCTH B S MepecTAHOBOYHK TOIJA
U TOJLKO TOIjIa, ecan B S ucnosHeno yesosue (K).

6. B Teopeme 2’ mokasumBaeM, uro ycjonue (K) papnocuibuo ¢ yeaosuem (Kj), koropoe
BHPAMKACTCSI ¢ HOMONIIO IOHATHSA ¢J1a00il IPOEKTHBHOCTH BBEJeHHOr0 B [6].

7. Uccnenyem cacreMy (13), rme Ry, R, — OTHOIEHMA KOHI'DYIHTHOCTH Ha CTPYKType S,
u,v €. HeoGX0/MMbIM YyC/I0BHEM JUIST TOTO, YToOL cucTeMa (13) uMena pelueHue, sIBJIACTCH,
oueBMAHO, (14); BO sTO ycaoBue He gocTatouHo. (CM. Toxke [7] m [5].)

Teopema 3. [ast ka0l naphl 3JeMeHTOB u, v € S M KaK/10ii Maphl OTHOUICHMIT KOHIPY)HT-
Hoctm Ry, R, Ha & Bmrexaer u3 (14) paspemnMocth cucteMnl (13) Torja ® TOJBKO TOA,
ecim B S nmeer Mecro (Kj).
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VERTAUSCHBARE KONGRUENZEN
IN VERBANDEN

JAN JAKUBIK

Zusammen fas
Zusammenfassung

1. In der Arbeit [2] hat H. A. Thurston Kongruenzen in solchen distributiven Ver-
bianden untersucht, welche eine gewisse Endlichkeits-Bedingung erfullen; die Verbande
soleher Art bezeichnen wir als Verbande mit der Eigenschaft (k) (alle endlichen distri-
butiven Verbinde haben die Eigenschaft (k)). In der erwidhnten Arbeit behauptet
A. H. Thurston, daf jede zwei Kongruenzen in einem Verband mit der Kigenschaft (k)
vertauschbar sind. (Siehe auch‘[4].) Wir zeigen an einem Beispiel (eines Verbandes
mit drei Elementen), daf3 diese Behauptung falsch ist.

2. S sei ein distributiver Verband. Jede zwei Kongruenzen in § sind vertauschbar dann
und nur dann, wenn S relativ komplementar ist. (Siehe auch [5], Lermnma 13, und 14,
und 1], 5. 86. Ex. 3.)

Jede zwei Kongruenzen in einem relativ komplementaren Verband sind vertauschbar.
(Siehe [5], Lemma 14, und [9].)

3. Wenn I eine Kongruenz in einem Verband 5 ist, bezeichnen wir mit 2 die Klasse
in S/R, welche das Element a enthilt.

Es seien Ry, R, Kongruenzen in einem Verband S. Eine notwendige Bedingung fur dic
Vertauschbarkeit der Kongruenzen R, R, ist folgende Verschwichung der relativen
Komplementaritit:

(Ky) Wenn a, w, v €5, v < o < v, u = x(lR), ¥ = v(R,), dann gibt es in dem Verband
SIR, R = R, n R,, ein relatives Komplement des Elementes a im Intervall (u, v>.

4. Essei (K,) die Bedingung, welche aus (X;) durch Vertauschung von Indizes 1, 2 ent-
steht und es sei (K) die Bedingung. welche hesagt, daf (K,) und (K,) zugleich gilt.

Satz 1. S sei ¢in Verband. Die Bedingung (K) ist notwendig und hinreichend fiir
die Vertauschbarkeit der Kongiucnzen Ry, R, in S.

5. S sei ein Verband. Wenn u, x € S, bezeichnen wir mit R(u, ) die kleinste Kon-
gruenz in S, in der die Relation = x gilt. Fur jede drei Elemente w, @, v€S, u < & < v
bilden wir die Kongruenz R(u, z, ») = R(u, x) n R(x, »). Dic Klasse in R(u, x, v), welche
das Element z €S enthilt, bazeichnen wir z. Weiter sei S(u, &, v) = S/R(u, x, v). Wir
fithren noch folgende Bedingung (K,) ein:

(K,) Wenn w, r, v€S, u < x < », dann hat das Element 2 in dem Verband S, @, v)
ein relatives Komplement im Intervall (u, v>.

Satz 2. Jede zwei Kongruenzen in S sind vertauschbar dann und nur dann, wenn
in S die Bedingung (K,) erfullt ist.

6. Im Satz 2’ heweisen wir, dafl die Bedingung (K;) mit einer Bedingung (Kj) dqui-
valent ist; diese Bedingung enthilt den in der Arbeit [6] eingefithrten Begriff der schwa-
chen Projektivitit.

7. Untersuchen wir das System von Kongruenzen (13), wobei R,, R, Kongruenzen
in einem Verband S sind, u, v € S. Eine notwendige Bedingung fiir die Losbarkeit dieses
Systems ist offensichtlich (14); die Bedingung (14) ist aber nicht hinreichend. (Siche
auch [7] und [5].)

Satz 3. Fiir jede u, v S und jede zwei Kongruenzen R,, R, in S folgt aus (14) dic
Losharkeit von (13) dann und nur dann, wenn in S die Bedingung (Kj;) gilt.
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