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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV, VIII, 3 — 1958

POZNAMKA K VETAM EMMY NOETHEROVE]

MIKULAS BLAZEK, Bratislava

V jednotlivych dastiach fyziky mozno odvodit z Hamiltonovho principu
najmensieho téinku, pri vhodne zvolenom lagrangiane, pohybové rovnice a z ich
invarianénych vlastnosti prislugné zakony o zachovani. Noetherova ukdzala [1],
za akych podmienok mozno odvodit zakony o zachovani priamo z invariané-
nych vlastnosti varia¢ného principu. Prednostou tejto metédy je, Ze netreba
odvozovat zakony o zachovani v réznych pripadoch osobitne, ale tieto zakony
vyplyvaja ako §pecialne pripady zo zakonov o zachovani, formulovanych vo
vieobecnom tvare.

T4to praca je rozdelend takto: V § 1 zavedieme oznadenia, ktoré pouzivame
v dalSom. V § 2 sa zaoberame infinitezimalnymi transformaciami. V § 3 uka-
teme, ako obmedzuje lagrangian volbu jednotlivych transformécii. V dalsich
paragrafoch (§4,5) odvodime vety Noetherovej pre pripad, Ze lagrangian
obsahuje derivacie vinovych funkeii ITubovolného radu. Niektorymi elementar-
nymi prikladmi sa zaoberame v § 6.

Starsi (pévodny) sposob odvodenia (resp. aplikacie) viet Noetherovej mozno
najst napriklad v pracach [1], [2] a [3]. Novsie odvodenie prvej vety (pre
lagrangidn obsahujtci prvé derivicie vinovych funkcii) je napriklad v [4]
a podobne (pre lagrangian s derivaciami druhého radu) je v [5].

§ 1. Oznacenia

. v r o’ . 7 x4 z
Priestoroc¢asové siradnice oznadime x = &, y = @y, 2 = 3, = T a vlnové

funkeie y,(x, f = 1,2, ..., 4). Derivacie funkcie y, ozna¢ime takto:

Ow«l(xu) _ ql:d?g;‘l =0 v :
. 65:;(——* = 014‘1/).17 ax"’(’ nras
oy, , 0y, y; —1.¢
a-:t,, - Yp = dn."/’a - ¥, "‘355,; o au("/’a"/’ﬂ) (v =1,2,3, 4).

O funkcidch, ktoré v tejto praci vystupuji, predpokladidme, Ze maji také
vlastnosti, aby uzivané operacie mali zmysel (stadi, ked st uvazované funkcie
8pojité, koneéné a jednoznacné).
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Vztah medzi a¢inkom S a lagrangianom L je nasledovny

S = | Ld(w), (1)
J
kde
d(z) = da, da, da, da, (2)
(@ je urdita 4-rozmerna oblast integrovania). Predpokladame, Ze v lagrangiane

sa vyskytuje derivacia funkcie y, rddu ¢ = o(x) = o,. Oznadime

0%y, o
ouf 0k 0 0, ~ Ve
pritom a, b, ¢, d st vetky také $tvorice nezapornych celych ¢isiel, ktoré spiiiajia
1
vztah a 4+ b + ¢ 4+ d = o, (pre dané o, existuje 3 (04 + 1) (6, + 2) (6, + 3)

takychto Stvoric). Zo zavedenia tohto oznacenia vyplyva 0' =0, a pod.

V lagrangiane L sa mézu vyskytovat derivacie funkcie y, az do radu ,.
Ak stotoZnime nulti derivaciu funkecie so samou funkciou, prebieha index o,
hodnotami ¢, = 0, 1, ..., 7,. Potom mdZeme lagrangian L pisat v tvare

L(.’lf) = L(xur 0"“'%), (3)

kde u=1,2,3,4;6=12,...,4;0,=0,1,...,7,.}

Aplikovanim varia¢nej metédy na uéinok (1) mozno obvyklym postupom
odvodit pohybové rovnice. Ak sa obmedzime na pripady, pri ktorych sa nemeni
oblast integrovania, priéom na jej hraniciach identicky vymizna varidcie vino-
vych funkeii, ziskame Euler—Lagrangeove rovnice v tvare

- oL
2(_1)“0“W=[L]a=0 (4)
‘0

([L], budeme nazyvat Lagrangeovym vyrazom).

§ 2. Infinitezimalne transformacie

A. Nech transformécia stradnic x, obsahuje koneény potet n nezavislych
parametrov e, (¢ = 1,2, ...,n)

xu - x;b = x;l,(x’l'l ei)’

1 Séitovanie podla indexu o, vidy explicitne vypiSeme. Pre indexy pu, v, «, f dodrZzime
dohodu o séitovani. (Pri séitovani podla indexov «, # treba séitat cez vSetky navzajom
nezavislé vinové funkeie.)
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Ak tieto transformacie tvoria grupu (ozhadéime ju G,), m6Zeme v dalSom uvazo-
vat iba infinitezimalne transformacie

v, = x, + ox,, (5)
kde
6%'“ = pui 666 (6)

(pre indexy ¢ dodrzime dohodu o séitovani). Funkcie p,; iplne uréuji uvazo-
vané transformacie.

Infinitezimalnu transforméciu vlnovych funkeii, ktord odpoveda transfor-
macii (5), zapiSeme v tvare

vo(,) = pu(z,) + o9, (M)

0y, = rude; (8)

priéom je

(ry; su uréité funkcie). Z uvedeného vidiet, Ze az na veliéiny vysSieho radu

plati
0pe(x,) = dy,(x,). 9

Pre dalsi postup je vyhodné zaviest (podla Pauliho) tzv. lokalnu variaciu §*y,
(pozri napriklad v [4]—[7]). Vztah medzi dy, a d*y, je

oy, = 0%y, + 0,9, . dx,. (10)

Pritom dy, uddva zmenu funkcie g, v dosledku zmeny jej tvaru i zmeny
jej argumentu, a Jd*y, uddva len zmenu tvaru funkcie y,. Pre derivaciu
funkcie yp, plati

00,9, = 6*0,y, + 0,0,9, . 6z,. (11)

D4 sa dokazat dalej [4], Ze plati
6u6*"/}a = 6*01:'/’01'

V naSom pripade zavedieme i transformaciu vy88ich derivacii vlnovych
funkecii

0%y, (x,) = 0%y, (x,) + 00%y,. (12)

Dé sa ukazat, Ze pre lokalnu varidciu, zavedent podobne ako v pripade prvej
derivacie vinovej funkcie, plati jednak

8*0%y, = 0% 0%y, (13)
a jednak (analogicky k (11))

00%y, = 0*0%y -+ 0%0,y, . oz,. (14)

165



B. Nech transformdcia premennych @, obsahuje N Tubovolnych a nezavis-
Ivch funkeii K, a ich derivécie az do radu 7,. t. j. nech

i P N ) i n 5
X, — x, = a,(x,, 0uH,), (15)
pricom pre dané K, (k= 1,2, ...,N)je o, = 0,1, ...,7.. (Dalsie avahy sa

nezmenia, ak predpokladame K, = E (x,, 0%y,), [1].) Pre index k£ dodrzime
dohodu o séitovani; pre index ¢, vidy vypiSeme explicitne sumacny symbol.
Nech transformacia (15) tvori grupu (oznadime ju G ). V tomto pripade zasa
moézeme uvazovat infinitezimalnu transformaciu tvaru (5), pricom

i

S, = Z P 990K, (16)

[k

G, =0
k

kde 6E, znadi prirastok (nekonetne maly prvého radu) funkcie E,.. Tomuto
odpoveda infinitezimalna transforméacia vinovych funkeif tvaru (7), pricom

‘Ir']'.
Sy, = z Rtk 0F,. (17)
0= 0
Vyrazy P:’;ﬂ, R:§1 znad¢ia uréité funkcie.
C. Lahko sa zisti, Ze sa pri transformécii (5) objemovy element (2) transfor-
] Y

muje podla vztahu

d(z') = 4 d(x) = (1 4 0, 0x,) d(x). (18)

Ak sa objemovy element netransformuje, plati pre jakobian A:

A=1. (19)

§ 3. Transforméacia lagrangianu

V dalSom budeme uvazovat iba tie transformacie stradnic a vlnovych
funkeii, vodi ktorym st Euler—Lagrangeove rovnice (4): [L], = 0 invariahtné.
Lagrangian sa pritom moéze transformovat takto

. L'(2') = kL(z) + Ly(x).

1° Transformacie, pri ktorych sa funkcionalny tvar lagrangianu nezmeni
(t.j. L' = L), nazyvaji sa symetrické. Hovorime tu o tzv. tvarovej (alebo
absoldtnej) invariancii [1].

2° V pripade, Ze lagrangian priberie faktor (t. j. L' = kL, priéom méze byt
k = k(x,)), hovorime o relativnej invariancii.

3° Ak L' = L + L,, musi byt [L,], = 0. Pre to je nutné a stadi, aby sa
funkcia L, dala pisat v tvare divergencie, t.j. L, = 0,82,. V pripade infini-
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tezimalnych transformacii dostaneme 6L, = 0,002, . Ak uvazujeme lagrangian
v tvare (3), nemozno vSeobecne zvolit funkcie 2, tak, aby v nich vystupovali
derivécie len niz§ich radov, nez vystupuji v lagrangidne [8]. Transformacie,
pri ktorych sa lagrangian transformuje az na divergenciu, nazyvaji sa diver-
genéné. V tomto pripade hovorime o invariancii az na divergenciu.

Uhrnom moZeme povedat tolko: Nech sa pri transformécii (5) a (12) trans-
formuje téinok takto

S :()f L(z) d(z) — & :,,f L'(2') d(@').

Ak sa obmedzime na transformacie, pri ktorych st Euler— Lagrangeove rovnice
invariantné, mozeme lagrangian transformovat podla vztahu?

L) = (1 + 6k) L(x) + 9,62, .

Pre funkcionalnu variaciu, zavedend vztahom 68 = S — §, dostaneme potom
vyjadrenie

58 — f Lz d(z') — f L(z) d(2). (20)
Q

Zo vztahu (20) vidime, Ze pre to, aby pri uvazovanych transformécidch bol
udinok invariantny (t. j. aby platilo 68 = 0), treba: ‘

a) ak sa objemovy element netransformuje [teda plati (19)], aby bol lagran-
gian absoldtne (resp. az na divergenciu) invariantny;

b) ak sa d(z) transformuje [podla (18)], aby bol lagrangidn relativne
(resp. a% na divergenciu) invariantny. V tomto pripade musi platit

L(z') = AL(x). (21)

§ 4. Prvi veta Noetherovej

Premenné, ktoré sa vyskytuji v uéinku (1) [s ohladom na (3)] podrobime

infinitezimalnej transformacii (5) a (12). Zo vztahu (20) dostaneme pomocou
Taylorovho rozvoja

88 = f {Lauéxu t 0L . b, + Z béifw 50%%} d(2).
Q og = ¢

0

V dalsom zavedieme lokdlnu varidciu. PouZitim vzfahu (14) dostaneme
oalalom mna (13)]:

a aL
88 = [ {au(Lax,,,) + g
(‘3 g =0 “

2 V dalSom nebudeme explicitne vypisovat divergenény &len 9,092, ale ho zahrnieme
do vyrazov V,, resp. V,; (pozri dalsie paragrafy).

00, d(@) (22)
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(symbol 0, znaéi v (22) totadlnu derivdciu). Aby sme mohli v dalSom vyjadrit
integrand rovnice (22) v tvare divergencie [aZ na additivny d&len, pozri (25)],
pouzijeme identitu:
oL
00%1;:

oL
= Z (_1 ( ) aau 1= 0 (OQu aaou-1——0a aQu auwu * 6*1‘pu) ’ (23)

=0

aﬂaa* —

!
pri¢om je (U“) - ._'_ﬁg'_
04 0a!(0a — €4)!

vyraz (23) este podla ¢,. Ak pouZijeme vztah

. V poslednom ¢lene rovnice (22) treba séitat

To, Oa Ta

ZZ 55435 e

06=00,=0 04=10,=0 o-l)ga—a

moéZeme (22) prepisat do tvaru

88 = f {au [Lox,, n
Q

—1)ea Og 6. —1—o o 0[/ * )]
D e L e R B

+ [, - 0%} d(a). (25)

Pomocou vztahu (10) méZzeme dosiahnut to, Ze v rovnici (25) vystipia iba
prirastky dx, a oy, ; v pripade koneénej grupy ich vyjadrime pomocou vztahov
(6) a (8). Opadtovnym pouzitim vztahu (24) mézeme (25) previest do tvaru

6S = f {auVm' + [L]a(rm' - au,wa . pm')} d 66-’ d(x), (26)
Q

kde?
Vu,i = T'vupw + Aui’
pri¢om

oL
—1)% 0 — 1
vu - Ldvu + z ( 1) “Ya ku a 06”0‘—_1 01L'Pa
=1

# Veli¢iny V,; sa daja uréit napriklad aj takym spoésobom, ktory uZiva G. Marx [7],
pri zavadzani energie, momentu hybnosti a spinu (pomocou kanonického formalizmu)
v pripade, Ze lagrangian obsahuje i vysSie derivécie.
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a

Tgq Oq—2
J— —1)%+ O 0 —1—0g a oL .
A Z Z( b 1(9u)6 ) (8" 0% 10 gy, e ]
06=2 0q=0
Tgq Og—1
— o Ou 00— 1 0qg Ca oL )
+ 3 () e (o e G )
na=1ga=0

Zo vztahu (26) mézeme ziskat tento vysledok:
Ak je udéinok (resp. lagrangian, pozri bliZsie § 3) invariantny voéi grupe @,
t. j. ak 08 = 0, potom (Je; st Tubovolné) musi platit podla (26)

[L]a . (auwu . pui - rai) = au,Vm'! Z - 1; 2) NN (2 (27)

Teda n linedrnych kombinacii Lagrangeovych vyrazov (4) dé sa pisat v tvare
divergencie. (Pre to stadi poZadovat invarianciu elementu Gdinku.) Ak s
stidasne splnené i pohybové rovnice, t. j. plati [L], = 0, potom z (27) vyplyvaji
zdkony o zachovani v tvare

0.Vi=0, i=12 ... n (28)

Z existencie zakonov o zachovani (28) daju sa uréit prirastky dx, a oy, [1].
Ziskané vysledky moéZeme zhrnit takto: '

Nutnou a postaéujicou podmienkou pre to, aby v uvazovanom fyzikalnom
systéme bolo splnenych n zakonov o zachovani [tvaru (28)], je:

1° aby sa dal najst taky lagrangian, Ze vyvoj tohto systému prebieha podla
prisludnej Euler—Lagrangeovej poziadavky (4) a

2° aby uéinok (lagrangian) uvazovaného systému bol invariantny (v zmysle
§ 3) vodi spojitej grupe transformécii o » parametroch (@,).

Uvedené vysledky platia i v medznom pripade nekoneéne mnohych para-
metrov [1].

§ 5. Druhé& veta Noetherovej
Vysetrime chovanie sa Géinku (1) vodi grupe Gy . Analogickym postupom
ako v § 4 ziskame vztah (25). Prirastky déx, a dy, vyjadrime v tomto pripade

pomocou (16) a (17). Miesto rovnice (26) dostaneme

Tk
08 = [ {0,,17“ + L. 2 (R — 0,0 - PE) 0o 6Ek} d(x) (29)
Q. °k=0
[vyraz V, odpoveda é&lenu V, de; v (26)].

Pretoze pre Iubovolnt velid¢inu A4;* je splnend identita

Ak 0uE, = (—1)%cB;, 0% A + 0, D (30)
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spiiia ju i koeficient pri 07, 0K, v rovnici (29). Vztah (30) hovori, e ked vyme-
nime vyrazy, ktoré derivujeme, musime pridat urc¢ity ¢len, ktory mozno pizat
v tvare divergencie [a faktor (—1)%]. Veli¢iny D, netreba poznat v explicitnom
tvave. Aplikujme vztah (30) na posledny ¢len rovnice (29). Funkcie, ktoré
sa vyskvtuja vo vyraze V, + D,, volime tak, aby na okraji oblasti ¢ boli
nulové. Pomocou Gaussovej vety mozeme previest integral cez divergenciu
na integraly cez 3-rozmerné nadplochy, ktoré st vsak pre uvedenit volbu
okrajovych podmienok nulové. Ak predpokladime invarianciu G¢inku, dosta-
neme z (29) (¥, st Iubovolné nezivislé funkeie a koeficient pri 6K, je spojity
v ) vztah:

N (=00 (L) (R — 0,p,  PT)} =0, k=1,2,...,N. (31

L SR

=0 -
Opaénym postupom mozno ziskat z platnosti rovnice (31) invarianciu téinku
voci grupe (. v, ktord mozno potom skonstruovat. Uvedené vysledky mozno
sformulovat takto:

1° Ak pre uvazovany fvzikalny systém existuje lagrangidn (a teda i Lagran-
geove vyrazy [L,]) a

2" ak je ucinok (resp. lagrangian) uvazovaného systému invariantny
(v zmysle § 3) vodi spojitej grupe (G,,x), obsahujicej N lubovolnych a ne-
zavislych funkeii E, a ich derivicie az do radu 7,

potom existuje N linearne nezavislych kombinacii medzi Lagrangeovymi
vyrazmi [L], a ich derivaciami (az do radu 7,). A naopak.

Poznamka 1. Nech sa v grupe G,y nevyskytuji derivacie funkecii £,
(t.j. 7, = 0).

a) Ak je pocet vinovych funkeii y, vacési ako pocet funkeii B, (x =1, 2, ...,
A, k=12,...,N),t.j. 4 > N, je iba 4 — N Lagrangeovych vyrazov ne-
zévislych. V pripade, Ze ide o jednu nezavisle premennt (napr. ¢as), dostaneme
zavislost prvych integralov pohybovych rovnic [1].

b) Pre A = N dostaneme z (31) N linearne nezavislych homogénnych
rovnic, o ktorych v8ak vieme, Ze maji nulové riesenie (totiz [L], = 0). Z toho
vyplyva pre determinant sustavy podmienka

| Ry — 0,9, - P | == 0. (32)
Poznamka 2. V pripade, Ze ¢, = 7, = 1, dostaneme z (31) vztah

()n{[L]x(le - au"/)a . ::A)} = 0,

0.{[L] Ry} = 0. (33)

Poznamka 3. V pripade zmieSanej grupy (obsahuje nielen 7 nezivislych
parametrov e;, ale aj N nezavislych funkeif £) st da,a dy, linedrnymi kombi-
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naciami prirastkov de; a funkeii 0, (a ich derivacii). Ak dosadime raz £, = 0
a druhy raz e; = 0, dostaneme jednak divergenéné vztahy a jednak zavislosti
(31), [1].

§ 6. Priklady

Ak uvazujeme (vlastni) Lorentzovu (nehomogénnu) grupu transformacii,
stadi pre platnost viet Noetherovej vyzadovat (okrem existencie aj) absolitnu
invarianciu lagrangidnu (resp. az na divergenciu), kedZe pri translacidch
a rotaciach sa objemovy element netransformuje. V pripade konformnej grupy
sa viak objemovy element transformuje (je d,0x, # 0) a teda lagrangidn musi
byt relativne invariantny (resp. az na divergenciu) — podla § 3.

V dalom ukdzeme na niekolkych elementiarnych pripadoch éastic s nulovou
kludovou hmotou pouzitie viet Noetherovej (znamejsie priklady sG napr. v [4]
a [5]). Pouzijeme pritom (Gaussovu sustavu jednotiek.

Uvazované lagrangiiny mozeme ziskat vhodnou volbou koeficientov k;, ;.5
z lagrangidnu

L = Z z /C“./,(‘,f“:f 00“1/"‘1 . (’)0’}’(/)"}.

Coyr 03 @

1. Pre skalarne komplexné pole, odpovedajice castici s nulovou kludovou
1 )
A% o Lo d L . . N . % . o .
hmotou, méZzeme pisat lagrangian v tvare L = i 0,¢* . 0,¢ (p* je komplex
ne zdruzend funkcia k ¢). U¢inok je v tomto pripade konformne invariantny,

[ . . . y 1
ak vinové funkcie ¢, ¢* transformujeme tak, 7e dp = -pra,,éx,, a dp* =

=—y @*0, 0x,(ox, su prirastky stradnic pri transformacidch konformnej

grupy). Lagrangian tohto pola je v pripade inverzii (pozri prikl. 3) relativne
invariantny az na divergenciu. (Napriklad v pripade Kklasickej izolovanej
ststavy hmotnych bodov je lagrangian vodi Galileiho transformacii absolatne
invariantny az na divergenciu.)

2. V pripade elektromagnetického pola je

L= 0,4, — 0,4,

Ak transformujeme potencidly A, napriklad tak, ze je 04, = 0,4, . dox,
(pozri E. Bessel—Hagen, c. d.), kde dx, maji podobny vyznam ako v pred-
chadzajicom priklade, je udinok elmg pola konformne invariantny.

Lagrangian je v tomto pripade invariantny i voéi ciachovacim transforma-
cidm 2. druhu, pri ktorych je 04, = 8,4 (A je lubovolna funkcia, spliiajica
vztah 0,0,4 = 0) a dz, = 0. V tomto pripade nadobudne vztah (33) tvar
9,[L], = 0, kedZe je R = §,,. V pripade ¢astic s vy$8imi celo¢iselnymi spinmi
a nulovou kludovou hmotou ziskame ttto identitu v podobnom tvare (napr.
pre spin 2 : d,0,[L],, = 0).
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3. Pre neutrinové pole je ]agrangiz’m
L=—-+ hc('/) Yu 0;11/’ d yu'ﬂ)

(' = ip*y,; p* je komplexne zdruzena vinova funkcia k y a p, st Diracove
matice). Pri dilatacidch (dx, = z,de, d(a’) = (14 4de) d(x)) staci vinové
funkecie transformovat:

oy = — % poe, Oyt = — I;, y*de,

resp. v pripade inverzii (dz, = (x;2,0,, — 22,2,) de,, d(2') = (1 — 8x,0de,) .
- d(x)):
61)0 = (y,u}"r + 26;41’) x'l'ée/( N w’ é’/’+ = QP+' (y’vy/c + 26;“’) xvae/u

aby uéinok bol konformne in\\}ariantny.
Odvodenie prislusnych zakonov o zachovani prenechdvame citatelovi.
Zaverom dakujem dr. M. Petrasovi za jeho ziujem a pripomienky k tejto
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IIPUMEYAHUWE K TEOPEMAM HO3TOP
MUKVYJIAN BJIAMEK

Brusogn

B nacrosmeit pabore ropopurcs o6 obeux Tecopemax 9. Horop (K. Noether), yBuskas
cJyyail, KOrja B JIATPaMKHaHe CJIejI0BAHHOM CHCTEMBI BHLICTYHAIOT IPOM3BOjIHbIC BRICIIAX
HOPsI/IKOB OT BONHOBHX (yHKIMil. B asroM ciryyae IIOKasaHEl 3aKOHLW COXpaHEHMsA (eCJH
UMceT MeCTO MHBAPHAHTHOCTh (YHKIMHU JIEHCTBUA OTHOCHTENILHO KOHEYHOIl HernpephIBHON
Ipynnsl npeo0pa3oBaHMil) M TOMK/IeCTBEHHBle CBOMCTBA JIArPAIDKEBLIX BLIPAKEHHI # HMX
1IPOMBBOAHKIX (/I MHBADHAHTHOCTH OTHOCMTeNbHO OeckoHedHoi rpymmnn). Ilpu asToM
JarpamxMaH InpeobpadyeTca IO IPHHIMNY 9SKBUBaJeHTHOCTH Jiiep—JlarpaHeBnx
ypaBHeHumil ,,Bmwxenns' . Jlanee nokasano, korna Tpebyercsa aGcorOTHAA (MIIM PeIATHBHASN)
UWHBAPHAHTHOCTh JIAUPAHIKMAHA K TOMY, 4yrolur Ouiiii1 B cmie TeopeMsr Harap. Hawxowdel,
B HCCKOJIBKMX ITPOCTHIX NMpHMepaX, NMOKa3aHO HCIOJIb3oBanue obewx reopeM Horap.
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REMARKS ON THE NOETHER’'S THEOREMS
MIKULAS BLAZEK
Summary

The present paper deals with the both E. Noether’s theorems for the higher order’s:
derivatives of wave functions containing lagrangians (lagrangian density functions).
For the physical system under discussion there are established the conservation theorems
(when the invariance over a finit continuous group of transformations is required) and
the identity relations between the Euler—Lagrange’s expressions and their derivatives
respectively (when the requirement of invariance over a infinit group is fulfiled). In this
case the lagrangian is transformed according to the principle of equivalence of the Euler —
Lagrange’s equations of motion. For the validity of these theorems it is shown when
we have to require the absolute (or the relative) invariance of the lagrangian. In the
last section in any simple examples we can shown the use of the both Noether’s theorems..
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