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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV, VIII, 3 — 1958

O MULTIPLIKATIVNE]J POLOGRUPE
ZVYSKOVYCH TRIED (modm)

BOHUMIR PARIZEK a STEFAN SCHWARZ, Bratislava

Nech m > 0 je prirodzené ¢islo, S,, mnozina tried zvyskov (mod m).

Ak pokladame S,, za okruh s obvyklymi operaciami sé¢itania a nasobenia,
je struktura §,, dobre zndma.a mozno ju najst v mnohych uéebniciach algebry.
Nie je bez zaujimavosti vySetrovat mnozinu S,,, ak potla¢ime operaciu séitania
a vySetrujeme iba multiplikativne vlastnosti jej elementov.

Ulohou tejto priace je vySetrit Struktiru multiplikativnej pologrupy S
metédami tedrie pologrup.

Takto postavena otazka je zaujimava i z hladiska elementarnej teérie éisel.
Je vSeobecne zname, Ze sa v &iselnej tedrii zapodievame takmer vyhradne
vlastnostami grupy @, tried zvyskov (mod m) nestdelitelnych s m. Rovnako
je zname, Ze existuju niektoré dolezité vety z tedrie ¢isel, ktoré mozno odvodit
disto metédami tedrie grip. Pologrupa S, obsahuje vsak vo vSeobecnosti
ovela viac navzajom disjunktnych podgrip. Vyznam tychto podgrip pre
problémy ¢iselnej tedrie zda sa dosial nedostatoéne osvetleny. To je jedna
z pri¢in, pre ktorti sa budeme nastolenou otazkou v dalSom podrobne zapo-
dievat.

m

1

Pre pohodlie citatela pripomenieme v tomto tvodnom odseku niektoré
fakty z tedrie koneénych pologrip, ktoré platia celkom vSeobecne, nezavisle
od $pecialneho charakteru pologrupy S,,. Dokazy tychto viet najde ditatel
v praci [1].

Nech & je konetna (nie nevyhnutne komutativna) pologrupa. Nech a € S.
Postupnost

m*

a, a% a*. .. (1)

m4 iba koneény podet réoznych elementov. Je zname, ze ked g, 0, p < ¢ su
najmengie prirodzené ¢isla, pre ktoré plati a® = a°, potom (1) obsahuje presne
g — 1 réznych elementov, a to:

a, ..., ae, ..., a0

Mnozina &, = {a¢, ..., a’"'} je cyklicka grupa. Ak v = o, je a” € &,.

136



Mnozina (1) mé jediny idempotent e, a to jednotkovy element grupy ,.
Budeme hovorit, Ze a patri k idempotentu e.

Nech P, je mnozina vietkych elementov pologrupy S, ktoré patria k pevne
zvolenému idempotentu e. Pretoze kazdy prvok pologrupy S patri iba k je-
dinému idempotentu e, mozno pisat S ako stcet disjunktnych mnozin § =
= X P,, kde e prebieha vSetky idempotenty pologrupy S. Mnozina P, nemusi
byt pologrupa. Ak vsak § je komutativna pologrupa, je i P, pologrupa. V tomto
pripade budeme P, nazyvat maximalnou pologrupou, ktora patri k idempotentue.

Ku kazdému idempotentu e existuje okrem toho jedna a len jedna maxi-
malna grupa ¢,, ktorda mé e za jednotkovy element. Je zrejmé, ze I, C P,.
Maximalne gruppy patriace k réznym idempotentom si teda navzijom
disjunktné. Grupa @, je mnozina tych elementov x € P,, pre ktoré plati ex =
= we = x. Preto P,e = eP, = (,.

Nakoniec poznamenajme: Ked § ma jednotkovy prvok e, plati P,e, =
= P, = (@, , t. j. maximalna pologrupa, ktora patri k jednotkovému prvku,
je grupa.

Uvedené fakty budeme v dalSom bezne pouzivat. Ostatné pomocné vety,
ktoré budeme potrebovat, si odvodime.

2

V tomto odseku si odvodime dve vety, ktoré maji vSeobecny charakter.
Pritom nebudeme ani predpokladat, Ze pologrupa, o ktorej uvazujeme, je
konec¢na.

Lemma 1. Nech S je pologrupa, ktora md jednotkovy element ey, a nech G je
grupa, ktord leZi v S a obsahuje e,. Nech x, y st dva lubovolné proky pologrupy S.
MnoZiny G a y@@ s alebo disjunkiné, alebo totoiné. Pologrupu S moZno teda
pisat ako siicet disjunktnijch mnoZin v tvare

S - L.inG, (2)

kde x; st vhodne zvolené elementy pologrupy S.

Poznamka. Rozklad (2), ktory je okrem poradia séitancov zrejme jedno-
znadny, budeme nazyvat rozkladom pologrupy § modulo G. MnoZiny a7
budeme nazyvat triedami modulo (.

Dokaz. Pretoze pre kaidy prvok z €S plati z = ze, € 26, je kaidy ele-
ment z € S v nejakej triede. Mnozina vSetkych tried mod G pokryva celé S.

Predpokladajme, Ze pre dva elementy ax, y € S plati G n yG@ + (. Potom
existuju také prvky a, b € (¢, ze xza = yb. Najdime v grupe ¢ element a1, pre
ktory plati aa=! = e,. Potom xaa™! = yba=!, x = yba='. Pretoie ba=! je prvok
grupy ¢, mame

2 = yba ' = y(ba'GQ) = y(G.

Triedy a( a yG si totozné, ¢. b. t. d.
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Pozndmka. Lemma 1 je v podstate znama; implicitne ju obsahuje praca [2].

Lemma 2. Nech st splnené predpoklady lemmy 1 a nech S je komutativna
pologrupa. Trieda xG, ktord obsahuje idempotent, je grupa.

Dokaz. Z dokazulemmy 1 vyplyva, Ze triedu, ktora obsahuje idempotent e,
mozno pisat v tvare elf. Ked mame dokazat, ze ¢(f je grupa, stadi dokazat,
ze ku kazdym dvom prvkom ea, eb, kde a, b €/, existuje taky prvok & € e(d, 7e
plati e« = ¢b. Najdime v grupe (' taky element ¢, 7Ze ac = b. To je mozné.
Polozme & = ec € e(f. Potom je skutocne eaé = eaec = eac = eb, ¢. b. t. d.

Poznamka. Pojem maximalnej grupy, ktora patri k danému idempotentu,
mozno definovat v kazdej pologrupe. Poznamenajme tu vyslovne, ze grupa e}
z lemmy 2 nemusi byt vo vieobecnosti maximalnou grupou, ktora patri k e,
a to ani vtedy, ked (7 je maximdlna grupa patriaca k e,.

3

Odteraz az do konca tejto prace hudeme pouzivat toto oznadenie: Cislo m
je prirodzené ¢islo vicsie ako 1. Jeho rozklad na kladné prvocinitele je m =
=y Py = oy 2y, = L

S, zna¢i multiplikativnu pologrupu tried zvyskov (mod m). Triedu (mod m),
do ktorej patri ¢islo a, budeme oznadovat znakom [«]. Ked a = b (mod m),
plati[a] = [b]. Zrejme plati [a] [b] = [ab]. Klement [1] je jednotkovym prvkom
pologrupy S,,.

Grupu tried zvyskov (mod m) nestdelitelnych s ¢&islom wm, oznaéime
znakom (. Je zname, ze tato grupa ma ¢(m) elementov, kde ¢ je Eulerova
funkeia. Prvkami grupy (7, st teda tie a len tie elementy [a], pre ktoré plati
(e, m) = 1. Grupa G, je zrejme maximalna grupa, ktora patri k elementu [1].

Poznamenajme este, ze kazdy prvok [x] € S,, mozno pisat v tvare [z] =

= [pll‘y)if pi’a], kde I, = 0,...,1, = 0 a [a] je vhodne zvoleny prvok
grupy 6.

Nasou prvou ulohou je studovat rozklad pologrupy S,, modulo ; vo zmysle
odseku 2.

Lemma 3. Nech ¢ = pll‘pi,"’ - pf_’a, (@, m) = 1. Oznaéme 7y, = min (z;, ;).
Potom [c] patri do triedy

[pl‘pz‘ . p:’] G,.
Dokaz. Ak pre vietky ¢ =1,2,..., r je I, = «;, patri [¢] do triedy
[p]]'p;‘ ... p’|Gy a neméme ¢o dokazovat.
Ak pre véetky ¢ = 1,2, ...,7r je l; = «;, plati [¢c] = [0], a teda

[c] € [p'l”p;'” o p;_‘f] G, = [0].
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Preto stadi, ked sa budeme zapodievat iba tym pripadom, ze aspon pre
jeden index j plati [; > «;. Bez ujmy na vSeobecnosti predpokladajme, Ze plati

b >0y oo by >0 by =1y oo =00l <ogpq,y ol <oy,

kde 1 = s < t= r. Takéto usporiadanie mozno vidy dosiahnut vhodnou za-
menou poradia prvodisel p;. NapiSme ¢islo ¢ v tvare

oy a, [ 7,1 10y ! —a
c= P PEpE Pl D, (pJ coopE M) a

Zrejme plati
L ag 1o PRI IRASUEE g
lC]“‘[ --?’,\. \,1"‘pp11"'p"(p1 e By +
+ S g,

s I

lebo v hranatej zatvorke na pravej strane sme pric¢itali celistvy nasobok
¢isla m. Oznatme

I o, 1

/) w I ~w, ., [u[ :
b—p _.p: aﬁ_px.'s:l_ ptp 1 ‘]..'prr r.

Pretoze b nie je delitelné Ziadnym z prvodisel p,, ps, ..., p,, plati (b, m) = 1.
Preto je [b] € G, a plati

[c] G, = [pl .. *pj‘ o pj’p’*’ U R ]’bar] , =
=[p7'p) . 7)’f] [ab] G, [)vI .. ""] G,,
toj. [c) €[p] ... PTGy, &bt d.

Veta 1. Rozklad pologrupy 8,, modulo G; ma (% + 1) (xg + 1) ... (x, 4+ 1)
tried. KaZdi takito triedu moZno pisat v tvare

VRS [ (3)
kde 0 = k; = (v = 1,2, ..., 1) a véetky napisané triedy modulo G, st navzdjom

disjunktné.

Dokaz. Podla lemmy 3 patri kazdy prvok [¢] € S,, do niektorej z tried (3).

Cisel tvaru pl'pl* ... pi7 s podmienkou 0=k, < «; je zrejme (x; + 1) (x, +
+ 1) ... (x, + 1). Treba este dokdzat, ze vietky triedy tvaru (3) st navzajom
rézne, alebo — ¢o je podla lemmy 1 to isté — Ze s navzajom disjunktné.
Predpokladajme, Ze plati
[pl‘l" e pf’ff] G, n [/p’l‘ cen pifl G, =00k =nx,0=51 <x),

pricom aspon pre jeden index j plati k; == [;. Nech teda pre urcité j plati
0=k; <I; = w~;. Z nisho predpokladu vyplyva, Ze existuja také prvky [a]
[b] € (4y, Ze plati

I

P, - pffa o p[“ e pf]‘b (mod m).
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. . , . ; , .y > i
Vezmime tuto kongruenciu (mod p;.‘l) a delme ju éislom p;7. Mdme:

ky k. o ks k
i L pfg =
pl e pj——lpj>1 * pra
I, 1. Lk L., I ok
- L it Nt o prh(m ] /).
P, piwi T p prb(lodpj

Pretoze o; — k; = 1 al; — k; = 1, je takyto vztah nemozny, lebo lava strana
nie je delitelnd ¢islom p;. Mame spor a veta je dokazana.

3 - . ;

T]Gl, 0=k <~ @=1,2,...,7) mad

r

. P . by
Veta 2. T'rieda [pl D
ay—ky oy —kp ok,
ooy e )
raznych elementov.
Doékaz. Dva prvky

B} - plal, [p} . pb], Ll [B] €6y,
st totozné vtedy a len vtedy, ked

Py pe = gl med m),

t. j. ked

o) —ky

a = b(mod p* Fpi " ... plr ). (4)

Nech [a] je IubovoIny (pevne zvoleny) prvok grupy G,, pre ktory plati

— —k v . v ’
0<a< p';‘ Bl P, 7. Oznatme n = pi‘ - pf’. Kazdy z prvkov

[a+ " o p ] l=0,1, ..., (n — 1), (5)

nasobeny [pf‘ ... pir], déva ten isty element [pi‘ ... plral €8,. Ak z tychto
n elementov patri v = t(¢) elementov do (;, existuje presne t elementov
grupy @, ktoré, nasobené prvkom [pi‘ e pf’], davaja element [p’:‘ e pf’m}-
(Vzhladom na vztah (4) je zrejmé, Ze Ziadne iné elementy grupy G; nemdzu
mat tato vlastnost.)

V dalSom uvidime, Ze ¢islo v nezavisi od a, t. j. Ze je pre kazdé zvolené a

w(m)
T

rovnaké. Z toho ihned vyplyva, ze trieda [p ... p!"]¢; m4 presne
réznych elementov.

Pre jednoduchost rozoznavajme v dalsom dva pripady:

a) Nech ky < oy, ky <, ..., k, <<«,.Potomkazdy zn prvkov (5) padne do
#,, a to nezavisle od a. Tato skutoénost vyplyva z toho, Ze ¢islo a je nestudeli-

o,k
1

z prvodisel p,, p,, ..., p,. Trieda [pir’ ... ]G, ma teda

telné ¢islom m, zatial ¢o druhy séitanec Ip P *r je delitelny kazdym

(p(m) (p(p;ll e p:’) a;—ky o, - K
= = g(p R i ')
n p’;‘ . pf’ !
roznych elementov.
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b) V druhom pripade moézeme bez ujmy na vSeobecnosti predpokladat,
ze plati
ey =04, .. k=0, b < opq, o ke < o,

kde t = 1. V tomto pripade treba tvahu trocha modifikovat.
Ziadne z &isel
a+ IpitT e ot = 0,1, ., (n— 1) (6)

nie je delitelné prvocislami p, ., ..., p,. Ak chceme zistit, kolko elementov (5)
patri do G, staci urcit, kolko z éisel (6) nie je delitelnych ziadnym z prvo-
cisel Py, Doy -0, Dy

Zistime. kolko z ¢isel (6) je delitelnych prvodislom p,, t. j. kolko je tych [,
0 < Il < n, pre ktoré plati

i

@ 0 (od ),

Tato kongruencia ma jediné riefenie [, pre ktoré platf 0 <l < p,. Medzi

¢islami (6) je teda presne ; ¢isel delitelnych p,. Podobne je medzi nimi g
1 2

¢isel delitelnych ¢islom p, atd. a koneéne % ¢isel delitelnych éislom p,.
t
Obvykly postup ukazuje, 7ze rdéznych ¢isel mnoziny (6), nestdelitelnych
vy Ay k oLy (] .
¢islom pi* ... pt=p]' ... pt, je

t

[ [ R B

i=1 t, k=1
iFk

= g(p} ... )P

v/, I v A . k k
Toto ¢islo nezavisi od «. Pocet roznych elementov triedy [p1‘ pr'] ¢,
rovna sa teda ¢islu

@(m) oy —k o, —k
I a: N R TR — (p(p t+1 Tt p r f) _
AR VR A LTS A ’
ay —kp o, —k
= (p(p] Py ’).
Tym je veta 2 dokazana.
4

V tomto odseku si vSimneme idempotenty pologrupy S,,.

Veta 3. T'rieda [p';‘ e pff] G, obsahuje idempotent vtedy a len vtedy, ak pre
kazdéi = 1,2, ..., rjealebo k; = 0, alebo k; = «;. Ka#dd takdto trieda obsahuje
jeden a len jeden idempotent.

141



Dokaz.
a) Ak m4 trieda [p’;" ... pf,"] (3, obsahovat idempotent, musi existovat také
[a] € Gy, Ze
(P ... plra)? = pi ... pla (mod m),
t. .

ay—hy

P ... pira = 1(mod pf " .. piTh).
Nech pre nejaké ¢ je n;, — k; > 0. Potom z kongruencie
PPl pira = 1(mod pfi")

vyplyva, Ze nemoéze byt k; > 0. lebo by sme mali 0 = 1(mod p;), a to nie je
pravda. Ak teda a; — k; > 0, je nevyhnutne £; = 0. Tym je nevyhnutnost
podmienky vo vete 3 dokazand.

b) Dokazeme, ze podmienka je i postadujica. Ak pre vSetky ¢ = 1,2, ... r
plati &, = «;, je nase tvrdenie zrejmé, lebo potom trieda pozostava z jediného
elementu [0]. Ak pre vSetky ¢ = 1,2, ...,r plati k; = 0, je trieda totozna
s grupou @, a tato grupa obsahuje idempotent [1]. Bez ujmy na vseobecnosti
moézeme teda predpokladat, Ze existuje také t, 1 <t < r, e k; = xy, ..., k, =
=x,k .= ... =k = 0. Takéto poradie mézeme vidy dosiahnut vhodnou
zémenou indexov prvodisel p;. Dokizeme, 7e trieda [p;" ... PG, obsahuje
idempotent.

Najdime také «,, pre ktoré plati

p(;u . p;"lal =] (mod p;ll'{l s pr')

Také a, existuje. Potom plati p{' ... pla, =14 Ip' v ... pr, kde [ je celé

¢islo. Pre cislo p7' ... p/a; plati:

oy @ 2w o o o, .
(P - pltay)’ = Pl it L ey =

Ly

= py .. opia(1 Ipitiv ... pir) = p\ ... pllay (mod m).

Element [p'l“ . p;"al] € [p‘l" e pf’] G, je teda idempotent, ¢. b. t. d.
¢) Dokazme nakoniec, Ze trieda [p']‘ b p;”] G, ma jediny idempotent. Ked
[p‘;‘ - pf’a] je idempotent, plat{ podla odseku a):

ay

Py ... pla = 1(mod p . Pr).
Vietky riesenia tejto kongruencie st a = a, + Ip'|t ... p, kdel je celé ¢islo.
Ale
[p . opta] =[Pl (e Ipt )| = oy ey
Tym je veta 3 uplne dokdzana. Jej priamym dosledkom je:
Veta 4. Pologrupa S,, obsahwje 27 idempolentov. KaZdy idempotent e == 1]
moino pisat v tvare e = [7);‘1"1 7):.:"3(1], kde {iy, 1y, ..., %} je pevne zvolend
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podmnoZina mnoZiny indexov {1, 2, ...,r} a kde [a] je vhodne zvoleny element
grupy Gy.

Poznamka. Skutoénost, ze S, ma 2 idempotentov vyplyva, pravda,
celkom elementarne z toho, Ze kongruencia z* = z(mod m) ma 27(mod m)
inkongruentnych rieseni. Nase odvodenie ma ti vyhodu, Ze nas informuje
i o tvare idempotentov. Idempotenty pologrupy §,, st obsiahnuté v tychto
triedach modulo 6 :

[1]6G,,

[P] o [P G - [9) G

[pw] Gu [P0P7) Gos - [P0 G
[p‘;‘ ce pf'] G, = [0].

Do mnoziny vsetkych idempotentov kazdej komutativnej pologrupy mozno
zaviest Ciastoéné usporiadanie, ktoré je niekedy uzitotné.

Definicia. Nech S je komutativna pologrupa, e;, e, dva idempotenty polo-
grupy S Budeme pisat e; < e, vtedy a len viedy, ak e, = e;.

Reldcia < definuje ¢iastoéné usporiadanie mnoziny vsetkych idempotentov
pologrupy S. Ak €', ¢” st dva Iubovolné idempotenty pologrupy S, plati e'e” <
<e,ee" =e".

Zavedme relaciu < do mnoziny E vietkych idempotentov pologrupy S, .
Nech e’, e¢” sit dva idempotenty pologrupy S,. Podla vety 3 mozno pisat:

e = [pl‘pil; pi’a], kde [a] € G4,]; =0 alebo |, =«; (0 = 1,2,...,7),

1

o' = [pk‘pi," .. pffb], kde [b] € Gy, k; =0 alebo k;=n; ¢ =1,2...,7).

1
Pre stdin e'e” dostdvame

e'e’ = [p’f““pfj”’ e pi’“'db] € [pll‘w'1 . pi’”’] G,.
Podla lemmy 3 je e’e” € [pi‘pz . p;'f] Gy, kde y,=min (x;, k; +1,). KedZe l;, L,
nadobudajia len hodnotu 0 alebo «;, plati min (x;, k; + ;) = max (k;, ;). Teda
ele’ = [ph i) pme (l"k')c], kde [c] € G;.

Z toho vyplyva: Relacia e = [pi‘pg . p:'a] <e = [pi"pgz e pf'b] plati
vtedy a len vtedy, ked pre kazdé ¢ = 1,2, ..., r plati k; = I,.

Definujme na mnozine ¥ dve operacie A\ a \/ tak, Ze elementom e’, e” pri-
radime elementy e’ A e”, e’ \V €¢” podla tohto predpisu:

max (/y, kq)
L .

e’ /\ " — e'e" — [p . 1);nax(lr,L")c]’ [C] € Gl,
e’ \/ e — [pmin (s &) L p:'nin (/r,l")d], [d] € GI~
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Je zrejmé, ze ¢’ A e” je najvicsi element = ako e¢" ae” a e’ \/ ¢” je najmensi
element = ako ¢’ a e¢”. Mnozina £ tvori teda vzhladom na reliciu < sviz,
ktory je — ako bezprostredne vidno — dokonca Boolovou algebrou. V tejto
0 o . a o
algebre komplementom k elementu [pl p\,‘a] je element [pq*]l pr'b]
s vhodne volenymi a jednozna¢ne urdenymi [a], [b] € ;. Tym sme dokazali

nasledujicu vetu:
Veta 5. Vzhladom na zavedené Erastoéné usporiadanie tvori mmoZina wvset-

kych idempotentov pologrupy S,, Boolovw algebru.

Definicia. Idempotent e == [0] nazyvame primitivnym, ak zo vztahu ef = f,
f =+ [0], kde f je idempotent, vyplyva e = f. Idempotent e % [1] nazyvame
maximdlnym, ak zo vztahu ef .= e, f == [1], kde | je idempotent, vyplijva | = e.

Z predoslych vyvodov je zrejma tato veta:

Veta 6. Pologrupa S, md presne r primitivnych idempotentov. Sii to vsetky
idempotenty toaru [p‘;‘ P Ay A I p:"a‘-], (t=1,2,...,r), kde [a;] €G,.
S,, md r maximdlnych idempotentov. S to vietky tdempotenty tvaru [p?"a‘-],
a;, €G, prei=1,2,...,7.

5

V tomto odseku budeme sa zapodievat maximalnou pologrupou a maximal-
nou grupou, ktord patri k danému idempotentu e = [p'l“ p‘:m], [a] € G,
1 <s<r. Ak e = [1], mdZzeme vhodnou zamenou indexov prvoéisel v kazdom
pripade docielit, Ze e ma takyto tvar.

Ktoré elementy pologrupy S, patria k idempotentu e?

Nech [z] = [pi‘péz p:_’b], [b] € G, je lubovolny element pologrupy S,,.
Tento element patri k e vtedy a len vtedy, ked existuje také celé éislo p = 1,
ze [r]¢=e, t.]. ked
(p; ... p:.'b)" = p" ... plsa(mod m).

1

Keby pre : =s 4 1, s + 2, ..., r bolo I, > 0, vyplyvalo by z tohto vztahu

0 =p ... pla(mod p,), o nie je pravda. Preto ked s < r, je nevyhnutne
byoy=lyy= ... =1 = 0.

UvaZzujme teraz o lubovolnom prvku [y] = [pi‘ pi*b], [b] € G, kde
I, >0,...,1, >0. Oznalme « = ~,~, ... n,. Prvok [y]* = [p‘l’” .. p:l“b‘]

patri podla lemmy 3 do triedy [p;'p;* ... pi] ;. Podla vety 3 je tato trieda
grupou, ktora ma jednotkovy prvok e. Existuje teda také ¢islo 3, ze [y]* = e,
t. . [y] patri k idempotentu e.

Tym sme dokazali tito vetu:

Veta 7. Mazimdlna pologrupa P, , ktord patri k idempotentu e = [p}" . .. p:”a] R
[«] € G, je mnofinovym sudtom vsetkych tried tvaru

[pims - p2] G,
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kde 1 =1, =y, ., 1 Z 1, =< o, P, je teda suctom wyxy ... = tried modulo G.

Podla vety 2 pocet rdoznych elementov triedy [pi‘pif piﬁ] G, rovna sa
¢isla
a;—{; a—l, ag, o\ ay— 1 ol oy o,
g(p ™" o et ) = g(py T e ) e(ple L ).

Podet elementov pologrupy P, je teda

D Y KA CATERTES o
1

Iy o
1 sy

kde I, I,, ..., [, prebiehaji nezavisle od seba éisla, ktoré vyhovuji nerovno-
stiam 1 <1, < vy, ..., 1 <[, < «,. Tento vyraz mozno zrejme napisat v tvare

g(p )L o) + ) + ..+ ()] =
(=1
=7 e ).
Tym sme dokazali vetu 8:
Veta 8. Maximdlna pologrupa P, , ktord patri k idempotentu e = [pf‘ e p':"a],

[a] € G, md ]0'1"*1 c. psfltp(p““l . p‘:") réznych prokov.

MLEEE
Désledok. Pologrupa S, md pi* 'pl ' ... p*" nilpotentngjch prokov.

Pytajme sa, kolko elementov ma maximalna grupa @,, ktora patri k idem-
potentu e = [py* ... psa], [a] €Gy, 1= s =7

V lemme 2 sme dokézali, Ze trieda, ktora obsahuje idempotent e, t. j. trieda
eG, je grupa. UkaZzeme najprv, Ze tdto grupa je totoznd s maximalnou grupou,
ktord patri k idempotentu e. Kedze grupa eG; ma jednotkovy element e, je
nevyhnutne e@; < G,. Stadi teda dokazat, ze G, = e@,.

Nech [«] je Tubovolny element grupy (,. Pretoze [x] € P,, plati [z] =
= [pll‘ ... pisb], I, >0,...,1,>0,[b] €G,. Tento element patri do ¢, vtedy

a len vtedy, ked [2] e = [x], t. j. ked plati:

pi‘ e pi‘bp‘l" CoL Pl = p’l‘ c pi'b(mod m),
Py ... pita = 1(mod pi’ b p:*'"’*p:ji’l coop).

7 toho vyplyva, Ze o =1, ..., x, = ;. Keby totiz pre nejaké i platiio
¢+ — l; > 0, mali by sme 0 = 1(mod p;), ¢o nie je mozné. Prvok [x] mozno
teda napisat v tvare [x] = [p‘;‘ e p:‘b], [6] € Gy, t.j. [x] € eG,. Dokézali sme
nasledujiicu vetu:

Veta 9. Nech e je idempotent pologrupy S,,. Maximdlna grupa, ktord patré
k idempotentu e, je dand vzorcom @, = el,. (G, je teda totoind s tou triedou
modulo G, ktord obsahuje idempotent e.)
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Poznamka. Veta 9 je velmi pozoruhodna. Hovori: Ked pozndme maxi-
malnu grupu @, a vietky idempotenty, pozniame i vetky maximalne grupy.
Ked chceme najst vietky maximalne grupy, nemusime poznat dokonca ani
konkrétny tvar idempotentov. Ked totiz e = [p‘;' p:sa], [a] € G, potom
eGy = [py - - pral Gy = [Py ... P G,. Kazdi maximdlnu grupu, ktora nie
je totoind s grupou (/;, dostaneme teda takto: Zvolime Iubovolny prvok
tvaru [pipl® ... p], 1 = s =< ra utvorime [p}' . .. ps] Gy To ui je maximélna
grupa pologrupy 8,,. Napriklad maximéalne grupy, ktoré patria k primitivnym
idempotentom, su tieto grupy:

Vi i e K [ Yl K AR [ i
Z vety 2 vyplyva ihned: .
Veta 10. Maximdlna grupa G,, ktord patri k idempotentu e = [p}' ... pleal,
[a] € Gy, s < 7, md qa(p:_si‘l ... pir) réznych prokov.
Vieme, ze @, C P,. Rovnost , = P, plati vtedy a len vtedy, ak obe napisané

mnoziny maji rovnaky podet elementov. Ked e = [pi“ o p:m], [a] € Gy, zo
vztahu P, = @, vyplyva
a;—1 a,—1 o . @yt o,
e e (pl i ) = g(pi ),
tjoymy=a=... = =1L
Specidlne: Ked e; je primitivny idempotent [p;“ p?i??fi 1., p‘:‘a],
[a] € Gy, je P, grupa vtedy a len vtedy, ked oy = ... =1 =1 = ... =

= «, = 1. Ked ¢; je maximalny idempotent e, = [pzia], [a] € Gy, je P, grupa
vtedy a len vtedy, ked «; = 1.

Z toho dostavame:

Désledok 1. Pologrupa S, je mnoZinovym siuctom disjunkinijch grip vtedy
a len vtedy, ked ¢ = o9 = ... =, = L.

Doésledok 2. 8,, je suctom disjunktnych grip vtedy a len vtedy, ked maxt-
malne pologrupy, ktoré patria k primitivnym sdempotentom, si grupy.

Dosledok 3. S,, je suctom disjunktnijch grip vtedy a len vtedy, ked maai-
mdlne pologrupy, ktoré patria k maximdlnym tdempotentom, si grupy.

Dosledok 4. S, je siuctom disjunktngjch grip vitedy a len vtedy, ked neobsa-
huje malpotentny element.

Poznamka. Vysledky, ktoré sme prave odvodili, davaji novy dokaz vety
dokazanej v praci [3].

Nakoniec dokazeme tito vetu:

Veta 11. Nech ¢’ < e”. Pocet elementov pologrupy Py nie je viési ako pocet
elementov pologrupy P.» a poCet elementov grupy G, nie je vitsi ako pocet elemen-
lov grupy G.. Ak m je nepdrne, mosno slovd ,mie je vicst nahradit slovami

¥7cec

,,je mensic.
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Doékaz. Nech e = [p']" pf*‘a], [a] €6y, 0<s < r, pricom pre s =0
nech ¢” = [1]. Potom ¢’ ma nevyhnutne tvar ¢’ = [p" ... plsp’sh ... p/],
[b] €y, kde s <t < 7.

Pocet elementov pologrupy P,.. podla vety 8 je

NCTE C N T o
O R (S S

a_) 7’))’&
Ps. 1

= Py — 1) ... (p, — 1),
Pis o D, (Ps41 ) (p )

pocet elementov pologrupy P, je
1 a ) [ a m
py P (p(y)t‘l*l . pff) = (P — 1) ... (p, — 1).

Pretoze (.1 — 1) (Peus — 1) ... (p, — 1) = 1, je prva cast nasej vety zrejma.
Znamienko rovnosti v poslednom vztahu plati vtedy a len vtedy, kedt — s = 1
a jedno z ¢isel p, 4, ..., p, rovna sa 2. Znamienko rovnosti nemoéze teda platit,
ak m je neparne.

Pocet elementov grupy G,» podla vety 10 je (p(p‘:f’*l'l ce. p;,‘f), pocet elementov

grupy G. je qv(p;’f']‘l ... piv). Pretoze

¢

g(pif ) = plenT P (pea— 1) L (p— 1) =,

je prva cast tvrdenia opiat zrejma. V poslednom vztahu plati znamienko
rovnosti vtedy a len vtedy, ked ¢t — s = 1, jedno z ¢éisel p,,; ..., p,, napr.
pi(s + 1 =17=1t) rovna sa ¢fslu 2, a sifasne ~; = 1. Znamienko nerovnosti
plati teda iste vtedy, ak m je neparne. Tym je veta 11 dokazana.

6

Ilustrujme odvodené vysledky na Specidlnom pripade r = 3. Tu je m =
= p'PyPs’, %, g, g > 0. Maximdlna grupa, ktora patri k idempotentu [1],
nech je G;.

Vsetky maximélne grupy st:

Gla

[2] G [95°] G, [05°] G

[pP05"]) Gy, [P005] Grs [25°957] G
[0].

147



Oznacme idempotent, ktory lezi v grupe [pj’l] Gy, znakom e;. Idempotent,
ktory lezi v grupe [pffp:“] (., je e.e,. Boolova algebra idempotentov je znazor-

nena na schematickom diagrame.

g
ee, ele, ee
U GreeGdrk
[OFG,
£
Obr. 1.

Maximalna grupa, ktora patri napr. k idempotentu ¢;, je e;(f; a ma rp(p'l"pf_,“)
elementov. Maximalna grupa e,e,(f; patriaca k idempotentu e,e, ma q,v(p‘l")
elementov.

Maximélna pologrupa P, , ktord patri k ey, ma py* 'g(p}'p)?) elementov.
Pologrupa P, sama je mnoZinovym suétom g tried modulo G,, totiz P, =
=[p]GLu [pilG,uU ... U [p‘;‘] ¢/,. Maximélna pologrupa P,, , ktora patri
k primitivnemu idempotentu eye;, ma pgr'lp;“_l(p(p‘]") elementov. Je sii¢tom
xyxy tried P, = [pps] Gy U [pips) Gy U [pap3] GLU ... U [P;‘pff”] .

V zmysle ¢iastodného usporiadania, ktoré sme zaviedli v texte, je napr.
[1] > e5 > eyey > [0]. Preto pocet elementov polograp Gy, P.,, P.,, , P,, resp.
grap ¢, G,,, G, , [0] (napisanych v tomto poradi) postupne nerastie a v pri-
pade, Ze m je neparne, klesa.

Prizostrojenischematického diagramu sme re§pektovali vietky tieto okolnosti.
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O MYJITUINJTUKATUBHOW MOJYIPYITIE
KITACCOB BBIYETOB (mod m)

LOrymMmn.,g NAPUSER U WMTE®AH HIBAP I

Broisomut

o oy
Ilycrs m == pl‘pz' p‘:f, =1, 6y, =1, ..., %=1 — pasjiomeHue LEJIOr0 YUCIIA

m > 1 Ha MPOCThIC MHOMKATEIN H Sy, — MYJITHIUINKATHBHASA 110JIYIPYIIA KJIACCOB BEIYETOB I10
Mojyiio m. Kitace, coepsKalonuii unciio ¢ 0603HauuM [4], HOIYyrpylny KjiaccoB B3aMMHO-
NpocTeIX ¢ m oboszHaumM (.

IT3BectHO, yro S, MOKHO NHCATL KAaK TpsIMOe HIpPOH3BejleHUe 7 IOJYIPYNN TOPATKA
LR P o ¥ -
p,i(i=1,2,...,r). Leusio s1oii paboTLl ABIIAETCA H3yYeHWe MHOMKeCTBa Sy M3 APYrou

TOUKM 3pPeHHsl HMEHHO, M3 TOYKHM 3PCHHA CYMECTBOBAHMA TPYNI B MOAYrpymne iSy,.
Heworopsie peaynvratei: Ilosyrpynma S, comepsuT 27 HJIEMIIOTeHTa (BKJIIOYATEILHO

[0] » [1]). Kamorii upemnoredt e = [1] MomHO nmcaTh B BHjle e = [p?"l ...p;'fsa], rae
) ] . X
{iy, 1y, -.., {5} — HeIycTOe NOJMHOMXKecTBO MHOxectBa {1,2, ...} u, rme [a] ynodno
BoiOpanublii sjement € G. 'oBopuM, 4TO d7eMeHT x € S, IPUHAIJIGKUT K UJIEMIIOTEHTY e,
eclu CymecTByer neioe yucjo g > 0 takoe, uro ¢ = e. MHOKecTBO Beex d/1eMeHTOB €5,
npuHaVIeKamux K e obpasyer moayrpynny P,. Ilomyrpymma Sy, siBisieTca 0YeBU/HO
CYMMOii TaKHX HerepeceRalomuxcsl JacTHUHHX noayrpynn S, = Y P,. IHoayrpynna P,,
e
Oy, Oy o o —1
IPHHA/IeIKAIOMAA K WIeMIIOTeHTY e = [pl P," --- P Q| COJEPIKUT TOUHO p
—1 ,
p‘fv (p(p“s e pl:f) pasHLIX dyieMeHTOB. MakcuMaiibHas rpynna G, cojepKauias e
s s :
B KAUECTBC eJMHMILI (M KOTOpas sIBJISeTCsl IO/ MHOMeCTBOM mosyrpymmst P,) pasna (e
N COJIePHUT TOUHO zp(paé‘ :'1 p‘:f) Pa3HbIX DIIEMEHTOB.
5

[logpoGuee usyuaercst pasioenne moayrpynmst S, modulo G; n mpuBeieHns jpyrue
Pe3Y/ILTaThl, RACAIOMUECST CTPYRTYPLl HOJIYTPYIIILL Sy, .
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ON THE MULTIPLICATIVE SEMIGROUP
OF RESIDUE CLASSES (modm)

BOHUMIR PARIZEK and STEFAN SCHWARZ

Summary

Let m = p(f‘pg’ L. p:’f' ,x =1, ... x,, =1, be the factorization of the integer m > 1

into different primes and S,, the multiplicative semigroup of residue classes (mod m).
The class containing the number a will be denoted by [a]. By G; we denote the subgroup
of classes relatively prime to m.

It is well-known that S, can be written as a direct product of » semigroups of prime-
power orders. The purpose of this paper is to study the set S, from an other point of view,
namely from the stand-point of the existence of groups in §,,.

Some results: The semigroup S,, contains 2r idempotents (including [0] and [1]).

Each idempotent e == [1] can be written in the form e = [p?il o p:.lf.e a], where {t;, 75, .. .»
1

i} is a non-empty subset of {1,2, ...,7} and [a] is a suitably chosen element € G;.
We say that an element x € S,, belongs to the idempotent e, if there is an integerg > 0

with @¢ = e. The set of all elements € S,, belonging to e forms a semigroup P,. Clearly S,
is a disjoint sum of such subsemigroups: S, = X P,. The semigroup [I’, belonging
e

. p:"ml<p(p(:i‘{1 . p:f) different, ele-
ments. The maximal group G, containing e as unity element (which is a subset of Pe) is

. —1
to e = [pf‘p; ...pf:m] contains exactly p(;‘

equal to Gye and it contains exactly q)(p?fi{l ce p':') different elements.

The decomposition of S,, modulo G, is studied in a greater detail and some other
results concerning the structure of S,, are given.
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