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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV. 16, 2, 1966

0 PRAVIDELNE PESTRYCH POLYEDROCH
ANTON KOTZIG, Bratisliva

V' celej tejto praci pod polyédrom rozumice sa eulerovsky polyéder v zmysle
Nteinitzovom (pozri [2]). Pod n-valentnym polyédrom budeme rozumiet - -
ako obvykle - - polyéder, v ktorom kazdy vrchol je incidentny prave s »n hra-
nami. Nech P je n-valentny polyéder. Oznaéme znakom V' (resp. [, resp. V)
pocet jeho vecholov (resp. hran, resp. stien) a znakom s pocet tych jeho stien.
ktoré s A-uholnikmi. Je zrejmé, Ze platia ticto rovnosti:

(1) S NN 2/ 2 T 21l -=n7.
i i3

Po dosadeni podla tychto roviosti do znamcho Eulerovho vztahu:

(2) VoS 2

a po Uprave dostaneme:

Viskutku elementdrnou dvahou sa lahko mozno presveddit, Ze existuji len
polvédre troj-, Stvor- a pitvalentné. Ak by touiz platilo n = 6, potom je
20 2) <7 2n 27 3(n— 2) a platilo by:

[ele]
\”‘ 2n R “n
) Tols 20 =
/’ n-— 2 / w2
PuS—— /
i 3

Coje v rozpore s roviostou (3). Preto neexistuji polyédre viac nez pitvalentnd.
Pre jednotlivé pripusené n(no {3, 4, 5}) dostavame dosadenim do (3) ticto
name rovnosti. ktoré pripominame. lebo ich v dalsom budeme potrebovat:

Pripad: Yovnost:

‘ WoB By bo28y sy = 12 b sy b 2sg b (k- G)sy !
(4) H 4 S3 = 8 L 286 -+ ... -4 (C - 4)"'/» L

l‘ n 6 85 == 20 |- 28y - Bey b o4 (Bk - 10)s
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Poznamka. 7 platnosti rovnosti (4) ihned vyplyva. Ze stvorvalentny
polvéder obsahnje najmenej 8 trojuholnikov a pitvalentny najmenej 20 troj-
uholnikov.

Definicia: O} w-valentuom polyédri budeme hovorit, Ze je pravidelne  pestej.
ked existuje rastica postupnost privodzenjehr Eisel 2wy vo ooy taks Zeo pr
esethy v e {120 o o platl: kaZdy vrchol polyédra je incidentig prare s jedn i
wi-wholnikon.

Veta. KaZdy pravidelne pestrij polyéder jo trojralenting a bud obsahuje 12 Stecr-
whols«ikov, 8 Sestuholnilov a 4 osemuliolnikov. alebo ohsafje 30 steoriholyiko:.
20 Sestuliolnikor a 12 desalubolnikov. Existije of taky pravidelne pestri polpcder
oboch weedenijel typov, v ktorom kaZda stewce je pravidelnigm mnohouholni o
a kaZdy pravidelne pestryg polyéder je izon:orfuip prave s jedwigne = weedeigeh droch
polyédrov.

Dokaz. 7 prace [1] (pozri vetu 8) je zndaine. ze v kazdom pitvalentnom
polvédri existuje aspon jeden taky vrehol. ktory je incidentay najmenc
so ftyrmi trojuholnikmi. 7 toho vyplyva. ze pravidelne pestry polviéder
nemoze hvt patvalentny. Dokazme. Ze nemdze byt ani stvorvalentny!

Predpokiadajme naopak, Ze existuje Stvorvalentny polvéder. v ktorom
kazdy vrchol jeincidentny s k-uholnikom, p-uholntkom. ¢-uhelnikom a < r-uhol-

nikom, kde 2 < L < p T g < r. Z porndmky je zrejmé, Zze Lo 30 Plati vsads
DY
D]
. R v v rm - v,
zrejme sy <o sy pre véetky we fp, o v} Teda s, = sy pre vietky oo
£

€3 poqora s, 0 pre vietky y nepatriace do {3, p, g0 05 Podla (5) potom

plati:
Bp 12 Bg— 12 Broo12
w8 s307 83 3
P q r
3 S T T R ) ‘
Cize: 0 = 8 4s3 (2 - 3e): kde ¢ =+ 4T : < a teda
p q r 4 5 G 60

kde 2 3¢ = 0. To je ale spor, lebo sz nemoze byt Cislo zaporné. Pred-
poklad existencie pravidelue pestrého stvorvalentného polyédra vedie ku sporu.
Z uvedeného vyplyva, ze pravidele pestry polyéder moze byt len trojvalentny
To dokazuje prvé tvrdenie vety.

Nech 2 je trojvalentny nolvéder. v ktorom kazdy vrchol je incidentny
s jednym p-ubolnikom,; s jednym g-vholnikom a s jednym r-uholnikom.
pricom p << ¢ <. Ak by sme obichali po obvode Tubovoladho p-uholnikea 7 /7.
muscli by sme po hrandch zrejme prechidzat tak. ze hrany, na ktoryceh susedi
tento p-uholnik s g-uholnikom, a hrany, na ktoryeh susedi s r-uholnikoi.
sa striedaji. Z toho vyplyva, ze p je parne Gislo. Obdobnou tvahou o g-uliol-
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niku a r-uholniku zistime, ze ja g aj # je parne ¢islo. Cize: sy =85 =857 = ... 0
a dosadenim do (1) pre n = 3 dostavame:

(i) Qg = 12 - ‘;‘ (20 — 6)s9;,
¢ 3

7. coho vyplvva: sy = 61 p =4, Okrem toho plati zrejme: psp = ¢sq = rsy,

4 4
a teda s, sivoep = s Poodosadeni do (3) a po dprave dostaneme:
¢ r
(I B R
Sl IR S e |
RET q g 4
1 1
Jeoviak 5 <7 g <0 preto piusi byt g == 6 a plati > S R L
' r 12

(pricom » je parne). Z toho vyplyva. ze do tvahy prichadzaja len tieto dve

moznosti: poo g =657 == 3 (prva moznost); p =4: ¢ =6 r =10 (druha
moznost). Voprvom pripade Tahko zistime, ze plati s 12, s == 8, s3 =+

a v odrahom pripade sp = 300 & == 20, a9 12. To dokazuje druhé tvrdenic
vety. Ze existuji aj také pravidelne pestré polyédre oboch typov. v ktoryeh
kazdd stena je pravideinym mnohouholnikom (¢o je v sithlase s vysledkami
prace | 3]). Tahko zistime touto avahou: Prvy z nich dostaneme, ked vo vhod-
noni neeradie urobime zmenu zndzornentt na obr. I vo vsetkych vreholoch
kocky. Druhy dostancme po obdobinyeh zmendach v pravidelnom dvanaststene

pituholnikovom. Po takychto zmendch ktoré¢ mozno chapat tiez ako zre-
zanie vreholov a hran povodného polyédra - vznikne vzdy pravidelne pestry

polvéder. Kazdému vrceholu polvédra odpoveda v nom isty Sestuholnik a kazdej
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~
~
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i
|
\
i !
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Obr. 1
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hrane stvoruholnik. Stena, ktord je v povodnom polyédri L-uholnik znmieni sa
pritom na 2k-uholnik. Je zrejmé. Ze zrezanie vreholov a hrdan mozno urobit
v oboch pripadoch jedinymn sposobom tak. 7e vietky steny nového polvédra

Obr. 3.

budd pravidelnyvmi mnohouholnikmi. Je tiez zrejmé, ze kazdy polvéder = po-
zadovanymi vlastnostami je izomorfny prave s jednvim z pravidelne pesteveh
polvédrov. ktorveh kondtrukein sme prave opisali a tiez izomortny prave
s jednym z polyédrov zndzornenveh na obr. 20 resp. 3.0 To dokazuje vetn.
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ON REGULARLY VARYING POLYHEDRA
Anton Kotzig
Nummary

By a regularly varyving n-valent polyhedron we anderstand a polyhedron wherein
cach vertex is incident at exactly one wi-gon (1< (1,200, 'y, where it 7 then
n, /i Teis proved that every regularly varying polvhedron is trivalent and cither
contains 12 quadrilaterals, 8 hexagons and 6 octagons, or it contains 30 quadritacrals,
20 hexagons and 12 decagons. There exist polvhedra of both types, where in cach face

i a regular polygon.
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