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-\IATK3I.VriCKO-FVZlJCALNY Č A S O P I S iSAY. K). 2. líMW 

0 PRAVIDELNÉ PESTRÝCH POLYÉDROCH 

ANTON KOTZIG, Bratislava 

V oelej to j to práci ])od polyédrom rozumie sa en lerovský polyéder v zmysle 
S t o i n i t z o v o m (pozři [2]). Pod H-valentným polyédrom b u d e m e rozumiet ---
ako obvykle - - polyéder, v k t o r o m každý vrchol je i n c i d e n t n ý právo s n hra­
nami. Nech P je n-valentný polyéder. Označme z n a k o m V (resp. //, resp. S) 
počet jeho vrcholov (resp. h r á n , resp. stien) a z n a k o m sk počet t ý c h jeho stien. 
ktoré sú k-uholníkmi. J e zřejmé, že plat ia t ie to r o v n o s t i : 

(1) S . V ,s. : 2H ^ V im : 211 ^ n77. 
i :: / "3 

Po dosadení podlá t ý c h t o rovnost í do z n á m é h o Eulerovho v z t a h u : 

(2) V - H -1- S - 2 

a po úpravo d o s t a n e m e : 

4n V " / ~» 
(3) = \ 

i :} 

Vskutku e l e m e n t á m o u ú v a h o u sa lanko možno přesvědčit, že existuj i ! len 
polyedre troj-, štvor- a páťva ientné . Ak by to: iž platilo n ^ (), potom je 
2(// 2) < 2n + 3(H — 2) a platilo b y : 

n 

zn \ A-n 

» ..._ •> 
i 3 

co je v rozpore s rovnosťou (3). Preto neexistujú polyedre viac než páťva ientné . 
Pře jednot l ivé př ípus tné //, (n (~. [3, 4 , + j ) d o s t á v á m e dosadením do (3) t i e to 
z n á m e rovnosti, ktoré p ř i p o m í n á m e , lebo ich v dalšom b u d e m e p o t r e b o v a ť : 

P ř í p a d : R o v n o s t : 

3.S3 -1-- 2^4 + sb = 12 + s7 + 2A 8 + . . . 4- (k — kS)xk + . . . 
(4) { n 4 53 - 8 + ,95 + 2Í-6 + . . . + (k - - 4)** -f . . . 

ss - = 20 -I- 2,s4 + 5,<5 + . . . + (3k — U))sk -1- . . . . 

1 8 3 

н 3 

11 4 

n (i 



P o z n á m k a . Z platnost i rovností (4) i h n e d vyplývá, že š tvorva lentný 
polyéder obsahuje najmenej 8 t ro juholníkov a paťva lentnv najmenej .20 troj-
uholníkov. 

Definícia: O n-valentnom pohjédri budeme hovoriť, že je pravidelné pestrý. 
ked existuje rastúca postupnost prirodzenf/ch čísel 2, u\. U2 u„ tak. ze pr< 
všetku i E {l, 2 n j platí: každý vrchol poh/édra je ineidentny právě s jedným 
Ui-uholníkom. 

Veta. Každý pravidelné pestrý poh/éder je trojvaleutný a bud obsahuje \2 š(v<.-r-
uholníkov, 8 šesťuholuíkov a 4 osecnuholníkov. alebo obsahuje 30 štroruholník<><\ 
20 šesťuholníkov a 12 desaťuholníkov. Existuje aj taký pravidelné pestrý poh/édcr 
oboch uvedených typov, v ktororn každá stená je pravidelným muo/touholuíkom 
a každý pravidelné pestrý poh/éder je izon orfný právě s jedným z uvedených droch 
poli/cd rov. 

. D o k a ž . Z práce \l] (pozři vetu 8) je známe, že v každom paťvalentnom. 
poíyédri existuje aspoň jeden t a k y vrchol, k torý je ine identny najmenej 
so š tv rmi t ro juhoiníkmi. Z t o h o vyplývá, že pravidelné pestrý polyéder 
nemóže hyť páťvalentný. Dokažme, že nemóžo byť ani š t v o r v a l e n t n ý ! 

Predpokiada jme naopak, že existuje š t v o r v a l e n t n ý polyéder. v ktororn 
k a ž d ý vrchol je ine identny s k-uholníkom.jj-uholníkom. ťy-uholníkom a s r-uhol-
n íkom. kde 2 < k < p < q < r. Z poznámky je zřejmé, že k 3. Platí však 

3 
zrejme xsx ---3,s'3 pre všetky xe [p, q. r). Teda sx = .s3 pre všetky x> 

x 
e |3,/>. O, r\ a sy 0 pre všetky // nepatr iaee do (3, p, q. r\. Podlá (5) ])otoni 
])latí: 

,v, - . S -f-
Зp - 12 

*'з 
p 

Зť/ — 12 
T ' - - ò'з -i 

Ц 

Зr -

Зг); kde c 
1 1 1 

— J _ . i <-

P Ч >' 

I 

4 

ale spor, lebo .s*з nemôže bvť 

( l ž e : 0 - 8 -] 4.S-3 (2 ---3c); kde c= Jr •-[--•< + -f " ' a teda 
0 00 

kde 2 - - 3c > 0. To je ale s})or, lebo .s*3 nemóže byť číslo záporné . Před­
poklad existeneie pravidelné pestrého š tvorva lentného ])olyédra vedie ku sporu. 
Z uvedeného vyplývá, že pravidelné pestrý polyéder móže byť len t r o j v a l e u t n ý . 
To dokazuje prvé tvrdenie vety. 

NecJi P jo t ro jva leutný polyéder. v ktororn každý vrchol je incident n\ 
s j edným p-uholníkom, s j e d n ý m .y-uholmkom a s j e d n ý m r-uholníkom. 
pričom p < q < r. Ak by srno obiehali po obvode rubovoFného /v-uholníka z r. 
museli by sme po h r a n á c h zrejme preohádzať t a k . že hrany, na k t o r ý c h susedí 
t e n t o j>-uholník s ry-uholníkom, a h r a n y , na ktorých susedí s r-uholníkom. 
sa str iedajú. Z toho vyplývá, že p je p á r n e číslo. Obdobnou úvahou o <y-uhol-
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niku a /'-uholníku zis t íme, že ja q aj r je párne éíslo. Cize : *a ,v5 — *7 

a dosadením do (1) ]>re ?! = 3 d o s t á v á m e : 

(••) 2.«4 = 12 4- У (2/ - (î),s'2;. 

z eoho vyp lývá : *i > (i; /> -—4. Okrem toho platí z re jme: ps *я 

a teda ,s, 
4 

Po dosadení do (5) a po ú p r a v ě dos tane 

1 1 
- + 

q ґ 

> 0 . 

J e vsak <l r. pre to musí byf q -— 0 a platí 
1 1 

12 r > () 
^ 12 

(piicom r je párne). Z t o h o vyplývá, že do ú v a h y pr iehádzajú len t ie to dve 
možnos t i : p 4: <[ — 0; /• ----- 8 (prvá možnosf) ; p -—4; O — (>: r -— 10 (druhá 
možnosf). Y prvom př ípade lahko zist íme, že platí * 4 =-~ 12, ^ -~8, <s8 4 
a v d r u h o m prí])ade -s'4 -- 30, *ti — 20, rSTo ---= 12. To dokazuje d r u h é t v r d e n i e 
vety. Že existujú aj t a k é pravidelné pestré polyedre oboeh typov, v ktorých 
každá stená je pravidelným m n o h o u h o l n í k o m (co je v súhlase s výs ledkami 
práce | 3]), Fahko zis t íme touto ú v a h o u : Prvý z nich d o s t a n e m e , keď vo vhod­
nou, meradie urol)íme z m ě n u znázorněnu na obr. I vo vše tkých vreholoch 
kočky. Druhý d o s t a n e m e po o b d o b n ý c h změnách v pravidelnom dvanás f s tene 
páf uholníkovom. Po t a k ý e h t o změnách ktoré možno c h á p a t tiež ako zre-
zanie vrcholov a h r á n póvodného polyédra vznikne vždy pravidelné pestrý 
polvéder. Každému vrcholu polyédra. o d p o v e d á v ňom istý šesfuholník a každej 

i 

Obr. 1. Obr. 2. 
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hrané štvoruholník. Stená, ktorá je v póvodnom polyédri k-uholník změní sa 
přitom na 2k-uholník. Je zřejmé, že ..zrozanie"* vreholov a hrán možno urobit 
v oboch prípadoch jediným s])6sobom tak. že všetky steny nového polyédra 

Obľ. :Î. 

budu pravidelnými mnohouholníkmi. Je tiež zřejmé, že každý polyédor s no 
žadovanými vlastnosfami je izomorfný právě s jedným z pravidelné postrýeh 
po! vedro v, ktorýeh konštrukciu sme právo opísali a tiož izomorfný právo 
s jedným z polyédrov znázorněných na obr. 2, resp. 3. To dokazuje vetu. 
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ON REGULARLY VARY I NO POLVHVDKA 

Anton K o t z i g 

S u m m a r y 

B y a regularly varying n-valont po lyhedron wo u n d e r s t a n d a polyhedron wherein 
each ver tex is inciden t at exactly one u.,--gon (i £ [1,2, . . . , / / ] ), w h o v it" > j then 
ii, /-Hi. It is proved t h a t every regularly vary ing polyhedron is trivalonl and e i the r 
con tains 12 quadri la terals , S hexagons and 0 oc tagons, or it contains ;,() quadr i lae ra ls , 
20 hexagons and 12 decagons. There exist polvhedra of both typos, where in each face 
is a regular polygon. 
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