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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV. 1X, 1-195%

KONCENTRACIA VOENYCH NOSICOV NABOJA
VNEHNOMOGENNOM POLOVODICI
SJEDNYM TYPOM VOBIVOSTI

JULIUS KREMPANEK Y. Bratislava

tivod

Teoretieki fvzici v svojich pracach spravidla vzdy pozadujd prisne homo-
eénne vzorky polovodicov, hoci pri beznyeh spdsoboch vyroby moZno tite
poziadavku len velmi tazko spinit. Polovodicoveé vzorky typu » alebo typu ¢
pripravend tahanim monckryitalu z taveniny alebo zénovou tavbou byvajiu
ecistend tak, e v ich vntri exisiuje spojity aradient koncentricie atéomov
necistoty (alebo primesi).

Gradient koncentrdcie nedistoty (alebo primesiy zapriciniuje, %Ze vo vzorke
vznikne aj gradient inyeh fyvzikilnyveh veli¢in, ktorymi polovodi¢ charakteri-
sujenmie: napr. vodivosti, odporu atd. Samozrejme, ze gradient tychto velicin
zavisi ad gradienta nedistoty, no jelio priebeh vieobecne je od neho odiisny,
pretoze sa na vvtvoreni ustatenébo stavu vo vzorke znadnou mierou podiela
diftizia clektrénov a dier z miest o vidsej koncentracii do niiest s menSouw
koncentraciou. V. ustalenom stave je vzorka polovodi¢a charakterizovand
koncentriciou elektréonov a dier, ktoré nezodpovedaji koncentriciam atéomov
necistoty v tepeinej rovnovahe v homogénnej vzorke, pretoze tepelne rovno-
vizny stav poruila difuzia. Tieto nové ustilené koncentrdcie nazyvame
nerovnoviazne koneentracie') a priave ony urcuju gradienty vietkych ostatnych
charakteristickyeh veli¢in polovodica. Poznat tieto nerovnovazne koncentracic
je preto zakladnym problémon:.

7 iné¢ho hladiska je vypodet nerovnovaznych koncentracii dolezity napr.
vo vzorkich vedome nehomogénne znecistenych za tGcelom, aby sa v nich
realizovali rozne efekty, napr. usmernovaci alebo fotovoltaicky efekt, ktory
studoval Taue [1]. Teoreticky vozbor tychto efektov predpokladsd znalost
tvehto ustdlenych hodnéot koneentricii nositelov naboja.

Nazvaini ,,rovnovazna‘s werovnoviazng s koneentracia oznadujeine koncentraciu
)N vy 1 1w & ,,nerovnovazng s konceent A ( wWujeine kon tr
pred, resp. po difazii, preto vo vieobeenosti nemaja taky vyznam ako v termodynamike.
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1. ¥ormalicia problému

V tejto praci sa budeme zaoberat len pripadom polovodica s jednym typom
vodivosti. Budeme teda predpokladat takt koncentraciu donorovych, resp.
akceptorovych hladin, aby vlastnd vodivost materialu bola oproti primesnej
vodivosti zanedbatelne mala. Vysiedky budeme preto moct aplikovat hlavne
na polovodide so SirSim zakazanym pasmom. AvSak aj v germaniu pri izho-
vych teplotach pri koncentracii atémov nedistoty N = 10 em™? je uz vlastna
vodivost tisickrat a v kremiku dokornica 10%-krdat mensia ako primesnd vodivost,

Nech na8a vzorka je napr. typu n (pre vzorky typu p boli by tvahy uplne
analogické) a nech je nehomogénne znedistend v smere osi X. Podia |2] a |3
sa koncentracia atémov primesi v bezne zénovou tavhou pripravenyeh vzor-
kich d& v podstate vvjadrif vztahom

N(a)y = N, e

kde exponent « je podiel tzv. segregainej konstanty a dizky zony. Podla
tdajov [4] a [5] maju segregaéné konstanty necistot v germaniu a v kremiku
hodnoty okolo jednotky a mensie, takze budeme maoct pozadovat, aby od-
chylky od rovnovaznej koncentracie neprevysili samotiné rovnovazne kon-
centracie nositelov naboja. Dokézeme si viak, 7ze tento predpoklad je splni-
telny i pri ovela viicsich nehomogenitiach.

Hraniéné podmienky na styku polovodica s inym prostredim s neobyéajne
zlozité | 6]. Aby sa zlozitostou matematického vvpodtu s respektovanim tychto
podmienok nezmensila jednoducha interpretiacia vysledkov. budeme pred-
pokladat, ze nasa vzorka je nehemogénna ien v intervale 0./ a nalavo
i napravo od tejto oblasti ma koncentracia primesi konstantnt hodnoin.
Znedistenie nech je teda uréené tymito vztahmi:

oo, 0 N(r) = N,.
0,1 N(x) = N, e, (o
[, + oo Ny = N, ¢ = N,

Pretoze aktivacéna energia elektronov na donorovych htadinich malokedy
presahuje niekolko stotin eV, s za normalnych teplot tak v germdaniu. ake
aj v kremiku vSetky donorové hladiny ionizované. Keby nebolo difuzie. hola
by v kazdom bode vzorky koncentracia volnych elektronov wrcend funk-
ciami (1,1). VoIné clektrdny difunduji viak zo znedistenejscj oblasti do obiasti
= mensou koncentriciou necistoty zanechavajie po sebe kladny ndboj idnov.
Vo vzorke tetie preto prad o hustote (pozri nape. |8}])

i enu& + kT gradn. (.2

kde i je koncentracia volnych elektronoy,
i je pohyblivost elektronoy.



¢ je naboj elektrénu,

E je intenzita elektrostatického pola vo vzorke,
k je Boltzmanova konstanta,

T je absolutna teplota Kelvinova.

Ntacionarny stav bez vonkajSieho napétia, t. j. pri nulovom pruade vo vzorke
je zrejme charakterizovany podmienkami

i=0
div E = %’ - E (nn - ’ll), (1’3)

kde ¢ je priestorovy naboj, n, je koncentracia ionizovanych donorovych hladin
a ¢ dielektrickd konstanta prostredia.

Ak predpokladime jednorozmerny problém (v reze y, z je vzorka homo-
wvénna), dostaneme na zaklade (1,2) a (1,3) pre nerovnovaznu koncentraciu
elektréonov tuto diferencidlnu rovnicu:

2 o2

da Inn + 5;};,:]; (ny, — n) = 0. (1,4)

Jej rieSenie budeme hladat v tvare
n = nz. (1,5)

Za predpokladu, Ze odchylky od rovnovaznej koncentracie nebudia presahovat
samotné rovnovazne koncentracie, mézeme pre z pisat

z = e =1 + y' (Is(i)
Na ziklade (1.4), (1,5) a (1,6) pri uvdzeni, ze o, 1 '
Na zaklade (1.4), (1,5) a (1,6) pri uvazeni, ze da? nn, = 0. dostaneme

pre y nasledujicu diferencidlnu rovnicu:

dz ] et ”
(1;5‘/-’ — N, ey = 0 €= l/:ﬁ:_k_q_‘ ’ (.7

2. Hraniéné podmienky a riefenie rovniee (1,7)

Rovnicu (1,7) budeme riesit v troch oblastiach vyznacenych funkciami (1,1).
Pri rieSeni vystipi preto 6 neurdéitych konstant, pre ktoré potrebujeme 6 pod-
mienok. Predovsetkym budeme pozadovat splnenie prirodzenych podmienok
v nekonednu, t. j.

pre a - — o0 o= ny; Y =0, (2,1a)
pre & > 4 oo TR O TE Yin = 0. (2,1b)
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Na rozhrani 1I. a ITI. oblasti budeme predpokladat spojitost koncentricie
nosi¢ov naboja a spojitost pridu, ¢o vyplyva z rov. divi = 0. Na zaklade
(1,2), (2,1) a (1,1) moZeme ostatné podmienky formulovat takto:

pre @ = 0 W= Yy, (2.2a)
dy dy ‘ 9

d;vl = E;jl Foall 4 yy). (=.3a)

pre a =1 Wi = Y s (2.2b)

Ay, . dy,,

— = e J - -1 g 2.0 1

de | da ! all =y (2.3b)

V oblasti I a IIT je n, = N,, resp. n, = IN,, preto riesenie rov. (1,7) je

y, = O} cosh (c VN, x) -+ C, sinh (c YN, ). (2.4a)

Y1y, = C5 cosh (¢ YN, ) + Cysinh (¢ | N, x). (2.4b)

S ohladom na podmienky (2,1a) a (2,1b) je vsak C, = (', == 0. V' 11. oblasti.
kde n, = N,e*, mdzeme riefenie rovnice (1,7) vyjadrit takto:

o[ 2ic 5 N N
mo— OB B0pe) crp (21 ) (2.5)

I, je Besselova funkcia nultého radu a A" Hankelova funkcia nultého ridu
prvého druhu (pozri napr. [7]).

¥ a ('F st vSeobecne komplexné éisla. KedZe pre Besselove funkcie plati

Jn) =Ty -y

kde
, (1) :
Z Ik 41 ( v+ 1) (—’
Jo==1
a pre Hankelove funkcie
T .I{(” . o —p )/ ¢ | — K
5 (i) = — Ir -{—01)47210 Jo(n) + o) = NUE

moéZeme redlne rieSenie rovnice (1,7) dostat vtedy, ak polozime (7§ = (

3

a (Uf = —7;—1'04, Mozeme ho napisat v tvare
Yoy = (/,J‘,< | N, e ) 4 (,‘I\(,( " | N, e“) . (2.6)

RieSenie hrani¢nych podmienok s ohladom na riesenia (2,4) a (2,6) vedie
k malo prehladnym a pre interpretiaciu nevhodnyn: vzorcom. Vsimneme si len
priblizné rieSenie, ktoré vSak bude dobre vystihovat takmer vsetky pripady,
vyskytujice sa v praxi.
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Pre germanium napr. je
V‘é"z ). 10— AKMS
= |/~ ~2.10" AKMS
¢ ekT | o

7 tejto hodnoty vyplyva, Ze pokial koncentracia nedistoty presahuje hodnotu
10 ecm ® (a to je vZdy, pretoze celkom éGisté materialy sa dodnes este nepodarilo
vyrobit), je vidy splnenda nerovnost

ar

2C -
l |/Z\’(,62 > 1. (

8]
~1

Tato nerovnost vSak znadi, Zze argumenty Besselovych funkecii s velmi velké
a %e teda mozno pre ne pouzivat tieto asymptotické vyjadrenia:

. /1
lin] J,.‘.('I[’l — l/'/ 2};"’7 e, (2,8)
lim Al.(ﬁ): 5-«6 1. (1,9)
=0 =1

Na ziklade nerovnosti moézeme aj hyperbolické funkcie (2,4a) a (2,4b)
aproximovat vzorcami platnymi pre velké argumenty, t. j.

. 1
lim cosh y = - e,

1,=>00
1i inh ! "
im sinh y = - e’
N> “
Ak si koned¢ne zavedieme oznadenia
e 2e
ﬁ / a a 71’An
e [ —
0 —
/ 4
4nc | N,
«l
T 2 I~ T)i (ll al
/ a = 1/Nt,e-‘ ,,,,, bt .
=} ———e" o YNye* + VNle 1.
4nc | N, : (2,12)
T 2eye .
;oam T VN ra a
Vo= 1| ———e " ',2011\‘0—‘4],
/AT
4c ]’Z\n - :
wl
- a -"i GEM al wl ul
. _al . i
=\ ———e ° [c N,e * —c)yN,e* — f—e"J
4c | N,
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moézeme nezname konstanty '\, ¢!, €'y a Cy vyjadrit vzorcami

Ko(0)(B, + Pf“gil,),f,,‘]“,,(,(,)),(y’ 4 Yo F""l)

( !
l voBi — By
1 _}- 70 (’"1
(', — —a %~ :
! yl)ﬂ/ ﬂoyl
(g Pt Bre (2.13)

e '}'nﬂl By
(' — u,l \ ! [‘K (l) ﬂl + ﬁn enl) ’_ Jn( )( + Yo e’”)
6 =
B /(Jﬁ/ ﬂn'}’/

Svmboly K(0), J,(0), resp. Ky(l), J,({) s hodnoty funkeii

. 201 " !
o)
=0 &X

; Py (2
resp. ‘K (——(—[2\7 )! = %Jn (79(]/1\70@ )

ar

|
L, [2¢ T
i\kn ( a ] N,e

| r

Konstanta €, ako ihned vyplyva z (2,4a), ur¢uje podiel zmeny koncentricie
a poévodnej koncentracie v bode x == 0, t. j.

ny —n
ny

Na zaklade vztahov (2,12) a (2,13) vychadza pre nu pribliznd hodnota

n -—mn «
"~ (2.14)
Ry / 2N 0
/ g/{"]' —-

¢o pri N, = 102 em ? dava asi ¢/1000 a pri N, = 10" em™? uz len «/10 000,
Pri beznych znecdisteniach v typickych polovodi¢och (germanium a kremik)
je podla toho diftzia nosi¢ov ndboja vo vzorke s jedinym tyvpom vodivesti
zanedbatelne mala.

Pri podstatne vicésich nehomogenitdch (v bariérach) a pri koncentraciach
N, = 10101 ¢cm~* mbze sa vSak hodnota ¢ | N, priblizit natolko k «. 7e by
odchylky narastli aj nad samotné rovnovazne koncentracie.

Velmi zaujimavy pripad by nastal, keby sa podarilo vytvorit nechomogenitu
akeeptorovych, resp. donorovych hladin v polovodicoch s vysokou dielek-
trickou konstantou (na,pr v seignettoelektrikich, kde nadobida hodnot nie-
kolko tisic, ba aj viac). Tam by nastali velké odchylky od rovnovaznej
koncentracie i pri koncentraciach 1011015 cm~. Kfekt by sa zvysoval este
s teplotou.

V tychto naposledy uvadzanych pripadoch neobstoji teda bezne citované
tvrdenie, ze difizia nosi¢ov naboja, ktora zanechava po sebe nekompenzovany
naboj, prakticky nenastane.
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3. Odehylky od rovnovazinych koneentraeii pri nenulovom pride

Ak je nehomogénna vzorka zatazena vonkajSim napétim, pretekd nou
v rovinovahe ustaleny prad (1,2). Intenzita vonkajsieho pola zapri¢ini dalsi
odklon od rovnovaznej koncentracie, a kedZe ide o nehomogénnu vzorku,
mozno ocakavat, zZe odchylky budu aj funkciou smeru prilozeného pola. Podla
toho by mala mat vzorka aj usmernujuci téinok. Pokusime sa v dalSom
vysetrit, kedy by mohol tento efekt mat aj prakticky vyznam.

Ak podobne ako v predchidzajicej ¢asti predpokladame jednorozmerny
pripad, mézeme intenzitu elektrostatického pola vo vzorke na zaklade (1,2)
vyjadrit takto:

E=" M4 In n. (3,1)
enu e da
Dosadime sem i = eulN t,, kde E, je intenzita elektrostatického pola vo
vzorke v @ —~ —oo a pomocou (1,3) a (1,6) dostaneme pre y tato pribliznu
diferencidlnu rovnicu:

dzy . dy 2 ] oaxr 5
da? 2b de 2N, ey = K. (3,2)
Pritom sme oznadili
E, e | g2
2 = 0. P - 3.
=070 ng_'r' (3,3)

RieSenie rovnice (3,2) v 1. a v IIl. oblasti s respektovanim prirodzenych
hrani¢nych podmienok v nekoneénu je

E(ﬂ

Y= Cy et i . 00 (3,4)

¢cVN,

. E.a
Yy = Cge 0sipe — 70 (3,5)

c}N,
kde
;”t) - ' ’)2 *!V (121\T”’ (37())
2= Jb2 - &N,. (3,7)
V II. oblasti mézeme rieSenie vyjadrit nasledovne:
) ~ e M D o B
2 5 2¢ o 7

Yy = e O, (— 'N e‘) - LK ( ' N e“) B 3.8
Y [ 3 2\ V&V 4 Ly ;’, a 4V ’ 2N, (3,8)

I a N je Besselova, resp. MacDonaldova funkcia.

V konkrétnych pripadoch, napr. v germaniu a v kremiku je priblizne
h = 18K, a ¢*N, = 4,3. 10 8N, z ¢oho vyplyva, Ze pri N, > 10°L, je vidy
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b < ¢2N,. Na zaklade toho mozeme polozit jednak 2, = ¢*N, a 4, = c2N,.
jednak pre Besselove funkcie pouzit aproximacéné vzorce, platné pre velké
argumenty.

Ak si podobne ako v predchadzajicom pripade oznacime

9

2e

| yo

Vo = 2| ane }'N,;e "
. I Ny 2e LIL 3,9
1 (,,, 1‘); N Vrac Ny hxge? (3,9)
pr=,e ! (1+e4) - d .
4 \ T

dostaneme pre konstantu (', t. j. pre pomer prirastku koncentracie a pévodnej
rovnovaznej koncentricie elektrénov v bode x = 0:

n—mn, Ha ( a

- j T L’ I” Ny 1 1 :i’ l N .
n, Vﬁﬁl f ) {ﬁl fme - 2' l/n Yo el e : . (3.10)

r‘"ri‘ri
c}N,
Prvy ¢len zo zatvorky je vacsi ako druhy, preto ak druhy ¢len zanedbame,
moéZ%eme priblizne pisat

(3,11)

n—mn, FEa [N\ **
o, 2 ('55757') :

Pregermanium a kremik vychddza podlatoho priizbovej teplote (n — n,)/n, =
=3,5. 1002 N2 E, . Ajpritakych malych koncentraciach, ako je Ny = 102 cm 3.
je to len 5.,5. 107 1a2E,.

7 tychto nepatrnych odchylok mézeme usudzovat, Ze aj usmernovaci efekt
bude nepatrny. Aby sme ho mohli posiadit, vypocitame celkovii zmenu odporu
vzorky zapri¢inenti len zmenou polarity vonkajsieho pola, pripadajicu na
interval <0, I>. M6zeme ju vyjadrit takto:

AR - ARw—Iy‘(, — 4 R Eys (3512)
kde

!

!
S K )
ARy, = / (&iﬁ‘ — 1—) dr — — 45?'4‘-‘(11'. (3.13)

g, o
0 0

Na zaklade vztahov (1,1) a (1,6) méZeme pisat
Ao = eu(n — n,) = eulN, e**y. (3.14)
Jednoduchym vypodétom integralu (3,13) dostaneme

E
R = -0 (1 — e—2al), :
A euc* N3 ( e (3,15)
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Charakteristikou usmernovacieho efektu moze byt podiel tejto zmeny a po-
vodného odporu vzorky (bez pridu), pre ktory vychidza

AR Egq 1 -- e~
e S A R (3,16
'R, N, 1 e ' i)

Pre germanium a kremik ma tento podiel v idealnom pripade hodnotu
2,5 . 10% al)[N,. Pre hustotu pradu i= 10 mA/ecm?, ¢o zodpovedda napr.
koncentracii IV, = 102 em~? a intenzite pola £, = 10 V/cm by celkova zmena
odporu vzorky bola asi (2,5.107% . «) ¢ast povodného odporu.

Aby mohol v nehomogénnej vzorke vznikniit meratelny usmernovaci efekt.
musel by v nom podla (3,16) byt prudky skok v nehomogenite (velké a)
na malej dizke 1.

Usmernovaci efekt vSak podla vztahu (3,16) vzrastd so zmensovanim kon-
centracie nositelov naboja, so vzrastom dielektrickej konstanty a teploty.

Pri vhodnom pomere tychto konstant by mohla mat aj nehomogénna vzorka
polovodi¢a s pozvolnym gradientom primesi meratelny usmernovaci efekt.
Mame opiat na mysli latky s vysokou dielektrickou konstantou, v ktorych
st pre tieto efekty zvlast priaznivé pomery, pretoze prostredie s velkou di-
elektrickou konstantou znaéne zoslabuje elektrostatické pole brzdiace diftiziu

Zaver

V praci su odvodené vzorce pre ustalené hodnoty koncentidcie volnych
elektrénov v polovodiéi typu n za predpokladu, Ze mozno v nich zanedbat
koncentraciu dier, a to tak pre bezpradovy stav, ako aj pre pripad, ked vzorkou
polovodi¢a preteka elektricky prad. Ukazalo sa pritom, Ze v beiznych pri-
padoch znedistenia v germaniu a v kremiku vznikaji len velmi nepatrné
odchylky od rovnovaznych koncentracii volnych nosi¢ov naboja, a to aj
v pripade, ked na vzorku je pripojené vonkajsie elektrické pole. V inych
polovodicoch, vyznaéujucich sa velkou hodnotou dielektrickej konstanty, si
uz tieto efekty znadéné a hlavne pri dostatoéne malej koncentracii volnych
nositov naboja nemozno ich zanedbat.
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ROHIENTPALLUM CBOBOJNBINX HOCHTETEN
SAPALAN B HEOIHOPOIITOM NOJVITPOBO OTITKWE
COJUBIM THIHOM ITPOBOAWMMOCTH

0 T1HI0GC RPEMITACK I

DB uiBo, i

I3 yroi paGore BhiBe,(eHbl QOPMYILE 151 CTAITOHAPHBIX ROHILCHTPAIITH B HCO,HO PO, {HON
HPUMCCHOM TIOJIYHPOBOJUIHRC THIA 11 ¢ npenedperacMoii [ Urpounoii 1poBoIIMOCTBIO  Kak
B COCTOSUIHI RO HOJLY HTPOBOJIHIKOM TCUCT TOK, TAK N B COCTOSIIMM OTCNTCTBIN ToRa. [loka
BAJ0CH,  UTO  Henpenedperaesmbie  OTRJIOHCHI 0T PABHOBCCHOI  ROIUCHTpAIULT  0llpe,ie
JCHHOIT ROHICHTPALUCH TPAMCCH 1T TeMiepary poli, ¢Morair Obi BOZIIKATH TOILRO B 1OV
HPOBOJHIKAX ¢ DOJBIIOI HCOUTOPO,LHOCTLIO M OUCH L NU3RONE  ROHUCHTPAILICH TOHIIpO
BallHLIX @TOMOB HPHUMeCCH, WM B HOJIYHPOBOANIKAX ¢ BBLICOKOI [UICICKTPITUCC KO 11po
HUHACMMOCTLIO. DTO aMoe, Kak HORA3aHO, [0/ KHO OBITL ¢IIPABELITIBO 1T L 1L BLITIPSIML 15110
fitero aderra.

CONCENTRATIONS OF FREE ELECTRONN
IN UNHOMOGENEOUS SEMICONDUCTOR
WITH N-TYPE CONDUCTIVITY

JULIUS KREMPASKY

Summary

Therelations are found for equilibrivm coneentrations of electrons ininhomogeneceusly
impured n-type semiconductor with vanishing hole conductivity in the current less
state as well as in the case when the current is present. It is shown that considerable
deviations from equilibrium concentration which is determined by the temperature and
concentration of impurities can arise only in semiconductors with the small con-
centration of ionized foreign atoms and with strong inhomogenity eventually in semi-
conductor with high dielectric constant. The same is proved also about the reetificarion
process in unhomogeneous semiconductor.
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