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MATEMATICKO-FYZIKAIANIY ČASOPIS SAV, IX, 1-195! 

KONCJíJXTKÁCIA VOKNÝCH N O S I Č O V N Á B O J A 
V N E I I O M O G É N N O M P O L O V O D I Č I 

S J E D N Ý M T Y P O M V O D I V O S T I 

J U L I U S K í í E U F A M ^ V . Bratislava 

\ i v od 

Teoret iekí fyzici v svojich p r á e a e h sprav id la vždy p o ž a d u j ú pr í sne h o m o ­
genně vzorky polovodičov, hooi jm b ě ž n ý c h spósoboch v ý r o b y m o ž n o t u t o 
požiadavku len ve lmi tažko sp ln i t . Polovodičové vzorky t y p u n a lebo t y p u y* 
př ipravené t a h á n í m m o n o k r y s t a l u z t a v e n i n y a lebo zónovou t a v b o u bývajú 
znečiš těné t a k , že v ich vniitr i exis tu je .spojitý g r a d i e n t k o n c e n t r á c i e a t ó m o v 
11 c o i ̂ í o t y (a í e bo \ >r í m esí). 

(Gradient konoentrác ie n e č i s t o t y (alebo příměsí) zapříč iňuje, že vo vzorke 
vznikne aj g r a d i e n t inýoh íyz iká lnych veličin, k t o r ý m i polovodič c h a r a k t e r i ­
zujeme; napr . vodivost i , odporu a tď. .Samozřejmé, že g r a d i e n t t ý c h t o veličin 
závisí od g r a d i e n t a nečis toty, no jeho priebeh všeobecné je od n ě h o odl išný, 
protože sil na vytvořeni us tá jeného s tav í ! vo v z o r k e z n a č n o u m i e r o u p o d i e l a 
diíVizia olektrónov a dier z mies t o váčšej koncentráe i i do mies t s m e n s o u 
koncent rác iou . V̂  ustá l enom s t a v e je vzorka polovodiča c h a r a k t e r i z o v a n á 
konoentráoiou e lekt rónov a dier, k t o r é n e z o d p o v c d a j u k o n č e n t r á c i á m a t ó m o v 
nečis toty v tepeíne j r o v n o v á h e v h o m o g e n n e j vzorke, p r e t o ž e t e p e l n é r o v n o ­
vážný s t a v poruš i la difúzia. T i e t o n o v é u s t á l e n é k o n c e n t r á c i e nazýván?e 
n e r o v n o v á ž n é k o n o e n t r á c i e ) a p r á v ě ony n r č u j ú g r a d i e n t y v š e t k ý e h o s t a t n ý o h 
c h a r a k t e r i s t i c k ý c h veličin polovodiča. P o z n a t t i e t o n e r o v n o v á ž n é k o n c e n t r á c i e 
jo proto z á k l a d n ý m p r o b l é m o m . 

Z iného hfadiska je v ý p o č e t n e r o v n o v á ž n ý c h k o n c e n t r á e i i dóležitý n a p r . 
\ o vzorkách v e d o m e n e h o m o g e n n ě znečiš těných za účelom, a b y sa v nich 
real izovali rózne efekty, n a p r . u s m ě r ň o v a č i a lebo fotovolta ický efekt, k t o r ý 
š t u d o v a l T a u e [1]. Teore t ický rozbor t ý c h t o efektov p ř e d p o k l á d á z n a l o s t 
týe l i to u s t á l e n ý c h h o d n o t k o n c e n t r á e i i nos i te lov nábo ja . 

M Xázvami „rovnovážná" a „nerovnovážná,'* končen trácia označujeme koncentrační 
před, resp. po difúzii, proto vo všeobecnosti nemajú taký význam ako v termodynamiko. 
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1. Fonmiiácia problému 

V tejto práci sa budeme zaoberať len prípadom polovodiča s jedným tvponi 
vodivosti. Budeme teda předpokládat takii koncentrační donorových, res]). 
akceptorových hladin, aby vlastná vodivost materiálu bola oproti prímesnej 
vodivosti zanedbatelné malá. Výsledky budeme preto mócť a])likovať hlavně 
na polovodiče so širším zakázaným pásmom. Avšak aj v germaniu ])ri izbo-
vých teplotách pri koncentrácii atómov nečistoty N — 10ir> cm 3 je už vlastná 
vodivost tisíckrát a v křemíku dokouca 109-krát menšia ako příměsmi vodivost. 

Nech naša vzorka je napr. tyj.)u n (pre vzorky typu p boli by úvahy úplné 
analogické) a nech je nehomogenně znečištěná v směre osi A". Podía \'2\ a | 3 | 
sa koneentrácia atómov příměsí v bežne zónovou tavbou připravených vzor­
kách dá v podstatě vyj ad rif vzťahom 

A » = Xn ť" . 

kde exponent a je podiel tzv. segregačnej konstanty a dížky zóny. Podlá 
údaj o v [41 a [5] rnajú segregačné konstanty nečistot v germaniu a v křemíku 
hodnoty okolo jednotky a menšie, takže budeme mócť požadovat, aby od­
chylky od rovnovážné] koncenťráeie nepřevýšili samotné rovnovážné kon-
centrácie nositefov náboja. Dokážeme si však, že tento předpoklad je splni­
telný i pri oveía váčších nehomogenitáeh. 

Hraničně podmienky na styku polovodiča s iným prostředím sii neobyčajne 
zložité |b]. Aby sa zložitosťou matematického výpočtu s respektováním týchto 
podmienok nezmenšila jednoduchá interpretáeia výsledkov, budeme před 
pokladať, že naša vzorka je nehomogénna ien v intervale (). I a naiavo 
i napravo od tejto oblasti má koneentrácia příměsí konštantnú hodnotu. 
Znečistěme nech je teda určené týmito vzťahmi: 

— oc, 0 л» = Л"„. 

'<>, 1; Л » = Л-, e 

7, -f o o ІV(.Г) = Л'„ c 

d.n 
-- -V(/). 

Pretože aktivačná energia elektron o v na donorových hladinách málokcdy 
přesahuje niekoFko stotín eV, sú za normálnyeh teplot tak v germaniu, ako 
aj v křemíku všetky donorové hladiny ionizované. Keby nebolo difúzie, bola 
by v každom bode vzorky koneentrácia volných elektrónov určená ťunk-
ciami (VI). Volné elektrony diťundujú však zo znečistenejšej oblasti do oblasti 
s mensou koncentráciou nečistoty zanechávajúe po sebe kladný náboj iónov. 
V o vzorke tečie preto prúá o hustotě (pozři napr. |Sj) 

/ --= niut -f n.kT grád //, ( L~) 

kde n je koneentrácia volných elektrónov, 
u je pohyblivost elektrónov, 
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e je náboj elektronu, 
f je intenzita elektrostatického póla v o vzorke, 
k je Boltzmanova konstanta, 
T je absolutna teplota Kelvinova. 

Stacionárny stav bez vonkajšieho napátia, t. j . pri nulovom prúde vo vzorke 
je zrejme charakterizovaný podmienkami 

d iv£ = ^ = - (n0-n), (1,3) 
F F 

kde o je priestorový náboj, n0 je koncentrácia ionizovaných donorových hladin 
a F dielektrická konstanta prostředí a. 

Ak předpokládáme jednorozměrný problém (v řeze y, z je vzorka homo-
^énna), dostaneme na základe (1,2) a (1,3) pre nerovnovážní! koncentráciu 
elektrónov tuto diferenciální! rovnicu: 

d2 e2 

Útfinn + ekŤ(nt)~ n)=Z °' ( l , 4 ) 

Jej riešenie budeme hladať v tvare 

n = n0z. (1,5) 

Za předpokladu, že odchylky od rovnovážnej koncentrácie nebudu přesahovat 
samotné rovnovážné koncentrácie, móžerne pre z písat 

e " = 1 + y. (1,6) 
d2 

dж2 

d2 

Na základe (1,4), (1,5) a (1,6) pri uvážení, že A 2\nn{) = 0, dostaneme 

re // následujiicu diferenciální! rovnicu: 

У -2Л7 *мxл. .o. ,. 1 / 

Y Є dx2 c*Җe«*y = 0; c = ľ - ~ ӯ . dЛ) 

2. Hraniční poilmienky a riešenie rovnice (1-7) 

Rovnicu (V7) budeme riešiť v troch oblastiach vyznačených funkciami (1,1). 
Pri riešení vvstúpi preto 6 neurčitých konstant, pre ktoré potřebujeme 6 pod-
mienok. Predovšetkým budeme požadovat splnenie prirodzených podmienok 
v nekonečnu, t. j . 

pre ,r —> — oo u, -= n\]\ yL = 0, (2,1a) 
pre .r -» + oo n n = n

{}n: ? / m = 0. (2,1b) 
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Na rozhraní l i . a I I I . oblasti budeme předpokládat spojitost koncentrácie 
nosičov náboja a spojitost priídu, čo vyplývá z rov. div i = 0. Na základe 
(1,2), (2,1) a (1,1) móžeme ostatně podmienky formulovat takto: 

pre x = 0 y/, = yu, (2,2a) 

pve x = l yu = yul, (2,2b) 
dym „al \dí/i\ Џt = e- П 

d.r I 
dx ' ft(1 + ' У l l ) (2.3b) 

V oblasti I a I I I je nn — N0, resp. H() =- N/, preto riešenie rov. (1,7) je 

lh = (\ c o s h (c fŇ0 x) + C2
 s i n h ( c i/j-V<) #) - (2,4a) 

y U I - C5 cosh (c fN, s) + C\ sinh (c [N, .r). (2,4b) 

S ohladom na podmienky (2,1a) a (2,1b) je však C2 = C5 ----- 0. V I I . oblasti. 
kde H() = N0e'1-1, móžeme riešenie rovnice (1,7) vyjadriť takto: 

o*j„ (2^ i'җ, eђ + o*н\r (* c i җ; e )̂ Vu = oJJ„ ( ~ \'Nn e ' J + 6'?//"' ^ a | xV„ e^ | (2,5) 

/„ je Besselova funkcia nultého rádu a // 0 ) Hankelova fimkcia nultého nulu 
prvého druhu (pozři napr. [7]). 

C.f a C* sú všeobecné komplexně čísla. Keďže pre Besselove fimkeie platí 

J„(»r,) = J.fo) . if: 
kde 

J^=Ej(Hj)/W+Hi)'(^ 
a pre Kankelove funkcie 

| ^/ ' (w?) = - (in J +0,577 215) J 0 (Í7) + ( | ) 2 + . . . = K0(,i). 

móžeme reálné riešenie rovnice (1,7) dostat vtedy, ak položíme V* = VA 

Ti 

a GY* = ---iCx. Móžeme ho napísať v tvare 

Vn = G3 J 0 P | N0 e - j + G'4K0 ( ^ | N() e-) . (2,(>) 

Riešenie hraničných podmienok s ohladom na riešenia (2,4) a (2,(5) vedie 
k málo prehladným a pre interpretáciu nevhodným vzorcom. Všimneme si len 
přibližné riešenie, ktoré však bude dobré vystihovat takmer všetky případy, 
vyskytujúce sa v praxi. 
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Pre germanium napr. je 

c = y-fňi ™ - • l 0 ~* \AKMH\ 

7i tejto hodnoty vyplývá, že pokial koncentrácia nečistoty přesahuje hodnotu 
1010 cm 3 (a to je vždy, pretože celkom čisté materiály sa dodnes ešte nepodařilo 
vyrobit), je vždy splněná nerovnost 

'^}rN0e^l. (2,7) 

Táto nerovnost však značí, že argumenty Besselových funkcií sú velmi veFké 
a že teda možno pre ne používat tieto asymptotické vyjadrenia: 

lim J„(ry) = l / ^ — e " , (2,8) 
^-•oo f 2 j r?y 

л limK,(v)=U-e'K (2,9) 
iy->oo r *-*7 

Na základe nerovnosti móžeme aj hyperbolické funkcie (2,4a) a (2,4b) 
aproximovat vzorcami platnými pre velké argumenty, t. j . 

lim cosh r\ = e'y, 
/,->oo --

lim sinh rj = &>. 

Ak si konečné zavedieme označenia 

a 1/ a a *iV«* 
' 4TTC i/No 4 

"i 
- | / N ^ e ^ /*,= (•• —-r_.. e" . c I i l ^ e 4 + ] l^ e~ * J a 

4дс)/Ж0 '- J (2,12) 

i ave --„ >'-Vo „ ;,T a I 
— e • 2 c ) A ' „ - - - - , 

4c 1N„ I 4 I 

y, = l / - ^ e " ^ fc (^ e"̂  - c y 0̂ ê  - |e 4 ' 
» 4c l ^ L 4 
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móžeme n e z n á m e k o n s t a n t y C\, (7:>, 6'4 a C6 v y j á d ř i t vzorcami 

A'o(0)(A + |8„e-) - J 0 (0)(y. + y„e'-) 
c, -_. „ yoft — Ä)7/ 

a Yj -. ľoЄ"' 

ľoft — ß.ľ/ 
A 4 /?„ e"' 

4 roß. — Ar. 
(_.!:.) 

r„ __ o(W& 

S y m b o l y K0(0), J 0 ( 0 ) , resp. K0(/), J0(~) sú h o d n o t y funkcií 

ß0e^)^Jjl)(ľl + y{)e^)\ 

Уoßt ~ ßoľf I 

2c 
G. 

} ' N 0 e 2 

(-1C — "l\ 
resp. | À ' 0 | — ^ 0 e - | 

r = () 

, /2c -^ '"'\í 

ÍJ«(?(^e")L„,-
K o n s t a n t a C1 ? ako i h n e d v y p l ý v á z (2,4a), určuje j .odiel z m ě n y k o n c e n t r á c i e 

a póvodne j k o n c e n t r á c i e v bode x — 0, t . j . 

r _ n i — n» 
n() 

N a zák lade vzťahov (2,12) a (2,13) v y c h á d z a p r e ňu př ibl ižná h o d n o t a 

( 2 . U ) n 
n. 

Щ 
я . 

. 

a 

•<pҖt 

. єkГ 

čo pri N0 — I O12 cm :5 d á v á asi a/1000 a pri N0 =-. 1014 c m - 3 už len a/10 000. 
Pri běžných znečis teniach v t y p i c k ý c h polovodičoch ( g e r m a n i u m a křemík) 
je rhodia toho difúzia nosičov n á b o j a vo vzorke s j ed iným t y p o m vodivost i 
z a n e d b a t e l n é m a l á . 

Pri p o d s t a t n é váčších n e h o m o g e n i t á c h (v bar iérách) a pri k o n c e n t r á c i á c h 
N() _z 10 1 0 — 101 1 c n r 3 móže sa však h o d n o t a c | N0 př ib l íž i t natofko k a. že by 
o d c h y l k y narás t l i aj n a d s a m o t n é r o v n o v á ž n é k o n c e n t r á c i e . 

Velmi zau j ímavý príj^ad by nas ta l , k e b y sa podaři lo v y t v o ř i t nehoniogen.it u 
a k c e p t o r o v ý c h , resp. donorových h l a d i n v j)olovodicoch s vysokou dielek-
t r ickou k o n s t a n t o u (napr . v se ignet toe lekt r ikách, kde nadobi ida h o d n o t nie-
kolko tisíc, ba aj viac). T a m by nasta l i velké odchy lky od rovnovážné] 
koncentrác ie i pri k o n c e n t r á c i á c h 1 0 1 4 — 1 0 1 5 c n r \ Efekt by sa zvyšoval ešte 
s t e p l o t o u . 

V t ý c h t o n a p o s l e d y u v á d z a n ý c h p r í p a d o c h neobstoj í t e d a bežne c i tované 
t v r d e n i e , že difúzia nosičov náboja, k t o r á z a n e c h á v á j)o sebe n e k o m p e n z o v a n v 
náboj , p r a k t i c k y n e n a s t a n e . 
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3. Odchylky od rovnovážných koncentrácií pri nenulovom prúde 

Ak je nehomogénna vzorka zatažená vonkajším napátím, přetéká ňou 
v rovnováhe ustálený prúd (1,2). Intenzita vonkajšieho poía zapříčiní další 
odklon od rovnovážnej koncentrácie, a kedze ide o nehomogénnu vzorku, 
možno očakávat, že odchylky budu aj funkciou směru přiloženého poía. Podlá 
toho by malá mat vzorka aj usmerňujúci účinok. Pokúsime sa v ďalšom 
vyšetřit, kedy by mohol tento efekt m a t aj praktický význam. 

Ak podobné ako v predchádzajúcej časti předpokládáme jednorozměrný 
případ, móžeme intenzitu elektrostatického poía vo vzorke na základe (1,2) 
vyjádřit takto: 

E= •*- -kT.!J-lnn. (3,1) 
enu f úx 

Dosadíme sem i = e^cN0E0, kde E0 je intenzita elektrostatického poía vo 
vzorke v x —> — oo a pomocou (1,3) a (1,0) dostaneme pre y tuto približnú 
diferenciální! rovnicu: 

Přitom sme označili 

*-&= - 1 / ^ . 
Riešenie rovnice (3,2) v I. a v I I I . oblasti s respektováním prirodzených 

hráničných podmienok v nekonečnu je 

</, = ^ e « ' ^ " -™f. . (3,4) 
c yNn 

.Vu. = o,e-<n--/>*- ^ . (3,5) 
c\Nt 

kde 
K = I' V-V A V „ , (»,«) 
; i ; = = | '62 + i?Nt. (3,7) 

V IJ. oblasti móžeme riešenie vyjádřit následovně: 

,,, - e-[o3"4 ( | 1̂ - ^) + <^.. ? ( | ^ *\ - X6"" ( 3'8 ) 

/ a K je Besselova, resp. MacDonaldova funkcia. 

V konkrétných prípadoch, napr. v germaniu a v křemíku je přibližné 
b = I8K0 a c2N0 = 4,3 . 10 8N ( ), z čoho vyplývá, že pri N0 > 109K0 je vždy 

25 



b <<^c2N0. Na základe toho móžeme položit jednak /0 = c2N0 a /.t = c?Nt, 
jednak pre Besselove funkcie použiť aproximačně vzorce, platné pre velké 
argumenty. 

Ak si podobné ako v predchádzajúcom případe označíme 

y0 = 2 I aлc }N0 e " ' . 

'.! (3,9) 

?/ = - ê  *> 1 + e 4 ' — - c" 

dostaneme pre konstantu Gx, t. j . pre poměr prírastku koncentrácie a póvodnej 
rovnovážnej koncentrácie elektrónov v bode x = 0: 

w — n{) E { ) a | / a 

Щ) ľoßi 1 ( 7 ^ { A ^ " - ^ ' - - ^ ! - ^ ^ - ^ ' ' " ] - (3-10) 

Prvý člen zo zátvorky je váčší ako druhý, preto ak druhý člen zanedbáme, 
móžeme přibližné písať 

n • 

nn 

-n0 __E0a* le*NA-w 

% ~ - 2 [ekTJ ' ( 3 * H ) 

Pre germanium a křemík vychádzapodla toho pri izbovej teplotě (n — n0)jn0 — 
= 5,5.10 l0a2N(7

: ,/2K0. Aj pri takých malých koncentráciách, a ^ o jeAT
0 = 1012 c m 3 , 

je to len 5,5. \0'lla2E0. 
Z týchto nepatrných odchýlok móžeme usudzovať, že aj usměrňovači efekt 

bude nepatrný. Aby sme ho mohli posúdiť, vypočítáme celkovú změnu odporu 
vzorky zapříčiněnu len změnou polarity vonkajšieho poTa, připadájúcu na 
interval <[Q, />. Móžeme ju vyjaclriť takto: 

AR = AB+fín - A R t: , (3,12) 
kde 

AR±I{ = [(-- - l \ á x ~ - [Aa^áx. (3.13) 
J \V±K a»< J ffr. 
0 o 

Na základe vzťahov (1,1) a (1,6) móžeme písať 

Ao = eu(n — n0) = euN0 eaxy. (3.14) 

Jednoduchým výpočtom integrálu (3,13) dostaneme 

^ = ^ 5 W ( l - e - " ) . (3,15) euc2Nl 
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Charakteristikou usmerňovacieho efektu móže byť podiel tejto změny a po­
rodného odporu vzorky (bez prúdu), pre ktorý vychádza 

\AB\__E0a l - e ^ ' " 
Í X " ! c-A'0 ' 1 - e- f l/ * l ' ; 

Pre germanium a křemík má tento podiel v ideálnom případe hodnotu 
2,5 . 10G aF0/N0. Pre hustotu prúdu i = 10niA/cm2, čo zodpovedá napr. 
končentrácii N0 — 1012 c m - 3 a intenzitě póla E0 == 10 V/cm by celková změna 
odporu vzorky bola asi (2,5 . 10~5 . a) časť póvodného odporu. 

Aby mohol v nehomogenně] vzorke vzniknuť meratelný usměrňovači efekt, 
musel by v ňom podTa (3,16) byť prudký skok v nehomogenite (velké a) 
na malej dížke 1. 

Usměrňovači efekt však podlá vztahu (3,16) vzrastá so zmenšováním kon-
centrácie nositefov náboj a, so vzrastom dielektrickej konstanty a teploty. 
Při vhodnom poměre týchto konstant by mohla mať aj nehomogénna vzorka 
polovodiča s pozvolným gradientom příměsí meratelný usměrňovači efekt-
Máme opáť na mysli látky s vysokou dielektrickou konstantou, v ktorý cli 
sii pre tieto efekty zvlášť priaznivé poměry, pretože prostredie s velkou di­
elektrickou konstantou značné zoslabuje elektrostatické pole brzdiace difúziu 

Závěr 

V práci sú odvodené vzorce pre ustálené hodnoty koncentiácie volných 
elektrónov v polovodiči typu n za předpokladu, že možno v nich zanedbat 
koncentráciu dier, a to tak pre bezprúdový stav, ako aj pre případ, ked vzorkou 
polovodiča přetéká elektrický prúd. Ukázalo sa přitom, že v běžných prí-
padoch znečistenia v germaniu a v křemíku vznikajú len velmi nepatrné 
odchylky od rovnovážných koncentrácií volných nosičov náboj a, a to aj 
v případe, keď na vzorku je připojené vonkajšie elektrické pole. V iných 
polovodičoch, vyznačujúcich sa velkou hodnotou dielektrickej konstanty, sú 
už tieto efekty značné a hlavně pri dostatočne malej koncentrácii volných 
nosičov náboja nemožno ich zanedbat. 
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К О Н Ц Е Н Т Р А Ц И И С В О Б О Д Н Ы Х НОСИТЕЛЕЙ 
ЛАРЯДА 13 НЕОДНОРОДНОМ П О Л У П Р О В О Д Н И К Е 

С ОДИЫМ ТИПОМ ПРОВОДИМОСТИ 

Ю Л II ЮС IV V К Л1 II А С К II 

П ЫВОДЫ 

И этой работе выведены формулы для стационарных концентраций в неоднородном 

примесном полупроводнике типа п с препебрегаемой дирочно|"| проводимостью как 

в состоянии когда полупроводником течет ток, так и в состоянии отсутствия тока. Пока 

аалось, что пепренебрегаеммые отклонения от равновесной концентрации он роде 

ленной концентрацией примеси и температурой, смогли бы возникать только в полу 

проводниках с большой неоднородностью и очень низкой концентрацией иони.шро 

ванных атомов примесей, или в полупроводниках с высокой дие. юктрической про 

ницаеммостыо. Это самое, как покачано, должно быть справедливо и для выпрямляю 

т о г о афекта. 

C O N C E N T R A T I O N S O F F R E E E L E C T R O N S 
IN U N H O M O G E N E O U S S E M I C O N D U C T O R 

W I T H AT-TYPE C O N D U C T I V I T Y 

J XJ L I U S K H F M P A S K V 

S u m m a r y 

r Fho relat ions are found for equi l ib r ium concent rat ions of e lec t rons in u n h o m o g e n e o u s h 

impuree! n-type s e m i c o n d u c t o r with vanishing hole conductivity in t h e c u r r e n t les> 

s t a t e as well as in t h e ease w h e n t h e current is present. It is shown t h a t considerable 

dev ia t ions from equi l ibr ium concentra t ion w h i c h is d e t e r m i n e d b y t h e t e m p e r a t u r e a n d 

c o n c e n t r a t i o n of impu r i t ies can arise only in semiconduc tor s with t h e small con­

centration of ionized foreign atoms and w i th s t rong inhomogeni ty e v e n t u a l l y in semi­

c o n d u c t o r wi th high dielectric constant . T h e same is p r o v e d also about t h e rectification 

process in u n h o m o g e n e o n s semiconductor . 
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