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Matematicky &asopis 17 (1967), No. 3

PRISPEVOK K TEORII PRIESTOROVYCH DETERMINANTOV

VILIAM CHVAL, Kogice

V monografii [3] je definovany determinant priestorovej matice lubovolnej
signatiry formalnym sposobom, ktory je zovSeobecnenim zndmej definicie
determinantu oby¢ajnej matice. Definicia determinantu priestorovej matice
v tomto ¢lanku je zovieobecnenim definicie v [1], ktora je viac ,,geometricka‘
a ukazuje uzky suvis teérie priestorovych determinantov s tenzorovou a von-
kajSou algebrou. _

V §1, 2, ktoré si Gvodné, st uvedené pojmy a niektoré vety z vonkajsej
algebry, ktoré sa pouzivaju dalej. § 3, 4, 5, ktoré tvoria jadro prace, obsahuja
konstrukeiu a dokaz niektorych vlastnosti algebry E7T (M), ktord ma v tejto
praci takd ulohu, ako vonkajsia algebra v tedrii v [1], definiciu determinantu
priestorovej matice a dokaz vlastnosti, ktoré charakterizuji determinant ako
formu a dékazy dvoch geometrickych vlastnosti minorov priestorovej matice.

1. Najprv uvedieme niektoré pojmy, ktoré budeme dalej pouzivat [2].

Graduovand algebra (dalej len g-algebra) 4 nad telesom K je systém
{4n},n=0,1, 2, ... K-modulov 4, s prvkom 1 € 4y a funkciou, ktora kazdej
dvojici (x, ) (x € An, y € Ap) priraduje suéin x . y € 4 1w, ktory je bilinedrny,
asociativny a 1.2 = .1 = x pre vietky «.

Homomorfizmus g-algebry 4 do g-algebry A’ je zobrazenie f: A do 4’
také, ze: fle +y)=fr+ fy, flx.y) = fx.fy, flax) = afr, f1 =1 a pre
ve Ay plati fre 4,,.

Zrejmym spdsobom sa definuje izomorfizmus medzi dvoma g-algebrami.

G-idedl I algebry 4 je g-podmodul taky, Zze I4 < I, AI < I. Potom systém
AnlI, je g-algebra — faktoralgebra algebry A a prirodzené zobrazenie 4 na
A/I je g-homomorfizmus.

Tenzorova algebra T'(M) K-modulu M je g-algebra {T',(M)}, kde To(M) = K
aTlp(M)y=Mr=MOM®E®...Q M a sttin v T(M) je definovany takto:

@ R2® ... ®2) N®PEE®..QU) =00 .. Q2@ Y ® ... ® Y.

Kartézsky siucin 4 X B g-algebier A a B je g-algebra {(4 x B),}, kde
(A4 X B)p = An ® Bn 2 pre 2, QyYn € An @ By & X @ Ym 2 An©
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Q@ Bm: (@ @ Yn) - (@m @ Ym) = @n . m) @ Yn - Ym). Zrejme je to prvok
z (4 X B)nim.

2. V tomto odseku uvedieme konstrukeciu a niektoré vlastnosti (bez dokazu)
algebier E¢(V). Pre E1(V) detailné dokazy su v [1]; pre Eo(V) st dokazy celkom
analogické, a preto ich neuvadzame. V je K-modul s kone¢nou bazou {e;},
t=1,2,...n. V g-algebre T (V) nech pre t =0, 1 je N{(V) g-idedl vytvoreny
prvkami e;®e; a e ®e; — (—1)e;®e; pre ©=1,2 ...n. G-algebra
E{V) = T(V)|NYV) je t-vonkajsia algebra modulu V. Pre ¢ = 1 je to obvykla
vonkaj§ia algebra. Kanonicky homomorfizmus 7'(V) na E4(V) oznaéme i, a
y)‘,,(xl ®...®0xp) =21 A x2 A\ ... A\ ®, nazvime ¢-vonkaj$i siuéin x1,...2,.
(Rovnaké oznatenie pre t = 01i¢ = 1 nepovedie k nedorozumeniu.) Uvedieme
niektoré vlastnosti, ktoré dalej pouzijeme.

EY(V) nezavisi od volby bazy vo V a konstrukcia EO(V) pre rézne bazy
vo V vedie k izomorfnym algebram.

Modul E/(V) mé& bazu tvorent prvkami ey = e A ... A ¢, kde H =
= {h1, ... hp} st vietky podmnoziny mnoziny N mohutnosti p.

Algebra EYV) je t-komutativna, t.j. pre xe€E\(V), yeEYV) z.y =
= (—1)paty . x. Dalej, pre x = 21 ® ... @ xp e Tp(V) a pre Tubovolni per-

mutaciu 6 €Sy Xs1 A ... A Top = (8Sg0) 21 A ... A\ Zp.
Prex=01® ... 0xpeTp(V)aoceSy oznatme ox = 251 ® ... Q Zsp. Pre
e=¢e,® ... R® e, nech qe = > (sgn o)toe, ak vietky h; st navzajom rozne;
ceSp

v opaénom pripade nech a;e = 0. a; moino zrejmym spdsobom rozsirit do
zobrazenia T'»(V) na seba. Pre x € T'p(V) tenzor a;x nazvime ¢-symetrizaciou
tenzora x. Je zndme, ze pre x € No(V) ax = 0.

Ak w» je linearne zobrazenie V do V’, existuje jediny g-homomorfizmus
Elw : EX(V)do EX (V') taky, zeprex; € V Elu(xr A ... A xp) = ux1 A ... N\ uzp.

3. Koneéntd postupnost 7' = {t1, ..., t;}, kde t; = 0,1, budeme nazyvat
k

signatiira. Pre dant signatiru 7' nech > T =t =0, ak > #; je parne &slo,
i-1

k
>T =t=1, ak > t; je neparne. Vi,... Vx nech st K-moduly s bazami
21

3@ =1,...,k j=1,...,n). Omatme M=7V1®..0V:, a T=
=T(V1) X ... X T(Vi) nech je kartézsky sudin algebier 7T'(V;). Existuje
kanonicky izomorfizmus ¢ algebry T(M) na 7T definovany takto: nech
T=@1®..02)®..Q @ ® ... ® ak) e Ty(M). Polozme ¢xr = (a} ®
®...R® x},) ®R.0@R®...® x’;). gz zrejme patri do 7',. ¢ linearne roz-
Sirime na g-izomorfizmus algebry 7'(M) na 7.

Dalej nech ET = E"(Vi) X ... X B*(Vy) a I'} nech je podmodul T,
vytvoreny tenzormi 1 ® ... ® xx, kde aspon jedno ;e N%(V;). Nech y, je
kanonicky homomorfizmus 7T, na T,/I'}.
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Potom existuje [1] izomorfizmus w, : T,/I"s na EI taky, ze oppp(y1 ® ... @

@ ur) = prn @ ... Y-
Naviac plati

Veta 1. I'T = {I'T} je g-idedl g-algebry T a faktoralgebra T|T'T je izomorfnd
s algebrou HET.

Doékaz. Nech x =21 ® 22 ® ... ® xx je generator Fg, x; patri do N;;( V)
a Y=y1® ... Quyr €Ty. Potom z.y=(@1.91)R® ... ¥ .4 ® ... ®
® (k. Yr). % . y; patri do N;;H (V3), a preto x . y patri do FPTH, Pretoze kazdé
y € Tq sa d& vyjadrit ako sidet rozloZitelnych prvkov, prvé tvrdenie je doka-
zané. O zobrazeni o = {w,} treba dokizat, Ze zachoviva sudin. Nech 71 ®
® ... Qyr patri do Tp a 21 ® ... ® zx €Tyq. Potom: w[ypy . pez]
= OYPoiq (Y - 2) = OYprg(1 - 21 @ ... ® Wk . 2)) = yri(h121) @ ...
® vy (Weze) = . @ o @ Yrdr - Yz = (Yrn © ...
® vy Yr) - (pra1® ... @ pp2r) = 0pypp (Y1 & ... @ Yr) 0gyg (21 @ ... @ zk)
= OYpY . OYPg2.

Nech NT je taky g-idedl v T'(M), ze p(NT) = I'T.

Definicia 1. Faktor-algebra ET(M) = T(M)/NT je T-vonkajsia algebra mo-
dulu M.

I ®®

Kanonicky homomorfizmus 7(M) na ET(M) ozname u%,. Pre a1,...2,
z M oznadme pi(1 @ ... ® %p) = 21 A ... A\ 2p a nazvime T-vonkajsi sidin
Z1, ... &p. Uvedieme niektoré vlastnosti g-algebry ET(M).

Bezprostredne z definicie algebry ET(M) vyplyva, Ze je izomorfna s algebrou
TII'T a teda s ET = E"(V1) X ... X E™(Vy). Oznadme tento izomorfizmus .

Veta 2. Ak > T = 1, existuje homomorfné zobrazenie &:EYWM) na ET(M)
také, Ze nasledujici diagram je komutativny:

T
T(M) S
‘W1 Y
mary ——— BT
&

Dokaz. Treba dokazat, Ze zobrazenie %7 sa anuluje na N1, t.j. ze N1 <
c N7 .N1 je vytvoreny prvkami x =e;®er a y = e1 @ ey + e; ® ey,
kde e; =€, & ...® ¢ a ej=¢ ®...® ¢,. 2,y NT prive vtedy, ak ¢z,
gy € I'T. Pre g je to trividlne. Pre gy plati:

W, ® - ®viley = ¥, @ ... @¥iIE, @) ® ... ® (h, @ ek) +

+(®e)®...® ()= (e, ANej) ®...® (e, A ey +
F (=Dl Nef @ ... (—1)*el A€l =o0.
Preto wpypyy = 0, teda yypy = 0, odkial vyplyva, ze gy € I'T,

226



Nech u je linedrne zobrazenie V do M, Tu nim indukované zobrazenie 7'( V)
do T(M). Ak >T =1, je potom podla predchidzajicej vety nasledujici
diagram komutativny:

Tu T
(V) —————— T(M) ~Yu
’P}' \Jr B ‘len wl/ \\\
nyy — By —— BT
&

Zobrazenie ¢Hlu oznatme ETu a nazvime 7'-vonkajSou mocninou zobraze-
nia u. Teda plati:

Veta 3. Nech u je linedrne zobrazenie V do M a >T = 1. Existuje linedrne
zobrazenie ETu : EW(V) do ET(M) také, Ze pre x;e V:ETu (X1 A ... \ p) =
—uxy N\ ... \ uxp.

Ak zc=m A ... NapeBL(M), y=wy1 \ ... N\ yg€ENM), tak x.y=
=970 ® .- Q%) YT @ ... QOY) =PI ® ... ® T @ 1 ® ... ®
® Yg) = 1 A oo A @p AY1 A ... A\ yq. Specidlne pre w; e (ET (M) = M

UL A oo AU = UL oen . Upy.
Veta 4. Algebra ET(M) je T-komutativna, t.j. pre x € EL(M) a ye€E} (M)
w.y=(—Llpty g (t=>T).

Doékaz. mx a my je sibet tenzorov tvaru 1 ® ... ® x¢ z E’;;(Vl) ®...®
® Ex(Vi)resp. 11 ® ... @ yr 2z B3 (V1) ® ... ® E¥(Vy). Preto stadi dokazat
vetuprexaytaké, zZear =21 ® ... Qzra Ay =y1 ® ... ® Yp. 7 .Y =
—@®... @) (Nn®... Q) = 0 ®...Q zwyr = (—1)Phya ®
® . ® (" gy = (=1 [ ® .. @uea] = (—1P () ®
e RU) (@® ... ®ak) = (—1)Pay . mx. Odtial x .y = (—1)pety . x.

Désledok. Pre a1, ...xp€ M plati: x, N ... \a,, = o(H)t a1 A\ ... \ @p,
kde o(H) je rovné jednej, ak permuticia H = (hy, ha, ..., hyp) je pdrna, o(H) =

—1, ak je nepdrna.

Najdime teraz bézy modulov EX(M) vyjadrené pomocou bz modulov V;{e}}.

Zavedme nasledujtce oznadenie: N je mnozina prirodzenych ¢&isel {1,...n},
Hi= {Bi,... B} pre i =1,...k je podmnozina mnoziny N mohutnosti p,
H;je mnozina &isel, ktoré st v mnozine H¢ na j-tom mieste: H; = {h}, ..., hf}
pre j=1,...,p. € = e;,{ VAN eﬁ;;, em, = ep @ ... @ ef. Pri takomto
oznadeni w(ey, A ... A\ ey) = e @ ... ® ef. Teraz modieme sformulovat

vetu, ktorej dokaz je celkom bezprostredny:

Veta 5. Ak p je menie alebo rovné n, modul ET(M) md bdzu tvorent prokami
fe, N oo A ey}, kde Hi st vdetky podmnoZiny mohutnosti p mnoZiny N.
Ak p > n, EL(M) = {0}.



Dokaz. ak,(M)=E)NV1)® ... E¥(Vy) mé bizu tvorent tenzormi
@ ... @ ek, Preto {m e}y ® ... ® ebn)} = {em, A ... Aew,} je Dbéaza
EZ;(M) Ak p > mn, Ez(Vi) = {0}

Désledok. E7(M) md dimenziu (3% . EY(M) je jednorozmerny a md bdzu

Al eh ®...0&) =E@AR..QNN ... AR ... ).

4. V tomto odseku definujeme determinant priestorovej matice podobnym
sposobom, ako je to v [1] pre dvojrozmerna maticu a uvedieme niektoré iné
charakteristické vlastnosti priestorovych determinantov.

Nech U = |ju; ; _;ll je (k 4 1)-rozmernd matica rddu n, V1= ...V, =7,
{e;} je zvolena baza vo V a T = (t1,...t) dand signattra. Nech wu; =
= > U i ®...Qe,eVk = M Tenzor u = @ u2 ® ... ® uy urdu-

[

je jednozna¢éne maticu U. Budeme hovorit, ze U je asociovand s tenzo-
rom . Potom EZ(M) mé rozmer 1 a bazu e...1 A ... A és...n. Preto
U1 A ... A\ %y je nasobok uvedeného vektora bazy.To je motivom nasledujtcej
definicie:

Definicia 2. Determinant signatiéry T priestorovej matice U je &islo DT (U)
definované vztahom:

U N .. N\ Uy = DT(U) .e1...1 A ... ANéen..onn.
Zrejme potom plati vztah, ktory budeme dalej pouzivat:

s A ... A up) =DT(U) .en® ... ® en-
Priklad. Nech n = 2, T = (1,1).

U1 = wnien -+ Uneelz -+ Wizl + Uigess, U2 = Umienn + Uiz +
+ uasiear + usooeon. Potom wr A uz = 2 wij(ei ® €) A D, uzim(er ® em) =
]

ILm

= > wguam(e; @ &) A (a1 ® em)- alur A wg) = 2 wigzm(er N e)) ®

i,7,l.m 1,5,0,m
® (sz A em). Ak i =1 a j=m, si odpovedajtce él]eny siétu rovné nule.
Preto mm(ur A u2) = uinugs(er A e2) ® (e1 A e2) + wisusai(er A e2) ®
® (e2 A e1) + wziusiz(ez A e1) @ (e1 A e2) + uizausiifez A e1) @ (e2 A e1) =
= (U112 — U112U221 — Ui21U212 + UreaUen1) (€1 A\ e2) ® (ex A e2) . DT(U) =
= U111222 — Ul12U21l — U121U212 ~+ U122U211 -

Z definicie nadjdeme Iahko explicitné vyjadrenie DT(U). w(ur A ... A\ %p) =

= n(ZulHleHI A ... /\ZunH,, . eH,,) = 7'[( z UIH, -+ UnHa - €H, /\ ... A eHn)
H, Ha ' H,,..H

= > Uwn ... Unn,-r @ ... ® en". e je nenulovy len vtedy, ak Hi je
H,..Hn

permutaciou mnoziny N a v tom pripade ey’ = o(H/)t . exy. Odtial z(ur A
Ao Aug) = > o(HYa ... o(HNsuypy ... pmeny ® ... @ ex.DT(U) =

... H»
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= > o(HYu ... o(HE) . wap, ... Unn,, kde sa séituje cez vSetky permutdcie

Hi H*
mnoziny N.

O polylinearnej forme fna M X ... X M (i o linearnej forme, ktora forma f
indukuje na M» = M ® ... ® M a ktort budeme tiez oznadovat f), budeme
hovorit, Ze ma signatiru 7', ak pre 21 & ... @ xp € NT (M) f(x1, ..., Xy) = 0.

Ak polozime DT(uy, ..., %up) = DT (1 ® ... ® up) = DT(U), tym definu-
jeme formu na M X ... X M, ktort budeme oznadovat DT. O tejto forme
plati veta 6.

Veta 6. Zobrazenie DT je polylinedrna forma na M X ... X M signatiry T.

Doékaz. z(ur A ... A (ews -+ Pvi) A ... A un) = DT(u, ... cu; +
+ iy un) e ® ... ey, Ale w(ur A ... A (cwi + Pvi) A .. A up) =
— om(ur A .. A w A oo A un) + Bl A oo A v A el A Up) =
= (DT(w1, ... Uiy oo un) + DT(u, .. viy o up)) - (exv @ ... @ en), z &oho je
zrejmé, Ze forma D? je polylinedrna. Ak u; ® ... ® uy patri do N¥(M), tak
W A .o A up =0, teda 0 = DT(uy, ..., un) . (ex ® ... ® exy) a teda
D%(uy, ..., uy) sa musi rovnat nule.

Uvedena vlastnost charakterizuje formu D”, ako ukazuje nasledujica

Veta 7. Ak f je polylinedrna forma na M X ... X M signatiry T, tak
flur, ... up) = ADT(uy, ..., un) (A patri do K).

Doékaz. Uvazujeme f a DT ako zobrazenia M» do K. Pretoze sa anuluju
na NI(M), existuji zobrazenia fa D také, ze f = f. y*a DT = D . y7. Pretoze
f a D zobrazuji jednorozmerny modul EX(M) do K, existuje také 1, ze
f= AD. Preto f = fyr = ADy* = AD.

Pre 21®...®02,€V a t;, = 0,1 nech Dt (21,...2,) je determinant pre
t; = 1 a permanent pre {; = 0 dvojrozmernej matice, ktorej riadky st 21, ... z5.
Dt je linearna forma na V» signatiry ¢;. Tenzorovy saéin foriem Dt : D ®
® ... ® Dt je linearna forma na V2 ®...® V7. Pomocou izomorfizmu
p:Mnm» na V2 ®...® V» definujeme linedrnu formu AT na M7 : AT (w1 ®
... Qup)=DH® ... ® Di) . p(u1 ® ... @ uy). Pritom plati:

Veta 8. Forma AT md signatiru T'.
Dokaz. Nech u = 1 ® ... ® %, € NE(M). Potom gu patri do I'T, a teda
je suétom prvkov tvaru y1 ® ... ® yk, pritom existuje ¢ také, ze y; € Nt( V).

Preto [Dt1® ® Dtk] . [yl @ ®yk] = Dt (?/1) . Dt. (yz) ... Dt (yk) = 0.
Preto DT = A47T. Pretoze DT(e1...1®...®@ DI,..;,) =1 a AT(e1...1®

® ... Ren...un) = Dhle1) ® ... D en) ... Di(e1 ® ... ® e,) = 1, 2 sa musi rov-
nat 1, a tym je dokdzany

Désledok. DT (uy, ..., us) = (D4 ® ... @ D) . g(uy ® ... @ ua).
Uvedieme eSte dve charakteristiky formy D7
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Pre tenzor x € M» definujeme jeho 7T-symetrizaciu a”x nasledovne:
aTex = ¢~ (a, ® ... ® ar)px]. Ak « patri do NT(HM), geelT a teda je
sutom tenzorov tvaru y; ® ... ® ¥, pridom existuje ¢ také, ze y; € Nt (Vy).
Preto (@, ® ...Qa.) 1 Q@ ...Quk) =, 11 @ ... R ¥ ® ... ® as Y =0,
preto aTx = 0. Ak f je polylinedrna forma na M X ... X M, (linedrna forma
na Mn), formu aZfna M X ... x M (na Mn) definovant vztahom (aTf)(z) =
= f(aTx), pre x € M», nazvime T-symetriziciou formy f. aZf mé signatiru 7'
pretoze (aTf)x = f(aTx) = f(0) = 0 pre & € NT(M). Nech fi je forma na V¥
definovand vztahmi: fi(e;, ® ... ® en,) = fi(ew) je rovnd jednej, ak H =
= {i, ... 1}, ind¢ je rovné nule. Potom formu DT charakterizuje nasledujtica

Veta 9. Forma DT je T-symetriziciow formy f:

f@r, ..., x,) = fi 1) . ... fo(xn), xi€ M.

Dokaz. Nech ¢f je forma na V2@ ... ® Vr definovand takto: (¢f)(y1 ®
® ... @ k) = [l _1J1® -®yr)). Alebo: f(21® ... ® @) = (¢f) [p(a1 @
@@z (Nev® ... @en] = fllla®... @)@ ...0M(x®...®

X ep) = 1.
@Tf) (@1 ® ... ® ¥1) = flaT(x; ® ... ® xx)] = flaT > 1w, ... Tntn- e, @
H,." Ha
®...Qew,)] = Z le; . TnHy - f[aT en, @ ... Xen,)] = Z Y1H, - TpH, X
. Ha

X (¢f)aT(en, ® ® en,)] = Z 1, - Tam, X flagem ® ... @ aged) . acen
Ha

je nula, ak mnozina H? m dva rovnaké prvky. Preto (aTf) (x1 ® ... ® xy) —
= > (@, - %) f( 2 0(0)eon, ® ... ® Z (0)tesrs*).

H,...Hn ceSnh
Forma f je nenulova (a rovnd sa jednej) len vtedy, ak ¢cH! = N a pre tito

permutaciu o : o(6) = o(H?). Preto
@Tf) (@1 ® ... @ ) = > o(HY)n ... o(HF)rarp,. .. Xyn, = DT(21, ... ), kde

HiTH
sa séituje cez vSetky permutacie H/ mnoziny N.

m-ty rez orientacie « = 0,1, ... k, (k 4 1)-rozmernej matice U je k-rozmerna

matica Uj, = ||[ui,,,...4l|, pricom ¢ = m. Kazdému rezu U;, mozno jedno-

znadéne priradit tenzor z Uiyt - €y X oo @ €, ® €y, ® ... ® e, ktory
Tg.ne ik *

oznatime tiez U;,. Matica U je zrejme urcéend udanim jej vSetkych rezov nie-
ktorej orientécie.

Ak f je forma na M X ... x M, nech pre yi,...yn€M f* (41, ... Yn) =
= f(x1, .. , pritom x1, ...z, si rezy orientdcie 0 matice X, ktorej rezy
orlentame o s g Jl, ... Yn. Zrejme fo(y1, ... yn) = f(y1, ... yn). Budeme hovorit,
ze forma f m4a na rezoch orientécie « vlastnost V, ak forma f* ma vlastnost V.
Pre formu DT plati:
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Veta 10. Forma DT je polylinedrna na rezoch vsetkyjch orientdcii. Na rezoch

orientdcie o = 1, ...k je t-symetrickd, na rezoch 0O-orientdcie je XT = t-symet-
rickd.

(Poznamenajme, ze O-symetrickd znaéi symetrickd v obvyklom zmysle,
1-symetrickd ma vyznam — alternujica.) Uvedend veta (v inej formulacii)

je dokazana v [3]. NaSou ulohou je dokazat, Ze uvedend vlastnost charakteri-
zuje formu DT. Presnejiie: dokazZeme, Ze plati:

Veta 11. Nech f je forma na M™ polylinedrna na rezoch vsetkiyjch orientdcit,
ta-symetrickd ma rezoch orientdcie o pre o =1,..., k. Potom f= ADT, kde
T = (t,...tr).

Dékaz. Z linearnosti formy f vyplyva, Ze ak niektory rez matice asociovanej
S M ® ... ® up je nulovy, tak flug, ... un) = 0. flur ® ... ® up) =
:f(gulyl e, ® ... ®;unm . eH.) ———f(HZHulH1 e Unin - (e, ® ... RDem,)) =
— Zl UIH, +-- UnH, .f(eH': ® ... Q em,). Ai{ rr;noiina H* mé aspon dva rovnaké

HyHn
prvky, potom existuje ¢islo m € N také, ze m € H*, a preto v matici asociova-

nej s tenzorom ey, ® ... X en, je m-ty rez orientdcie o nulovy a flex, ® ... ®
® en,) = 0. Preto forma f ma nenulovi hodnotu len vtedy, ak H* st per-
mutacie mnoziny N. Vymenou rezov orientacie « mozno docielit, aby H* = N
(prirodzene usporiadanej), priéom sa iba moze zmenit znamienko formy, ak
orientécia je alternujuca (fo = 1). Ak urobime také vymeny pre rezy vietkych
orientdcii « = 1, ... k, dostaneme:

fa ® ... @ua) = > o(H" ... o(HE) . wap, ... Una fle1.1® ... ® €n..n) =

H,..Hn
— ADT(uy, ..., u).

Nech U = |ju;,...s]| je k-rozmernd matica radu » asociovanid s tenzorom
M ... 0upeMr = Vi1®...® VFL T nech je signatira {f1,..., _1}.
Matici U mozno jednoznaéne priradit tenzor U = Z Uiy i - (€5, D ... & ewn)

T lic

z M’ — VE. Potom DT je forma na M’. Dokazeme, Ze pre nu plati nasledujica

Veta 12. Existuje polylinedrna forma f na M' X ... x M’ signatiry T' =
— (ST, th, ..., tea) takd, e DT(U) = f(U, ..., U).
Dokaz. Nech U A ... A U patri do EX'(M’). Potom m(U A ... A U) =

DU, ..., U).(ex® ... Deny) = DT(U) .exn®...Rey, kde U je
(k + 1)-rozmerna matica asociovand s tenzorom U ® ...% UeM'm: Na
druhej strane: U A ... AU = > unm -enm N oo N D Uil - €ty =
i H, inHn
= Z Ui H, -« WinHo (€6, H, N\ --. N CinHa)-€0H, N\ --. A\ €, je mnenulovy len
1,1
vtedy, ak I = {i1, ... ¢} je permutdciou mnoziny N a v tom pripade je rovny
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o(I)*Teig, A\ ... N enkn = €1k, \ --- A\ €uk., Pretoie > T' = 0. Teda
(U A oo AU)=0!D Uik, . Unka) U5 A oo A Car,) = 0! 2 ik, .

K,..Kn K,...Kn

o Unka - (€. @ep1® ... @ exr) =n! . DT(u1, ... uy) . (exv @ ... ® ex).

1 1
Preto DT(U) = DT(u1, ... Un) rﬁ(DT'(U, .. 0)) Z—'DT (#). Forma f =
n! n!

= —1—' - DT na M’ x ... X M' je hladanou formou.
n!

5. Nech U = |y, ...4. je (k + 1)-rozmernd matica rddu n, M, N1, ... N*
st podmnoziny mohutnosti # mnoziny N, prirodzene usporiadané. Potom
determinant signatury 7' (k + 1)-rozmernej matice ||u;, .../, kde i€ M,
in€ N je minor matice U radu % a signatiry 7. Oznatme ho Ujj . .
Vzhladom na definiciu determinantu plati:

Uﬁv,[’Nlme . (61\'1 X ...x® eN") = Z Um,I, -+ umhl,,(ep ® e ® 61’“), kde Ix su
... Tk

vietky permuticie mnoziny No. Pojem minora nadm umoznuje uréit sirad-
nice u1 A ... A unz EX (M), lebo: uy A ... \ up = Z wr, - wnner, A\ ... N\

I,.

A en), m(ur A ... A un) = Z gt (e @ ®€1k), kde I si per-

mutacie vietkych podmnozm N o mohutnosti A mnoziny N. Preto zz(us A ... A
A un) = > ( Z e @ - @ ert)), kde sa stituje cez vietky pod-

1\71 Nk Il
mnoziny N* mnoziny N a vSetky permutécie /* odpovedajicich mnozin Na.
Odtial dostaneme:

a(ur A\ ... A up) Z Ufvoone-(ext ® ... ® ex®), kde H je mnozina
Al
{1, 2, ... h}. Vysledok mézeme sformulovat takto:

Veta 13. Sdradnice wy A ... \ up € By (M) v baze {en, A ... A\ en,} st rovné
minorom Ul o ye, kde U je matica asociovand s tenzorom w1 @ ... ® up.

Nech je u linedrne zobrazenie V do M a > T = 1. Potom Ej(u) je linearne
zobrazenie (V) do Ef(M) . Ef(u) e = uep, A ... \ Uen, =1 A ... A\ tp =
= > Uphyoxe-(en, A ... A en,). Teda plati

NLNE

Veta 14. Maticou zobrazenia Ej(u):ELV) do ET(M ) v bdzach {eu} a
{ex, \ ... A en,} je (k+ 1)-rozmernd matica ||U ,”, s, ktorejy proky si
manory rddu p matice U zobrazenia w.
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K TEOPHNI IIPOCTPAHCTBEHHBIX OIIP EAEJIUTEJIEN

Buaesam Xsax
Pesniome

ITycTte M—rteH30pHOE Mpou3BefieHHe MoxyJeit I'1, ..., I'x. B cTaThe moKkazana KOHCTPYKI{UA
HeKoTopoit anredpsl ET(M), woTopylo aBTop HaswiBaer 7-BHemmHei aare6Gpoit momyast M,
H JTOKA3aHH HEKOTOPHEIe ee OCHOBHEIE CBoiicTBa. C ee TIOMOIIBIO AAHO OIpefesielite OTpe/eii-
TeJIA MPOCTPAHCBTEHHOIT MATPUIIHL.

Hanee pmokaszaH psAJ CBOWCTB, XapPaKTepU3YIOLINX OIpeeNuTeNb NPOCTPAHCTBEHHOI
MaTpHIBL KaK moauangeiinyio gopmy DT, u3 KOTOPHIX YIOMAHEM JHINb CIeAyioliee:

Teopema. Ecau f noauwauneiinas fopsa cuenamypwr T na M X ... X M,mo f = ADT
(A MPMHANIEHKIIT OCHOBHOMY IIOJIIO).

Joxrazanbl Tak#e JBe TEOPEMH, IOKA3LIBAIOLIIEe TeoMeTpUYeCKOoe B3HAUEHIIE MUHOPOB
TPOCTPAHCTBEHHOIT MATPIIIBL.



		webmaster@dml.cz
	2012-07-31T16:23:20+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




