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MATEMATICKY CASOPIS
ROCNIK 20 1970 cisLo 1

RAUMANSPRUCHLICHE KREISPACKUNGEN
IN DER EUKLIDISCHEN EBENE

ERNEST JUCOVIC, Kosice

In der cuklidischen Ebene sei eine Menge {A;} von paarweise disjunkten
offenen (,,schwarzen®) Linheitskreisscheiben so eingelagert, dass eine jede
dieser Kreisscheiben A; durch cinander disjunkte (,,weisse*’) Kreise k1. ko>
« o kip mit Halbmesser o1, ..., 0m,m > 1, von aussen berithrt wird. Dic
,weissen Kreise Ly, ..., kim, die einen . schwarzen Kreis A, berihrer .
wollen wir als Raumanspruch des Kreises A, bezeichnen. Dabei miissen nicht
aumanspriiche von zwei verschiedenen ,,schwarzen Kreisen ecinandet
disjunkt zu sein. Diese Packung  wir werden sie ravmanspriichlich nennen
wurde von J. Molnar eingefithrt; in [2], [3] hat er die maximale Dichte der
schwarzen® Kreise in raumanspriichlichen Kreispackungen auf allen Flichen
Lonstanter Kritmmung, also auch in der hyperbolischen Ebene und aut der
<phirischen Fliche, studiert. Eben die Lagerungsdichte der ,,schwarzen
Kreise wird als Dichte der betrachteten raumanspriichlichen Kreispackung
bezeichnet. (Bekanntlich wird als Dichte des in der Ebene liegenden Kreis

2K K(r) )
systerus {N;} dic Zahl lim bezeichnet, wo K(r) bezw K; den

=0 K(r)
Inhalt eines in derselben Ebene liegenden Kreises mit Halbmesser » bezw
des Kreises A; bedeutet.)

Unter anderem gibt J. Molndr eine sehr gute obere Schranke fiir die maximale
Dichte einer Packung an, bei der der Raumanspruch aus einem Kreis, besw.
aus zwei kongruenten Kreisen besteht. Er zeigt, dass einige der homogenen
Kreispackungen die obere Schranke erreichen, andere schitzen gut die n axi-
male Dichte von unten ab. Eine explizite Formel fir die maximale Dichte

on Packungen, bei denen der Raumanspruch aus mehr als zwe Krisn
der aus zwel inkongruenten Kreisen besteht, wurde bisher nicht publiziert.

Im unserem Satz 1 geben wir eine obere Schranke fiir die Dichte von rauman

prichlichen Packungen in der euklidischen Ebene, bei denen jeder Kreis d
Yaumanspruches einen Halbmesser > 1 hat (Der Raumanspruch besteht



dann aus hochstens sechs Kreisen.) Fiir m = 1 ist unsere Schranke eine direkte
Folge eines Satzes von Molndr [2]. Bei einigen ¢ stimmen beide Schranken
iiberein, im allgemeinen ist die unsere fiir m = 1, 2 grober als die von Molnér.
— Im unserem Satz 2 werden wir von unten die maximale Dichte einer solchen
Packung abschétzen, bei welcher der Raumanspruch aus einem Kreis mit
Halbmesser ¢ > 1 besteht. (Mit den in [2] enthaltenen homogenen Packungen

ist dies fir o < 22 — |/3. (2 + |/3) — 1 getan.)

Satz 1. Sind in der euklidischen Ebene wenigstens drei ,,schwarze ‘‘Kinheits-
kreise so eingelagert, dass ein jeder einen aus m = 1 ,weissen' Kreisen mit

Halbmesser o1, ..., om, 0i = 1, bestehenden Rawmanspruch besitzt, dann gilt fir
ihre Dichte

7
(1) = — m
a4+ u+ > {|/o} + 20; — arcsec (1 + 1)}
1
6z — 6 > arcsec (1 + g;)
wo u = |—— ! st .

JT

Beweis. Es sei K(0;1) ein ,,;schwarzer Kreis mit Mittelpunkt O und
Halbmesser 1, dessen Raumanspruch die Kreise ki(Ci; 1), ..-) km(Cm; om)
sind. Dann ist arc sec (1 + p:) die Grosse des Winkels <t C;ST';, wobei 7T'; den
Berithrungspunkt der Tangente aus C; zum Kreis K bedeutet. Ist 7; der
Berithrungspunkt der zweiten Tangente aus C; zu K, dann ist {Vg? + 20; —
— arc sec (1 4 g;)} der Inhalt des Flichenstiickes, das durch Entfernen des
Sektors T,0T; des Kreises K vom Viereck O, T,0T; entsteht; wir wollen dieses

Flachenstiick kurz das zum Punkt C; oder zum Halbmesser g; gehorende
5]

1 T 2 -
,,Miitzchen‘‘ nennen. g (2 V 3 — 2) ist der Inhalt des zum Halbmesser ; 1 3

— 1 gehérenden ,,Miitzchens.

Einem jeden Punkt O; eines Punktsystems {O;} in der Ebene lisst sich
folgend ein Teil der Ebene, die Dirichlet’sche Zelle des Punktes O;, zuorduen:
In der Dirichlet’schen Zelle des Punktes O; liegt ein jeder Punkt der Ebene,
dessen Abstand von einem jeden Punkt O; & O; des Systems grosser ist als
von O;. Ist das System {0;} nicht abgeschlossen, dann sind die zu diesem
System gehérenden Dirichlet’sche Zellen konvexe Polygone, die die Ebene
in eine Mosaik teilen (5. z. B. L. Fejes Téth [1]). Der Beweis unseres Satzes
wird so fortgefithrt, dass die Ebene in Dirichlet’sche Zellen zerteilt wird, die
den Mittelpunkten O; der ,,schwarzen‘ Kreise unserer raumanspriichlichen

4



Packung zugeordnet sind ; dabei wird gezeigt, dass die Dichte eines ,,schwarzen'
Kreises in seiner Dirichlet’schen Zelle nie grosser ist, als die rechte Seite in (1),
dass alse Jer Inhalt keiner der betrachteten Dirichlet’schen Zellen kleiner
als der Menner in der rechten Secite von (1) ist. (Offenbar ist jeder Kreis in der
Dirichlet’schen Zelle seines Mittelpunktes enthalten; wir koénnen also von
Dirirhl. Zellen, die den Kreisen zugeordnet sind, sprechen.)

Weiter, der Mittelpunkt eines ,,weissen‘‘ Kreises » aus dem Raumanspruch
cines gewissen ,,schwarzen‘ Kreises K ist entweder innerer Punkt der Dirich
let’schen Zelle des Kreises K (wenn x zu keinem Raumanspruch eines Kreises
K’ £ K gehort), oder gehort er zum Abschluss seiner Dirichlet’schen Zelle
und ist ihr Eckpunkt (wenn x auch zum Raumanspruch eines Kreises K’ + K
gehort).

Ifar m 1 ist unsere Behauptung im folgenden Satz von Molndr enthalten
([2] nicht wortliche Formulierung): Sind in der euklidischen Ebene wenig
stens drei ,,schwarze* Einheitskreise so eingelagert, dass ein jeder als Rau-
manspruch einen Kreis mit Halbmesser ¢ > ; V‘% 1 hat, dann ist ihre
Lagerungsdichte

44

H"(l; ; ]/3;@+1)

2
woll (l; ) l/3;9+l) den

I'A

Inhalt eines folgend konstru-
ierten, den Kreis £(S;1) ent-
haltenden, konvexen Polygons
XYA:...Z bedeutet (Abb. 1):
Aus cinem

Abb. 1



Punkt X des Kreises ki(S; 1 4+ p) werden Tangenten des Kreises & gefuhrt,

By )
ihre Schnittpunkte mit dem Kreis k»|S; R ]/3 sollen die Punkte 1Y, Z secin

Die Punkte 4., ..., Ay liegen am Kreis k2, wobei die Strecken Y, A1ds, ...
AaZ moglicher weise mit Ausnahme der Strecke .147 den Kreis k be
rithren.

m

m = 3. Dann ist Z arc sec (1 p:) 2 @. Gleichheit erfolgt hier nur fiu
1

m 3,00 92 p3 L. In diesem Falle konnen alle Seiten des Dreiecks
("(sC3 den ,schwarzen Kreis A(O; 1) berithren, wobei €y, Cs, 3 Mittel-
punkte der ,,weissen‘ Kreise des Raumanspruches des Kreises A sind. Dann
¢leicht der Inhalt des Dreiecks C,C2C3, das ein Teil der Dirichlet’schen Zelle
des Kreises K ist, der Summe des Inhaltes des Kreises A und der Inhalte
der zu den Punkten O, 7 1, 2, 3, gehorenden ,,Miitzchen®.

Oder hat irgendeine der Seiten des Dreiecks ('10:C3 keinen gemeinsamen
Punkt mit dem abgeschlossenen Kreis K; das folgt auch fur jedes m 3

’
m

also > arcsec (1 + gi) > z; allerdings ist 0. Es seien k1(Ci: 1), ka(Ca: 02)
1

zwel benachbarte ,,weisse Kreise des Raumanspruches von A(O:1). Wir

beweisen zunichst die Existenz des Berithrungspunktes 71 bezw. T der

Tangente 177 bezw. CoT2 zum Kreis K im konvexen Winkel <t C,0(,

Abb. 2



Bereichnen wir mit Sy bezw. S: den Schuittpunkt der Gerade ('1Bs bezw
([ mit K, wo By bezw. B2 der Berihrungspunkt der Kreise ky, K bezaw
ky. K ist (Abb. 2). Sei t; diec zum Punkt By gehérende Tangente des Kreises
k. K* sei das Spicgelbild von K im Bezug aut ¢ Da oy 2 1 st und £y, L2
disjunkt sind, gilt C,0* > (%0, wo O* der Mittelpunkt von K* ist. Folglich
licgen der Punkt (p und der Kreis A aaf derselben Seite von #; und deshalb
licet der Punkt Sz im Winkel <¢ ChOC,. Da aber 75 innerer Punkt des im
Winkel (0C; liegenden Kreisbogers 318 ist. liegt T im Winkel <2 G10(%
In dhnlicher Weise ergibt es sich, dass auch der Punkt 7) ita Winkel § (00,
licgt.

Das Dreicck 0010, moglicherweise ohne der Strecke (7, gehort zur
Dirichlet'schen Zelle des Kreises A Iis sci (7 der Schnittpunkt der Geraden
"1y, Ty und M;(i 1. 2) der Schnittpunkt der Gerade (7 mit der Tan-
aente f; (Abb. 3).

Da T innerer Punkt des Winkels - 00y ist, gilt (7, < T:M;

iy M@ 1, 2). Deshalb ist der Inhalt des Dreiecks 14T kleiner
als der Inhalt des Dreiecks C1UC,. Deshalb ist der [nhalt des Mengenunter-
schiedes des Dreiecks C1C020 und der Kreisscheibe A grosser als die Summe
der Inhalte ciner Hilfte des ,,Miitzchens® des Punktes (', und einer Halfte
des . Mutzchens' des Punktes Cs. Dasselbe gilt iiber alle solche benachbarte
Punktpaare (';, ¢; 1, bei denen die Strecke (4,0, den Kreis A nicht schneidet

Auch wenn z. B. die Strecke Ci("y den Kreis A schneidet gehoren die
Mitzehen® der Punkte 'y, Co zur Dirichlet’schen Zelle des Kreises K, da




diese Zelle konvex ist, den ganzen Kreis K enthilt und €y, Cs ihre inneren
Punkte oder Randpunkte sind.

o

2 7
m — 2. Die Fille, bei denen = — > arc sec (1 4 ¢;) < o ist, werden analog
1

wie oben erledigt. Fiir die iibrigen Falle betrachten wir den minimalen Abstand
CO eines Eckpunktes C der Dirichlet’schen Zelle vom Mittelpunkt O des in
ihr enthaltenen ,,schwarzen Kreises K. Da ein jeder Eckpunkt wenigstens
fiir drei Zellen gemeinsam ist, wird der Abstand CO dann minimal, wenn (’
gemeinsamer Eckpunkt von Zellen ist, die drei einander beriithrenden ,,schwar

2
zen'’ Kreisen zugeordnet sind, d. b. 3 1/3.

n—jarcsec(l + 0:)
L

Wenn — 1, folgt (1) daraus, dass jede Dirichlet’sche
4

6
Zelle wenigstens drei Iickpunkte hat und ausser dem ganzen Kreis A und
zwei ,,Mitzchen von Punkten in Entfernungen 1 + g1, 1 + g2 vom Mittel
punkt des Kreises K noch wenigstens ein ,,Miitzchen enthilt. Der Inhalt

1 . 6n—6§arcsec(l.+gi)
dessen kann aber nicht kleiner als 5 (2 1/3 — 2) sein. !
7
= 2 hommt nur bei g1 — g2 = 1 vor. Eine einfache Uberlegung zeigt, dass
der Inhalt der viereckigen Dirichlet’schen Zelle in diesem Falle nicht kleiner
als der Nenner auf der rechten Seite von (1) ist und dass der Inhalt jeder
anderen Zelle diesen Nenner iibertrifft. Damit ist Satz 1 bewiesen.
Gleichheit in (1) erfolgt in diesen Fallen: m = 1, o = 1, die Mittelpunkte der

Abb. 5



,schwarzen® Kreise sind Eckpunkte der archimedischen Mosaik (3, 3, 3, 2, 6)
(Abb. 4); m — 2, o1 = g2 = 1, dic Mittelpunkte der Kreise sind Eckpunkte
der archimedischen Mosaik (3, 6, 3, 6) (Abb. 5); m = 2,

o=o—2)2- |3 . 2+)3 -1,

die Mittelpunkte der Kreise sind Eckpunkte der archimedischen Mosaik
(3, 12, 12) (Abb. 6); m — 3, g1 = g2 — p3 = 1, die Mittelpunkte der Kreisc
sind Eckpunkte der reguliaren Mosaik {6, 3} (Abb. 7).

Satz 2. Sind in der euklidischen Ebene wenigstens drei Kinheitskreisc so
eingelagert, dass ein jeder als Raumanspruch einen Kreis mit Halbmesser o = |
Lat, dann ist thre maximale Dichte

s 3ka
T .3
T .
wo I c o e+ 12+ |3 e+ 20 ist.

6 arc cosec (1 + )

3kx
Beweis. Die folgende Kreispackung liefert die Dichte l/ : Die Mittel
.3

Abb. 8



punkte der ,.weissen‘ Kreise sind Eckpunkte der reguliren Mosaik {3. 6}, deren
Kanten die Liange 2|/ 6 haben. Die Mittelpunkte der ,,schwarzen® Kreise sind
Kckpunkte regulirer 6k-Ecke, wobei die 6k-eckigen Krinze um benachbarte
.weisse Kreise ineinander fallen (Abb. 8 fir & 3).

Bemerkung. Es liegt die Vermutung nahe, dass im 2. Satz Gleichheit fiir

7
alle p eintritt, fir die  durch 3 arccosec (1 4 o) teilbar ist. I'iir die ubrigen
2

-

Werte von o ist eine Verbesserung der Abschitzung moglich.
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