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Matematický časopis 23 (1973), No . 1 

DISKONJUGOVANA A NEKRITICKÁ KOMPLEXNÍ 
DIFERENCIÁLNA ROVNICA 

RUDOLF ZIMKA, Žilina 

V práci budeme vyšetřovat diferenciálnu rovnicu 

(Q) w = Q(t)w, 

ktorej nosič Q(t) = Q±(t) + iQ^(t) je komplexná funkcia réálnej premennej, 
spojitá na otvorenom intervale j = (c, d), c, d eE\. 

Ďalej budeme symbolom [a, b] rozumieť nějaký podinterval intervalu j . 
Uzavretý interval označíme (a, &>, polootvorené (a, b) a (a, b}. 

Deíinícia. Diferenciálnu rovnicu (Q) nazýváme diskonjugovanou na intervale 
[a,b], ak neexistuje netriviálně riešenie diferenciálnej rovnice (Q), ktoré má na 
intervale [a, b] viac ako jeden nulový bod. 

Diferenciálnu rovnicu (Q) nazýváme nekritickou na intervale [a, b], ak ne­
existuje netriviálně riešenie diferenciálněj rovnice (Q), ktoreho derivácia má na 
tomto intervale viac ako jeden nulový bod. 

V prvej časti práce odvodíme postačujúce podmienky pre diskonjugovanosť 
diferenciálnej rovnice (Q) na intervale [a, b] porovnáním nosiča Q(t) s nosičom 
q(t) rovnice (q), diskonjugovanej na rovnakom intervale. V druhej časti od­
vodíme postačujúce podmienky pre to, aby diferenciálna rovnica (Q) bola 
na intervale [a, b] nekritická. 

V dókazoch viet použijeme centrálně disperzie prvého druhu, zavedené 
O. B o r ů v k o m (pozři [1]), ktoré hovoria o rozložení nulových bodov riešení 
diferenciálnej rovnice 

(q) y" = ? ( % , 

ktorej nosič q(t) je spojitý a záporný na intervale j , ďalej výsledky, dosiahnuté 
v práci J . K r b i l u (pozři [2]) pre kvadratické funkcionály 

(/) f(u)=^ f (u'* + q(t)u*)dt. 
a 
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1. Postacujúce podmienky pre diskonjugovanosť 

Symbolom (Q) [(q)] budeme rozumieť aj dvojrozměrný lineárny priestor 
riešení diferenciálnej rovnice (Q) [dif. rov. (q)]. Prvé centrálně disperzie prvého 
druhu označíme (p(t). Připomeňme, že ide o funkcie spojité a rastúce, a ak 
y(t) G (q) je také, že y(a) = 0 = > y[(p(a)] = 0 a y(t) -^ 0 pre všetky t e (a, (p(a)). 

Nasledujúce lemy budu potřebné pri dókazoch viet. 

Lema 1. Ak b e (a, (p(a)), tak funkcionál (f) na přípustných funkciách splna-
júcich okrajové podmienky u(a) = u(b) = 0 je kladný (Veta 7 práce [2]). 

Lema 2. Nech b = (p(á) a nech u(t) je přípustná funkcia funkcionály (f), 
spínajúca okrajové podmienky u(a) = u(b) = 0. Potom funkcionál (f) je ne­
záporný a na prípustnej funkcii nadobúda hodnotu nula právě vtedy, ked je tá 
na intervale (a, b> rovná skoro všade riešeniu y(t) diferenciálnej rovnice (q), 
ktoré spina okrajové podmienky y(a) = y(b) = 0 (Veta 3 práce [2]). 

P o z n á m k a . V tejto práci ,,rovnosť skoro všade" rozumieme v zmysle 
Lebesguovej miery. 

Lema 3. Nech komplexná funkcia reálného argumentu Q(t) = Qi(t) + iQ2(t), 
Q2(t) ^k 0, a reálna funkcia q(t) sú spojité na intervale j . Nech w(t) = wx(t) + 
+ iw2(t) e (Q), w(t) Ê E 0. Potom zlozky w±(t), w2(t) nemózu byť súcasne riešeniami 
tej istej diferenciálnej rovnice (q) (Lema 3 práce [3]). 

Veta 1. Nech komplexná funkcia reálného argumentu Q(t) = Qi(t) + iQ2(t) 
a reálna záporná funkcia q(t) sú spojité na intervale j => (a, b>. Nech funkcia 
(p(t) je definovaná pre všetky t G (a, b). Ak b = (p(a), a ak existuje reálna kon­
stanta y taká, ze pre všetky t G (a,b) platí nerovnost 

(i) Qi(t) + yQ2(t)^q(t), 

tak je diferenciálna rovnica (Q) diskonjugovaná na intervale (a, b) a na inter­
vale (a, by. 

D ó k a z . Predpokladajme, že diferenciálna rovnica (Q) nie je na [a, b] 
diskonjugovaná. Teda existuje w(t) = wi(t) + iw2(t) G (Q), w(t) ^ 0 a reálné 
čísla h,t2e [a, b], t\ < h také, že platí 

(2) w(h) =w(t2) = 0. 

Integrujme per partes v medziach od h do t2 diferenciálnu rovnicu (Q), 
vynásobenu funkciou w(t) = w±(t) — iw2(t). Dostaneme 

(3) [ww'] — f (\w'\2 + Q \w\2) dt = 0. 
h h 

Výraz v zátvorke na základe (2) je nulový. Rozložme vzťah (3) na reálnu 
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a imaginárnu časť, násobme imaginárnu časť konstantou y a sčítajme ju s reál­
nou zložkou. Dostaneme vzťah 

í\\w'\2 + (Qi + yQ2)\w\*]dt = o, 
ti 

z ktorého vzhladom na předpoklad (1) dostáváme nerovnost 

(4) J (|ti/|2 + q\w\*)dt^ 0. 
ti 

Z (2) máme: 

(5) Wi(t1)=wi(h) = 0, i = 1,2. 

Vezmime najskór případ [a, b] = (a, b), t . j . a fg h < h < b, teda he 
e (h, b) c: (h, (p(h)), a podlá tvrdenia lemy 1 je funkcionála (/) na přípustných 
funkciách (5) kladná, teda platia nerovnosti 

(6) f(w^ + qw2
i)dt}0, i = 1,2. 

ti 
leh sčítáním dostáváme nerovnost 

(7) f(\w\* + q\w\*)dť)0, 
ti 

ktorá je v spore s nerovnosťou (4). 
V případe [a, b] = (a, 6> máme opáť h e (h, <p(h)) a, teda zasa dostáváme 

spor. Týmto je dókaz vety ukončený. 

Dósledok 1.1. Ak vo vete 1 předpokládáme, ze pre všetky t e (a, b) platí ostrá 
nerovnost 

(l') Qx(t) + yQ2(t)>q(t), 

tak je diferenciálna rovnica (Q) diskonjugovaná na intervale <<x, &>. 
D ó k a z . Prvá časť dókazu je analogická dókazu vety 1. Použitím výrazu (3) 

a předpokladu (1') dostáváme nerovnost 

ta 

(4') í (|w'|2 + q\w\*)dt<0. 
ti 

Případy h, h e <#, b) a h,he (a, 6> boli vyšetřené v dókaze vety. V případe 
h = a, h = cp(a) = b podlá tvrdenia prvej časti lemy 2 máme nerovnost 

!! 
(7') J ( K | 2 + q\w\*)dt ^ 0, 

h 

ktorá je v spore s nerovnosťou (4'). 
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Dósledok 1.2. Nech vo vete 1 pre nosič Q(t) = Qi{t) + iQz(t) naviac platí 
Q2(t) =£ 0. Potom za predpokladov vo vete 1 je diferenciálna rovnica (Q) diskonju-
govaná na intervale (a, b>. 

D ó k a z . Je zřejmé, že nerovnost (4) opáť platí. Z druhej časti tvrdenia 
lemy 2 dostáváme na základe tvrdenia lemy 3, že zložky wt(t) nemóžu byť 
súčasne riešeniami tej istej diferenciálnej rovnice (q), ktorá je Eulerovou rov-
nicou pre funkcionářů (/), platnost nerovnosti (6) aspoň pre jedno i = 1, 2, 
a teda aj (7) a takto spor so (4). 

2. Postacujúce podmienky pre nekritickosť 

Najskór uveďme lemu, ktorú budeme potřebovat v dókaze vety 2. 

Lema 4. Nech v diferenciálnej rovnici (Q) je nosič Q(t) e C2, Q(t) ^ 0 na in­
tervale j . Ak w(t) e (Q), tak funkcia 

(8) w(t) = w'(t) exp { — — Q'(t) 

Q(t) 
dí 

je riešením diferenciálnej rovnice 

(Q) w" = Q(t)w 

na intervale j , pričom 

Q(t) = Qi(t) + iQ2(t) = Q(t) + 
3 

4 
~Q'(t) 

. Q(t). 

2 i Q"(t) 

2 Q(t) 

D ó k a z . O pravdivosti tvrdenia sa přesvědčíme dosadením do diferenciálnej 
rovnice (Q). 

Veta 2. Nech pre komplexnú funkciu reálného argumentu Q(t) = Qi(t) + 
+ iQ2(t) na intervale j => (a, b} platí: Q(t) e C2, Q(t) ^ 0. Nech Q(t) = Qx(t) + 

+ iQ2(t) = Q(t) + 
Q'(t) 

Q(t) 

i Q"(t) 

2 Q(t) 
Nech reálna funkcia q(t) je spojitá a záporná na intervale j a nech pre všetky 
t e (a, b) je definovaná funkcia cp(t). Ak b = <p(a) a ak existuje reálna konstanta y 
taká, ze pre všetky t e (a,b) platí nerovnost 

(*) Ql(t)+yQ2(t)^q(t), 

tak je diferenciálna rovnica (Q) nekritická na intervale (a, b) a na intervale 
(a, by. 

D ó k a z . Podlá vety 1 je diferenciálna rovnica (Q) diskonjugovaná na in­
tervale (a, b) aj (a, b}. Zo vzťahu (8) vyplývá w = 0ow' = 0a, teda dife­
renciálna rovnica (Q) je nekritická na intervale (a, b) aj (a, by. 
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Záverom uvedieme dva dósledky vety 2, ktorých dókazy sú analogické 
dókazom dósledkov vety 1. 

Dósledok 2.1. Ak vo vete 2 předpokládáme platnost ostrej nerovnosti 

(V) Qi(t) + yQm > q(t) 
pre vsetky t e (a, b), tak je diferenciálna rovnica (Q) nekritická na intervale 
<a, by. 

Dósledok 2.2. Nech vo vete 2 pre nosič Q(t) = Q±(t) + iQ^(t) naviac platí 
Q.2(t) =̂= 0. Potom za predpokladov vo vete 2 je diferenciálna rovnica(Q) nekri­
tická na intervale <a, by. 
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D I S C O N J U G A T E A N D 
N O N - C R I T I C A L C O M P L E X D I F F E R E N T I A L E Q U A T I O N 

Rudol f Z i m k a 

S u m m a r y 

L e t us háve the differential equa t ion 

(Q) w"=Q(t)w, 

Q(t) = Qi(t) + iQ2(t), tej= (c, d), c, d eE\. 

T h e differential e q u a t i o n (Q) is called disconjuga te o n the interval [a, b], if there 
does not exis t a n y non-trivial solution of the differential equation (Q), which has more 
than o n e zero p o i n t o n t h e interval [a, b]. 

T h e differential e q u a t i o n (Q) is called a non-critical one o n the interval [a, b], if there 
does n o t exis t a n y non- tr ivial solut ion of the differential equation (Q), whose der iva t ive 
has mo re than one zero point o n the interval [a, b]. 

I n the páper sufficient condi t ions are der ived for the differential e q u a t i o n (Q) o n 
the interval [a, b] (cz j) to be disconjuga te ( the first pa r t of the páper) a n d sufficient 
condi t ion s for i t to b e non-critical ( the second p a r t of the pápe r) . T h e relsuts c a n be 
o b t a i n e d b y compar ing the bearer Q(t) w i th the reál negative a n d cont inuou s func t ion 
q(t) in the interval j , w h i c h is the bearer of the differential e q u a t i o n (o) : y" = q(t)y. 
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