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Matematicky &asopis 23 (1973), No. 1

DISKONJUGOVANA A NEKRITICKA KOMPLEXNA
) DIFERENCIALNA ROVNICA

RUDOLF ZIMKA, Zilina

V pridci budeme vySetrovat diferencidlnu rovnicu
@ W = Q(tyw,

ktorej nosi¢ Q(f) = Q1(¢) + iQ2(f) je komplexnd funkcia rédlnej premennej,
spojitd na otvorenom intervale j = (c, d), ¢, d € K.

Dalej budeme symbolom [a, ] rozumiet nejaky podinterval intervalu j.

Uzavrety interval oznadime (a, b, polootvorené {a,d) a (a, b).
vn

Definicia. Diferencidlnu rovnicu (@) nazyvame diskonjugovanou na intervale
[a, b], ak neexistuje netrividlne rieSente diferencidlnej rovnice (@), ktoré md na
intervale [a, b] viac ako jeden nulovy bod.

Diferencidlnu rovnicu (Q) nazgvame nekritickow nma intervale [a, b], ak ne-
extstuje netrividlne rieSenie diferencidlnej rovnice (Q), ktorého derivdcia md na
tomto intervale viac ako jeden nulovy bod.

V prvej Casti prace odvodime postadujice podmienky pre diskonjugovanost
diferencidlnej rovnice (@) na intervale [a, b] porovnanim nosica Q(t) s nosi¢om
q(t) rovnice (g), diskonjugovanej na rovnakom intervale. V druhej casti od-
vodime postadujice podmienky pre to, aby diferencidlna rovnica (@) bola
na intervale [a, ] nekritickd.

V dokazoch viet pouzijeme centrélne disperzie prvého druhu, zavedené
0. Borivkom (pozri [1]), ktoré hovoria o rozloZeni nulovych bodov rieseni
diferencidlnej rovnice

@ Y =qt)y,
ktorej nosié ¢(t) je spojity a zdporny na intervale j, dalej vysledky, dosiahnuté
v praci J. Krbilu (pozri [2]) pre kvadratické funkeciondly
b
) f0) = [ @2 + qyw2) de.
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1. Postadujiice podmienky pre diskonjugovanost

Symbolom (@) [(¢)] budeme rozumiet aj dvojrozmerny linedrny priestor
rieSeni diferencidlnej rovnice (@) [dif. rov. (g)]. Prvé centrilne disperzie prvého
druhu oznat¢ime @(t). Pripomenme, Ze ide o funkcie spojité a rastice, a ak
y(t) € () je taks, Ze y(@) = 0 = ylp(a)] = 0 a y(t) # 0 pre vietky ¢ € (a, p(a)).

Nasledujtce lemy budd potrebné pri dokazoch viet.

Lema 1. Ak b € (a, p(a)), tak funkciondl (f) na pripustnyjch funkcidch spliia-
Jucich okrajové podmienky w(a) = u(b) = 0 je kladny (Veta 7 price [2]).

Lema 2. Nech b = @(a) a nech u(t) je pripusind funkcia funkciondly (f),
spliajica okrajové podmienky w(a) = u(b) = 0. Potom funkciondl (f) je ne-
zdporny a na pripustnej funkcis nadobida hodnotu nula prdve vtedy, ked je td
na intervale {a, by rovnd skoro vsade rieSemiu y(t) diferencidlnej rovnmice (q),
ktoré splita okrajové podmienky y(a) = y(b) = 0 (Veta 3 price [2]).

Poznémka. V tejto prici ,,rovnost skoro vSade‘ rozumieme v zmysle
Lebesguovej miery.

Lema 3. Nech komplexnd funkcia redlneho argumentu Q(t) = Qi(t) + 1Q2(t),
Q2(t) == 0, a redlna funkcia q(t) si spojité na intervale j. Nech w(t) = wi(t) +
+ twa(t) € (@), w(t) 5= 0. Potom zlofky wi(t), wa(t) nemdu byt sicasne rieSeniamsi
tej istej diferencidlnej rovnice (q) (Lema 3 prace [3]).

Veta 1. Nech komplexnd funkcia redlneho argumentu Q(t) = Qui(t) + @a(t)
a redlna zdpornd funkcia q(t) st spojité na intervale j > <a, b). Nech funkcia
@(t) je definovand pre vietky t € {a,b). Ak b = g(a), a ak existuje redlna kon-
Stanta v takd, Ze pre vsetky t € (a, b) plati nerovnost

(1) Qu(t) + y@a(t) = q(t),
tak je diferencidlna rovnica (@) diskonjugovand na intervale {a, b) a na inter-
vale (a, b).

Doékaz. Predpokladajme, Ze diferencidlna rovnica (@) nie je na [a, b]
diskonjugované. Teda existuje w(t) = wi(t) + ‘ws(t) € (@), w(t) = 0 a redlne
¢isla t1, 82 € [a, b, t, < &2 také, Ze plati
(2) w(ty) = w(tz) = 0.

Integrujme per partes v medziach od ¢ do ¢ diferencidlnu rovnicu (@),
vyndsobentd funkciou w() = wi(f) — twa(f). Dostaneme

ta t2
(3) [@w'] — [ (lw'|> + @ lw2) dt = 0.

o ou

Vyraz v zétvorke na ziklade (2) je nulovy. RozloZme vztah (3) na redlnu
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a imagindrnu ¢ast, ndsobme imagindrnu ¢ast konstantou y a s¢itajme ju s redl-
nou zlozkou. Dostaneme vztah

JmWP+@r+WMM%ﬂ=m

z ktorého vzhladom na predpoklad (1) dostdvame nerovnost

t2

(4) J (' 4 g hoP) di < 0.
Z (2) mame: '
(5) wi(t) = wi(ts) = 0, ¢=1,2.

Vezmime najskor pripad [a,b] =<a,bd), t. j. a <t <t2<b, teda tr €
€ (1, 0) < (t1, ¢(t1)), a podla tvrdenia lemy 1 je funkciondla (f) na pripustnych
funkcidch (5) kladnd, teda platia nerovnosti

fa
(6) [ @ + quf) dpyo, i=1,2.
t1
Ich séitanim dostdvame nerovnost
I3

(7) [ (wl2 + glwl?) deyo,

151
ktora je v spore s nerovnostou (4).
~ V pripade [a, b] = (a, b)) mdme opit & € (i1, p(f1)) a teda zasa dostdvame
spor. Tymto je dokaz vety ukondeny.

Dosledok 1.1. Ak vo vete 1 predpokladdme, Ze pre vietky t € (a, b) platt ostrd
nerovnost :

(1) Qu(t) + »@2(t) > q(t),

tak je diferencidlna rovnica (Q) diskonjugovand nma intervale {a, b).
Dokaz. Prv4 dast dokazu je analogickd dokazu vety 1. Pouzitim vyrazu (3)
a predpokladu (1’) dostdvame nerovnost

{3
(4') ZHM?+qmmw<o

Pripady i1, &2 € {a, b) a &1, {2 € (a, b) boli vySetrené v dokaze vety. V pripade
t1 = a, ty = p(a) = b podla tvrdenia prvej Casti lemy 2 mame nerovnost

s

(7) [ (W' + g lwp) dt 2 o,
t

ktord je v spore s nerovnostou (4').
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Désledok 1.2. Nech vo vete 1 pre nosié Q(t) = @u(t) + 1Qa(f) naviac plati
Qa(t) == 0. Potom za predpokladov vo vete 1 je diferencidlna rovnica (@) diskonju-
govand na intervale {a, b).

Dékaz. Je zrejmé, Ze nerovnost (4) opit plati. Z druhej casti tvrdenia
lemy 2 dostdvame na zédklade tvrdenia lemy 3, Ze zlozky w;(l) nemoézu byt
stdasne rieSeniami tej istej diferencislnej rovnice (), ktord je Eulerovou rov-
nicow pre funkciondlu (f), platnost nerovnosti (6) asponn pre jedno i =1, 2,
a teda aj (7) a takto spor so (4).

2. Postadujice podmienky pre nekritickost

Najskér uvedme lemu, ktori budeme potrebovat v dékaze vety 2.

Lema 4. Nech v diferencidlnej rovnici (@) je nosié Q(¢) € C2, Q(t) # 0 na in-
tervale j. Ak w(t) € (@), tak funkcia

(8) W(t) = w'(t) exp {—%J%’(%) dt}

<

je rieSenim diferencidlne)j rovnice
@ @ = Q(t)w

na intervale j, priCom

S 3[Qu] 1 @
) = Qi) + ialt) = Q) + [ Q(t)} TR

4
Dokaz. O pravdivosti tvrdenia sa presvedéime dosadenim do diferencidlnej

rovnice (§)).

Veta 2. Nech pre komplexni fumkciw redlneho argumentu Q(t)
+ 1Q2(f) na intervale j > {a, by plati: Q(t) € C2, Q(t) = 0. Nech Q(t) =
3 |Q’(t)}2_ 1 Q')

?l(t) +
1(8) +

+ iQ2(t) = Q(t) + 1 Q(t) ;_Q—(t)——

Nech redlna funkcia q(t) je spojitd a zdpornd na intervale j a mech pre vietky
t € {e, b) je definovand funkcia ¢(t). Ak b = @(a) a ak existuje redlna konstanta y
takd, Ze pre vietky t e (a,b) plati merovnost

I ~

(9) Qult) + 1 @:(t) = 400,

t:k je diferencidlna rovnica (@) nekritickd na intervale {a,b) a na intervale
(a, b>.

Doékaz. Podla vety 1 je diferencidlna rovnica () diskonjugovand na in-
tervale {a, b) aj (@, b)>. Zo vztahu (8) vyplyva @ = 0 < w’ = 0 a teda dife-
rencidlna rovnica (@) je nekritickd na intervale {a, b) aj (a, b).
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Zéverom uvedieme dva dosledky vety 2, ktorych doékazy st analogické
dokazom doésledkov vety 1.

Dasledok 2.1. Ak vo vete 2 predpokladdme platnost ostrej nerovnosti
(%) Qut) + v@a(t) > ()
pre véetky t e (a,b), tak je diferencidlna rovmica (Q) mekritickd na intervale
{a, b>.

Désledok 2.2. Nech wvo vete 2 pre nosié Q(t) = Qu(t) + iQa(t) naviac plati
Qa(t) == 0. Potom za predpokladov vo vete 2 je diferencidlna rovnica(Q) nekri-
tickd na intervale {a, b.
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DISCONJUGATE AND
NON-CRITICAL COMPLEX DIFFERENTIAL EQUATION

Rudolf Zimka
Summary

‘Let us have the differential equation
@) w" = Qtyw,
Q) = Qu(t) + iQ2(2), t € = (¢, d), ¢, d e E}.

The differential equation (@) is called disconjugate on the interval [a, b], if there
does not exist any non-trivial solution of the differential equation (), which has more
than one zero point on the interval [a, b].

The differential equation (@) is called a non-critical one on the interval [a, b], if there
does not exist any non-trivial solution of the differential equation (@), whose derivative
has more than one zero point on the interval [a, b].

In the paper sufficient conditions are derived for the differential equation (@) on
the interval [a, b] (<j) to be disconjugate (the first part of the paper) and sufficient
conditions for it to be non-critical (the second part of the paper). The relsuts can be
obtained by comparing the bearer Q(f) with the real negative and continuous function
q(t) in the interval j, which is the bearer of the differential equation (g) : ¥ = q(t)y.
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