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Matematicky &asopis 23 (1973), No. 1

POUZITIE SAMOCINNYCH POCITACOV
PRI SKUMANI ISTYCH ROZKLADOV
KOMPLETNEHO GRAFU

JAROSLAV BREZINA, Gottwaldov

1. Uvod

Predlozend priaca nadvizuje na €lanky [1], [2] a [3], ktoré sa zaoberaju
rozkladmi kompletnych grafov na faktory s danymi priemermi; analogické
tlohy o rozklade kompletnych orientovanych grafov st skimané v [4], [5]
a [6]. My sa vSak budeme zaoberat len neorientovanymi grafmi. V nasej
prici uvedieme rad vysledkov, ktoré suvisia s uvedenou problematikou.
Po definicii zdkladnych terminov (v 2. Gasti prace) budeme pouzivat hlavne
dve metédy, a to analyticka (¢ast 3) a maticovi (cast 4). Na zdklade ziskanych
vysledkov zostrojime niekolko algoritmov na rieSenie roznych tloh, ktoré
stvisia s hladanim uvedenych rozkladov (¢ast 5).

Algoritmy uvddzame vo forme fortranovského programu pre samodéinny
poditaé NCR 315. Osobitné postavenie tu hrd algoritmus pre vytvaranie
nahodnych matic, ich rozkladu na matice odpovedajice faktorom a zistovanie,
¢i splhaju predpisané podmienky. Prakticky vyznam teoretickych tvah
ilustrujeme hned na zacdiatku Casti 3 na tzv. probléme leteckych spoloénosti
(pozri tiez [2], str. 55). V 5. asti uvddzame aj vyhodnotenie vyuzitia poéitada
a naznac¢ime, ako mozno pomocou poéitaca rozsirit doterajsie vysledky. Pre
jednoduchost sa v prevaznej ¢asti prace obmedzime na pripad troch faktorov,
aj ked sa metédy daju bez tazkosti preniest na vSeobecny pripad k faktorov
(k = 2). Ako vyplyva z [1] a [2], bez ujmy na vSeobecnosti sa méZeme ob-
medzit na skdmanie rozkladov koneénych kompletnych grafov.

2. Definicie zakladnych terminov

2.1. Grafom nazyvame usporiadani dvojicu G' = (V, H), kde V je dani
neprizdna mnozina, H je Iubovolnd podmnozina mnoziny K, t. j. HC K,
kde K je mnozina vSetkych dvojprvkovych podmnozin mnoZiny V. Prvky
mnoziny V nazyvame vrcholy, prvky mnoziny H hrany grafu G.
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2.2. Kompletnym grafom nazyvame graf ¢ = (V, H), kde H je mnoZzina
vSetkych dvojprvkovych podmnozin mnoziny V, t. j. H = K.

Pozndmka. Pri grafickom zndzorneni vrcholom grafu odpovedaji body
v rovine, hrandm grafu spojnice tychto bodov. V kompletnom grafe je kazdy
vrchol grafu spojeny hranou s Iubovolnym inym vrcholom grafu.

2.3. Konelnym grafom nazyvame graf, ktory ma koneény potet vrcholov.

2.4. Suwvislym grafom nazyvame graf, v ktorom medzi kazdymi jeho dvoma -
vrcholmi existuje asponl jeden sled, pricom sledom rozumieme koneéni
postupnost vrcholov a hran medzi vrcholmi x9 a x, grafu v tvare: (xo, xox1,
Xy, X1z, X2, o .y L1, Tn-1ln, T,); &islo n nazyvame dizkou sledu. Sled, v kto-
rom sa kazdy vrchol grafu vyskytuje najviac raz, nazyvame cestow.

2.5. Podgrafom grafu G = (V, H) nazyvame graf G = (V, H) taky, 7e
VCV, HCH. Ak V =V, G nazyvame faktorom grafu G.

2.6. Rozkladom grafu ma faktory rozumieme systém S faktorov grafu G,
ktorého kazda hrana je obsiahnutd prave v jednom faktore systému S.

2.7. Vadialenostou vrcholov w a v rozumieme dizku najkrat$ieho sledu medzi
vrcholmi % a v; ak medzi dvoma vrcholmi neexistuje sled, definujeme ich
vzdialenost ako nekoneéni. )

2.8. Priemerom grafu nazyvame vzdialenost maximdalnej hodnoty; ak tito
maximalna vzdialenost neexistuje, definujeme priemer grafu ako nekoneény.

2.9. Hovorime, Ze wvrchol grafu je stupfia n, ak z neho vychidza (do neho
vchadza, s nim inciduje) prave n hran.

2.10. Ak je n prirodzené ¢islo, nazvime (0—mn)-maticou takd maticu,
ktorej prvkami st len &isla 0, 1, 2, ..., n. Speciélne (0—1)-matica m& za
prvky len nuly a jednotky.

2.11. Operdcie s (0—1)-maticami definujeme ako oby¢ajne, s tym rozdie-
lom, Ze kladieme 1 @ 1 = 1. Teda napr. ndsobenie Stvorcovych matic 4 =
= (ai;), B = (by) rovnakého stupna definujeme takto:

A® B =C = (cy),
kde
Cij = anbyy @ @izby; @ ... ® Qunbny;
teda s@¢inom je opéat Stvorcova (0—1)-matica C.

2.12. Mocniny Stvorcovej matice A definujeme takto:

A©® = I, kde I je jednotkovd matica prislusného stupia;

AW = A;

A® — A® A;

AB® = 4@ ® 4, atd.

2.13. Znakom J budeme oznadovat Stvorcovi maticu (jej stupen bude
vidy zrejmy zo stvislosti), ktorej vsetky prvky st jednotky.
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2.14. Incidenénou maticou grafu G o vrcholoch vy, vz, ..., vn» (kde n je pri-
rodzené &islo), rozumieme Stvorcovi (0 — 1)-maticu X = (%), definovand
takto (4,5 =1,2,...,n):

1, ak ¢ = j;
xy = {1, ak ¢ #% j a v ¢ existuje hrana v;v;;
0, ak ¢ 7~ j a v ( neexistuje hrana v;v;.

Napr. incidenénou maticou kompletného grafu je matica J.

3. Analytickd metoda

3.1. Problém leteckijch spoloénosti bol v [2] formulovany priblizne takto:
Tri letecké spolonosti maji zorganizovat osobnu letecku dopravu medzi
n mestami takym spdsobom, Ze kazdd z nich musi byt schopnd prepravovat
cestujicich svojimi vlastnymi lietadlami z kazdého z n miest do zvy$nych
n — 1 miest bud priamo, bud s jednym medzipristdtim (v niektorom z n — 1
zvysnych miest). Dalej sa pozaduje, aby priamu prepravu medzi dvoma mes-
tami zaistovala vidy len jedna z troch leteckych spolo¢nosti.

Tento problém je zrejme ekvivalentny s problémom, ¢i jestvuje rozklad
grafu (n) na 3 faktory o priemere 2. Tento problém je doteraz otvoreny pre
n = 12; pre vSetky ostatné » je vyrieseny.

Predovsetkym dokizeme dve pomocné vety.

3.2. Lema 1. Ak je kompletny graf o n vrcholoch (n prirodzené, >2) rozlofeny
na 3 faktory F1, Fa, F3 priemeru 2, tak %iaden z tyjchto faktorov neobsahuje
vrchol stuptia <3 ani stuptia >n — 7.

Dokaz. Nech je F; jeden faktor z rozkladu. Keby F; obsahoval vrchol
stupiia 0, nebol by F; stvisly a nemohol by mat priemer 2. Pripustme, Ze F';
obsahuje vrchol u stupnia 1. Potom vrchol v, susedny k « v F; musi mat
stupenl n — 1, aby priemer F; bol 2. Potom vSak ostatné 2 faktory maju vrchol
v stupna 0, éo sme prave vylacili.

Nech F; obsahuje vrchol » stuptia 2, nech », w st 2 vrcholy susedné k u.
Nech « je lubovolny dal$i vrchol z F;; aby k nemu existovala z u cesta dizky 2,
musi byt 2 spojené bud s v alebo s w. Teda neexistuje v {n) cesta tvaru (v, vz,
x, xw, w), z ktorej by aspon jedna hrana nelezala v F;. Preto v ostatnych
dvoch faktoroch neexistuje medzi v a w cesta dizky 2. V jednom z nich méze
existovat medzi v a w cesta dizky 1 (t. j. hrana), a v druhom uZ %iadna cesta
dizky <2, teda tento faktor neméze mat priemer 2.

Dokézali sme, Ze vSetky vrcholy vo vsetkych faktoroch maji stupenn >3.
Kedze stéet stupniov vSetkych faktorov pre kazdy vrchol je n — 1, kazdy
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vrchol v kaZdom faktore ma stupen <(n —1) —3 —3=n — 7. Lema
je dokazani.

3.3. Lema 2. Najmeni polet hran grafu o 12 vrcholoch priemeru 2 bez vrcholov
stuptia <<3 a >5 je 21. .

Doékaz. Pozadovany graf s 21 hranami existuje, ako ukazuje obr. 1.
Dokizeme, Ze neexistuje graf o 12 vrcholoch s 20 hranami priemeru 2 bez
vrcholov stupnia <3 a >5. Tym bude dokdzané zrejme aj to, Ze neexistuje
takyto graf s menej nez 20 hranami (lebo z takéhoto by sme dostali pozado-
vany graf o 20 hranich pridanim niekolkych hrdan; lahko sa zisti, Ze to ide
vidy urobit tak, aby nevznikol vrchol stupna >5).

Obr. 1. Graf o 12 vrcholoch priemeru 2 bez vrcholov stupnia <3 a > 5.

Pripustme, Ze existuje graf s 12 vrcholmi, 20 hranami, priemerom 2, kto-
rého vSetky vrcholy maji stupenn 3, 4 alebo 5. Zrejme st tri moznosti, ako
budt rozdelené stupne jednotlivych vrcholov (lebo stcet stupiov vsetkych
vrcholov rovnd sa dvojnasobku poétu hréan, t. j. 40):

(a) 2 vrcholy stupna 5,

10 vrcholov stupna 3.

(b) 1 vrchol stupna 5,

2 vrcholy stupna 4,

9 vrcholov stupiia 3.
(¢) 4 vrcholy stupna 4,

8 vrcholov stupnia 3.

Ukédzeme, ze vSetky tieto moznosti vedu k sporu:

(a) St dve moznosti: bud je vzdialenost vrcholov piateho stupiia 1 alebo 2
(obr. 2 a 3):
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Obr. 2. Vrcholy piateho stupha o vzdiale- Obr. 3. Vrcholy piateho stupna o vzdiale-
nosti 1. nosti 2.

V obidvoch pripadoch existuje vrchol x tretieho stupna, ktory je susedny
s 3 vrcholmi tretieho stupiia, takze z x sa po cestdch dizky <2 dostaneme
najviac do 1 4+ 3 4+ 6 = 10 vrcholov (obr. 4), takze graf nemé priemer 2.

(b) St tri moznosti: Vrchol stupna 5 je susedny s 2 (obr. 5) alebo 1 (obr. 6)
alebo 0 (obr. 7) vrcholmi stupiia 4. Vsetky vrcholy stupna 3, ktoré nie st
susedné s vrcholom stupnia 5, musia byt z podobného dévodu ako v (a) su-
sedné asponl s 2 vrcholmi stupna 4. Lahko sa zisti, Ze graf nebude mat prie-
mev 2.

(c¢) Ozna¢me vrcholy stuptia 4 znakmi 23, xs, 23, 24. Z podobného dévoedu
ako v (a) kazdy vrchol stuptia 3 musi byt spojeny aspon s 2 vrcholmi stupnia 4.
Preto z vrcholov stupnia 3 vychddza aspon 8.2 = 16 hrdn, ktoré kondia
vo vrcholoch stuptia 4. Ale z vrcholov stupiia 4 vychddza len 4 . 4 = 16 hran,

\2

Obr. 4. Vrchol tretieho stuptia susedny s 3 vrcholmi tretieho stupna.

D
-}) \
> >
Obr. 5. Vrchol stuptia 5 Obr. 6. Vrchol stupha 5 Obr. 7. Vrchol stupta 5 ne-
susedny s 2 vrcholmi susedny s vrcholom stu- susediaci so Ziadnym vrcholom
stupnia 4. pna 4. stuphia 4.
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teda vSetky musia kondit vrcholom stupna 3. Vrcholy stupiia 4 teda nie st
navzajom spojené hranami. Aby priemer mohol byt 2, musia byt spojené
cestou dizky 2. Preto pre kazdé 1 <i < j < 4 je mnozina V;; tych vrcholov,
ktoré s spojené s x; aj s x;, neprazdna. Na druhej strane, ako sme uz do-
kazali, kazdy vrchol stupfia 3 je spojeny s dvoma vrcholmi stupna 4, teda
kazdy vrchol stuplia 3 patri do niektorej mnoziny Vy;. Tychto mnozin je 6:
Via, Vis, Via, Vas, Vo, Vas, a vrcholov stupnia 3 je 8. Preto jedna z mnozin
Vi;, napr. Viz, obsahuje asponi 2 vrcholy, oznaéme ich u, v. (Obr. 8.) Kedze
treti vrehol, s ktorym je u susedné, mé stupeni 3, z » sa dostaneme po cestich
dizky <2 najviac do 11 vrcholov, a teda priemerom grafu neméze byt 2.

X
1 X,

X 3 x‘
A A

g Y ¥ ¥ ¥ ¥

Obr. 8. Tlustrdcia k dokazu lemy 2.

3.4. Veta 1. Ak moZno graf {12) rozloZit na 3 faktory F1, Fs, Fs priemeru 2,
tak alebo vietky 3 faktory maji 22 hrdn, alebo 2 maji 21 hrdn a treti 24; alebo
jeden ma 21 hrdn, druhy 22 hrdn a treti 23 hrdn.

Doékaz. Kompletny graf (12> mé 66 hran. Podla lemy 1 kazdé F; (¢ =
=1, 2, 3) ma len vrcholy stupna 3, 4 a 5. Podla lemy 2 kazdé F; ma aspon
21 hrdn. Je zrejmé, ze tymto podmienkam odpovedaji len 3 pripustné roz-
klady é&isla 66: 22 + 22 4 22, 21 4 21 + 24, 21 + 22 23, ém je veta
dokazand.

Pozndmka. Vznikd otdzka, ¢i graf z obr. 1 nemozno doplnit dal$imi dvoma
faktormi na rozklad (12> na 3 faktory priemeru 2. Ukédzeme, zZe to nie je mozné.

3.5. Veta 2. Graf z obr. 1 nemdée byt faktorom v rozklade grafu {12 na 3 fak-
tory priemeru 2.

Doékaz. Pripustme, Ze by existoval takyto rozklad. Hrany 12, 13, 23 nie
sa v Fq, st teda v Fs a F3. Teda aspon dve z tychto troch hran st v ¥ alebo F'3.
Zvolme oznadenie faktora tak, aby tieto dve hrany boli v F;. Predpokladajme
pre urditost, Ze sit to hrany 12 a 23 (dalsie 2 moznosti sa riesia vzhladom na
symetriu dplne analogicky).

V F1 je vrchol 2 spojeny s vrcholmi 6, 7, 10, 11, 12. V F a F'3 je teda vrchol 2
spojeny s vrcholmi 1,2,3,4,5,8 a 9. Podla predpokladu v F3 je vrchol 2
spojeny s vrcholmi 1 a 3. (V Fy st vrcholy 1, 2 a 3 piateho stupila, preto v Fs
a F'g si to vrcholy tretieho stupiia.) Treti vrchol v Fa spojeny s 2 je 4, 5, alebo 9.
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Zvolme pre urditost 5. (Opét si to vzhladom na izomorfizmy mézeme dovolit).
V Fs je vrchol 2, ktory je treticho stupna, spojeny s dvoma vrcholmi 1 a 3
treticho stupna. Preto treti vrchol 5 spojeny s 2 musi byt piateho stupna
(aby sme sa z 2 dostali po cestach dizky <2 do vSetkych 12 vrcholov) a 2 ne-
smie lezat v Fs v trojuholnfku ani §tvoruholniku. Vyzera to teda takto (obr. 9):

f
4
g 8
g
Obr. 9. Tlustrdcia k dokazu vety 2. Obr. 10. Tlustracia k dokazu vety 2.

V Fj3 (obr. 10) vrcholy 2 a 3 mézu byt spojené cestou dizky dve len ce.
vrchol 4, 8 alebo 9. 8 ani 9 to vSak nemézu byt, lebo hrany 83 a 93 su v Fiz
Teda v F3 je hrana 43. V F; st hrany 38, 39,3 10,3 11 a 3 12. Hrany 31
ani 35 nemézu byt v Fs, lebo 2 by lezala v trojuholniku. Preto v Fy 3 méze
byt spojené len s 2, 6 a 7. Cesta dizky dva z 2 do 10 v F» nemdze viest cez 1
ani cez 3, lebo hrany 1 10 a 3 10 st v F';. Preto méze to byt len cesta 2 5 10,
takze v F2 je hrana 5 10. Z podobnych dovodov je v F'y aj hrana 5 11 a 5 12,
Podobne sa zisti, ze v F3 2 s 4 moze byt spojené len cez 5 (14 je v F1, 34 je
v F3). Teda Fa vyzerd tak, ako je znizornené na obr. 11.

ZvySujice dva vrcholy st 8 a 9. Teda v Fs st hrany 18 a 19. Potom ale
v F3 nemoze existovat cesta dizky <2z 2 do 1. Cez 4 neméze totiz ist, lebo 14
je v Fi. Ani cez 8 alebo 9 neméze ist, lebo 18 a 19 je v Fy: teda F3 nemdze
mat priemer dva, ¢o je spor.

Obr. 11. Tlustricia k dokazu vety 2.
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3.6. Poznimka. Veta 2 neumoziiuje vo vete 1 vynechat druhd a tretiu
moznost, kedZe existuji aj iné grafy o 12 vrcholoch a 21 hranich priemeru 2
bez vrcholov stupria <3 a >5. Jeden z nich je na obr. 12.

Obr. 12. Graf o 12 vrcholoch a 21 hrandch priemeru 2 bez vrcholov stupna <3 a >35.

Uplné riefenie analytickou metédou by vyZzadovalo ndjst vietky takéto
grafy (a podobne grafy s 22 hranami) a kazdy z nich preskusat metédami
podobnymi tym, aké sG pouzité vo vete 2. Pri skiimani takychto grafov
s 22 hranami staci preskusat tie, ktoré neobsahuji ako podgraf ziadny graf
s 21 hranami ziadaného tvaru (t. j. s 12 vrcholmi, priemeru 2, bez vrcholu
stupna <3 a >5).

Jeden takyto graf je znazorneny na obr. 13.

n 12

Obr. 13. Graf o 12 vrcholoch a 22 hrandch priemeru 2 bez vrcholov stupiia <3 a >5
neobsahujici Ziadny podgraf o 12 vrcholoch s 21 hranami priemeru 2 bez vrcholov
stupfig <3 a >5.
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4. Maticova metoda

4.1. Lema 3. Dané sii prirodzené ¢isla n a s. Nech @ je graf s n vrcholmi vy,
Vs, ..., Un. Nech A je incidenénd matica grafu G. Potom o matici A®) =
= (by) plati:

by = 1 prdve vtedy, ked v G existuje cesta ditky <s medzi v; a vy;

bij = 0 v opaénom pripade.

Doékaz. Robi sa indukciou vzhladom na s.

1°. Ak s = 1, tak 4® = 4 = (a;); na zdklade definicie incidenénej matice
(pozri 2.14) totiz skuto¢ne plati:

ai; = 1, ak ¢ =3, t. j. ak ide o spojenie vrcholu so scbou samym, cestou
dizky 0 < 1; alebo ak vrcholy v; a v; s spojené cestou, ktord mé dizku 1,
¢o je <1;

ai; = 0, ak ide o opaény pripad.

Teda pre s = 1 tvrdenie lemy 3 plati.

2°. Oznabme AG-D = (by); A® = (cyy); pouzime indukény predpoklad,
t. j. predpokladajme, zZe tvrdenie lemy 3 plati pre s — 1, t. j. Ze plati:

bij = 1, ak v G existuje medzi vrcholmi v; a v; cesta diiky <s—1;

by = 0, ak v G neexistuje medzi vrcholmi v; a v; cesta dlzky <s — L.

Dokdzeme, ze plati tiez:

cij = 1, ak v G existuje medzi vrcholmi v; a v; cesta dizky <s;

¢ij = 0, v opa¢nom pripade.

Plati:

A = AV R A, t.j. cj=buay; ® ... @ bintn;j .

Méme dokézat, ze

ci; = 1, ak v ¢ existuje z v; do v; cesta diiky <s;

¢ij = 0, v opaénom pripade.
Nech ¢ =1, t. ] biuar; @ ... @ binan; = 1; preto niektoré birar; = 1,
takze by = 1, ax; = 1. Preto v @ existuje cesta diiky <s—12z v do v
a stidasne v @ existuje cesta dlzky 1, t. j. hrana z v do v;, takie v @ existuje
sled z v; do v; dlzky <s. Teda v G existuje cesta dizky <s z »; do v;.

Predpokladajme teraz, 7e v G existuje z v; do vy cesta dizky <s.

Nech vxv; je poslednd hrana tejto cesty. Zrejme v G existuje z v; do vy
cesta diiky <s — 1 a hrana vzv;. Podla indukéného predpokladu by = 1,
ax; = 1, takie ¢y = 1.

4.2. Lema 4. Nech je G graf o n vrcholoch (kde n je prirodzené &islo), nech A je
incidenénd matica grafu Q. Plati:
(1) Ak existuje prirodzené &islo d také, Ze A@D) £ J, AD =J, tak d < n
a d je priemer grafu G.
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(2) Ak A®—D £ J, tak G md nekoneény priemer.
Doékaz vyplyva z lemy 3.
(1) Predpokladajme, zZe existuje prirodzené &islo d také, zZe plati:

A@D 2], 4@ =],

Mame dokazat, Ze maximalna vzdialenost dvoch vrcholov v G je d. Kedze
A@-1 £ J existuje prvok x; matice A@-D taky, Ze ay; 7~ 1, t. j. xy = 0.
Podla lemy 3 v G neexistuje medzi vrcholmi v; a v; cesta dizky <d — 1,
takze og(vi,v;) > d — 1. Preto plati

(1) max gg(va, vg) = d.
Va, Vg €G
Kedze A@ = J, pre vSetky prvky yi; matice 4@ plati y; = 1. Podla
lemy 3 medzi Iubovolnymi dvoma vrcholmi grafu G existuje cesta dizky
<d, t. j. o¢(vi, v;) <d, odkial dostdvame:

(lll) max QG(v“, vﬂ) S— d'

Vst € G
Z (1')az (1) vyplyva, Ze:

max o¢(va, v8) = d,
Vo,V € G
teda d je priemer grafu @, q. e. d. Zrejme d < n.
(2) Pripustme, Ze priemer grafu G je koneény; oznaéme ho D. Zrejme
D < n. Podla lemy 3 a 4 ADP-D £ J, AD) = J, odkial AP+ = 4D+2) —
= ... =401 =J, to je ale spor s podmienkou A®-1 £ J,

4.3. Veta 3. Dané st prirodzené islan, d, e, f. Plati: kompletny graf s n vrcholmi
moZno rozloZit na 3 faktory s priemermi d, e, f prdve vtedy, ked existuji Stvorcové
(0—1)-matice X = (xi), Y = (yi5) a Z = (235) stuptia n také, Ze:

(1) s =y =20 = 1 prekaddéi = 1,2, ..., n;

(2) @iy = xj, Yis = Y, zig = 20 pre vetky 1,5 = 1,2, ..., n (. j. matice X, Y

a Z s, symetrické);

(3) X1 £ J, Ye-1 £ J, ZU-D £ J;

(4) X =7Y@O =70 = J;

(8) @y + yog + 255 = L pre kazdé s #~j; 1,5 =1,2, ..., n.

Doékaz vyplyva z lemy 4: Nech (n) mozno rozloZit na 3 faktory F'1, Fz, F's
s priemermi d, e, f. Oznadme incidenéné matice faktorov Fi, F2, F3 v danom
poradi ako matice X, Y, Z. Zrejme plati (1), (2), (3) a (4) vyplyva z lemy 4.
(5) vyplyva z toho, ze {F:, Fa, F3} je rozklad grafu (n) na 3 faktory.

Nech plati (1) az (5). Z (1) a (2) vyplyva, ze X, Y, Z st inciden¢né matice
istych faktorov Fy, F2, Fa grafu <{n)>; z (3) a (4) podla lemy 4 vyplyva, Ze
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K1 md priemer d, F2 ma priemer e a F3 mé priemer f. Z (5) vyplyva, ze {Fi,
Fy, F3} je rozklad grafu (»)> na 3 faktory.

4.4. Poznimka. Ak je dand lubovolni Stvorcovd (0—3)-matica 4 =
(@), mdzeme jej priradit Stvorcové (0—1)-matice Xy = (xi), Ya =
(#17), Za = (zi;) toho istého stupia takto:

(1, ak ¢ = j alebo ak i # j, ay = 1;

= \0, v opaénom pripade.

I jl, ak ¢ :j alebo ak ¢ #j, Ajj = 2;
Yu = |0, inak.

1, ak ¢ = j alebo ak 7 # j, a;; = 3;

zij = .
! 0, inak.

Na druhej strane nech st dané incidenéné matice X, Y a Z faktorov roz-
kladu kompletného grafu {(n) o vrcholoch vi, vz, ..., v, na 3faktory Fi,
F; a F;3 a definujme §tvorcovit (0—3)-maticu 4 = (ayy) takto:

0,ak 7 =j,

1, ak hrana w;v; patri do Fy,
2, ak hrana vv; patri do Fs,
3, ak hrana vw; patri do Fs.

Qi =

Je zrejmé, Ze potom plati: X = X4, ¥ = Y4, Z = Z,. Tato kore§pondenciu
moézZeme vyuzit na zjednodusenie vety 3 vo forme nasledujiceho dosledku:

4.5. Dosledok. Dané si prirodzené Cisla n, d, e, f. Plati: kompletny graf
s m vrcholmi mo#no rozloZit na 3 faktory s priemermi d, e, f prdve viedy, ked
existuje Stvorcovd (0—3)-matica A = (ay) stupiia n nasledujicich vlastnosts:

(I')Yay =0 pre kaZdé i = 1,2, ..., n;

(2") @i = ays pre ka¥dé i, 5 = 1,2, ..., n;

(3) XYV £, Y4 £J, Z9D £ J;

) XP =79 =2ZP =J.

Doékaz vyplyva priamo z predchddzajtcich ivah a z vety 3.

5. Hladanie rozkladu grafu pomocou samoéinného poéitada

5.1. Opis prace pocitada. Na predchddzajicich vysledkoch st zaloZzené na-
sledujice algoritmy, ktoré napiseme vo forme programov vo FORTRANe.
V tychto algoritmoch sa predpokladd, ze matice A nejakym spdésobom vybera-
me. Pri ,,malom* stupni n» matic 4 mézeme ich vyberat z Gplného zoznamu
matic daného typu. Pri ,,vi¢Som* » je to prakticky nerealizovatelné, preto
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vytvorime program pre ndhodnd tvorbu matic pomocou samodinného poéi-
taca.

Na podklade blokovych schém sme vypracovali program vo FORTRANe IV
(pozri 5.2). Vypodet sme uskutocnili na strednom samoéinnom pocitaci NCR
315. Do vstupnej pomocnej matice B sme vlozili ako treti faktor F'3 graf
z obr. 12 pomocou incidenénej matice (tab. 1). Vstupné udaje tvorila pomocnd
matica B (tab. 2), asi 80 §titkov s vydierovanymi cca 6000 ¢islami 1 a 2 v né-
hodnom poradi; $titky s ndhodnymi ¢islami sme v priebehu snimania niekolko-
krat zamiesali a znovu vlozili do snimada. Podla nastaveného alebo vypnutého
hradla programu poéita¢ mal tlad¢it bud kazda maticu, v ktorej bolo mozné
odakdvat rozloziteInost na faktory, bud len tie matice, ku ktorym prislusné
rozklady obsahovali aspont 1 faktor priemeru 2 (v skutoénosti dva faktory
priemeru 2, lebo jeden faktor uz bol vopred vloZeny do pomocnej matice B).
Program dalej podital a tlacil celkovy pocet ndjdenych matic 4.

Pocas 30 minut strojového ¢asu, ktoré sme mali k dispozicii, program nasiel
75 matic a jednu maticu obsahujicu faktor priemeru 2, ktord uvddzame
v tabulke 3.

PretoZe sme nemali uz viac strojového dasu, nemohli sme preskisat vse-
obecnejsi program, ktory by sa od preskdsaného (pozri 5.2) liil len tym, Ze
in§trukcia 0144 by namiesto N = 3 obsahovala N = 0 a inStrukcie 0572
az 0608 véitane by sme nahradili tymito inStrukciami:

C9 VSEOBECNY PROGRAM

21 IF (PP.EQ.0) GO TO 220
IF (PP.EQ.1) GO TO 221
N=1
GO TO 17

220 IF (QP.NE.0) GO TO 22
N=3
GO TO 17

221 IF (QP.EQ.1) GO TO 223
N=5
GO TO 17

222 IF (QP.EQ.1) GO TO 224
N=4
GO TO 17

223 N =6
GO TO 17

224 N =2
GO TO 17

V tomto vSeobecnejSom programe sa ndm javi ndhodné vytvaranie matic 4
vzhladom na velky pocet moZnosti plne oprivnené.

V pripade uz preskisaného programu na poéitacdi, kedy pri rozklade kom-
pletného grafu o 12 vrcholoch na 3 faktory priemeru 2 islo vlastne o doplnenie
daného faktoru F'3 priemeru 2 dvoma faktormi F1 a F2 priemeru 2, sa ndm
zda, Ze by sa pri vhodnej tprave programu dala s pouzitim pocitaca pre-
sktsat vyznamns dast vSetkych moZnosti.
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Ako sme uZ spomenuli, nevyhody deterministického rieSenia problémov
rozkladu viedli k pokusu o pouzitie nahodnych prvkov pri hladani rozkladu.
Experiment mal dva varianty, z ktorych prvy bol vyskisany na poéitaci.

V prvom variante experimentu sa predpokladalo, Ze je vopred dany jeden
faktor (priemeru 2) rozkladu kompletného grafu o 12 faktoroch na 3 faktory.
Tento faktor, oznadeny ako ¥'3 sa vlozi do poéitaca prostrednictvom pomocnej
vstupnej matice B. V prilozenom fortranovskom programe (pozri 5.2) sme
pouzili faktor ndjdeny v 3. Sasti prdce (obr. 12). Jeho incidenénd maticu
uvidzame v tabulke 1 a prislu§ni pomocni vstupni maticu B v tabulke 2.

Druhy variant experimentu zatial v praxi nebol vyskusany. Pri tomto va-
riante nie je vopred dany ani jeden faktor rozkladu.

Pri obidvoch variantoch sa vyuziva lema 1 z 3.2, ktord ndm umoZliuje
obmedzit sa na matice A, ktoré v kazdom riadku obsahuju aspon 3 jednotky,
3 dvojky a 3 trojky (kedZze na hlavnej uhloprietke si nuly, vyplyva z toho,
%e v kazdom riadku je najviac 5 jednotiek, 5 dvojok a 5 trojok).

5.2. Program pre pocitaé NCR 315

v programovacom jazyku FORTRAN IV

ROZKLAD G NCR FORTRAN 1V

0000 C ROZKLAD KOMPLETNEHO GRAFU O 12 VRCHOLOCH
NA 3 FAKTORY PRIEMERU 2

0010 DIMENSION IG3(74), A(12,12), B(12,12), X(12,12), C(12,12), W(3)
0010 DIMENSION Z(12,12,3)

0010 INTEGER S, Q, R, P, PP, QP, RP, A, B, X, C, W, Z
0010 IM = 81

0014 IK =0

0018 DO 800 I = 1,3

0022 800 W(I) = 0

0048 C1 CITANIE POMOCNEJ MATICE B
0048 READ 1, (B(L, M), M = 1,12), L = 1, 12)
0104 1 FORMAT (1212)

0104 2K =1

0108 C2 TVORBA MATICE A

0108 3I=1

0112 47 =1

0116 P=0

0120 Q=0

0124 R=0

0128 PP =0

0132 QP =0

0136 RP —0

0140 8=0

0144 N=3

0148 5 IF ((B(I,J).EQ.4) GO TO 6
0174 A(LJ) = (I, J)

0210 IF (I.EQ.J) GO TO 7

0220 GO TO 15

0222 7 IF (J.EQ.12) GO TO 12
0232 13J=J+1

0238 GO TO 5

0240 6 IF (I.LT.J) GO TO 144
0250 A(L J) = A(J, I)



0690
0694
0698
0740
0760
0762
0782
0782
0822

20

19

10
18

21

144

444
445

12

IF (A(L,J).EQ.1) GO TO 8
IF (A(I,J).EQ.2) GO TO 9
GO TO 20

Q=Q+1

IF (Q.GE.4) GO TO 16

IF (J.EQ.12) GO TO 11
GO TO 13

I=I+1

GO TO 4

QP =QP + 1

GO TO 18

IF (IM.GT.74) GO TO 1001
IF (IG3(IM).EQ.9) GO TO 2005
A(L, J) = IG3(IM)

IM = IM + 1

GO TO 15

READ 1000, (IG3(IN), IN = 1,74)
FORMAT (74 11)

IM =1

GO TO 1002

P=P+1

IF (P.GE.4) GO TO 19
GO TO 17

R=R+1

IF (R.GE.4) GO TO 10
GO TO 17

PP="PP+1

GO TO 18

RP =RP + 1

S=8+1

IF (S.EQ.3) GO TO 3

IF (S.EQ.2) GO TO 21

GO TO 17

IF (PP.EQ.0) GO TO 22
N=5

GO TO 17

IF (QP.EQ.0) GO TO 23
N=4

GO TO 17

N=3

GO TO 17

IF (N.EQ.4) GO TO 444
IF (N.EQ.5) GO TO 445
GO TO 14

AL J) =1

GO TO 8

AL ) =2

GO TO 9

IK + 1

C3 ROZKLAD MATICE NA TRI FAKTORY

47

200
201

202

IF (SENSE SWITCH 5) 60, 47
DO 202 I =1,12

DO 202 J =1,12

IF (I.EQ.J.OR.(I.NE.J.AND.A(I,J).EQ.K)) GO TO 200
X(I,J) =0

GO TO 201

X(I,J) =1

CONTINUE

Z(1,J,K) = X(I, J)

CONTINUE

0842 C4 DRUHE MOCNINY FAKTOROYV
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0842
0846
0850
0854
0858
0878
0950
0956
0962
0962
0970
0974
0978
0984
0992
0996
1002

31
32

39

I=1
L=1
J=1
M=1
C(I, M) =0
C(I, M) = X(I, J)* x (L, M) + C(I, M)
J=J+1 .
L=L+1
IFJ .LE.12) GO TO 32
IFJ .LE.12) GO TO 32
J=1
L=1
1

I +1
IF(I.LE.12) GO TO 31
=1
M=>M+1

IF (M.LE.12) GO TO 31

DO 39 I=1,12

DO 39 M = 1,12

IF (C(I, M).GT.1) C(I, M) = 1
CONTINUE

C3 SKUSKA CI MOCNINY FAKTOROV TVORIA JEDNOTKOVU MATICU

41

'S
[}

2001

630
63

64
66
70
67

68
69

71
72

2005
73

74

DO 41 I=1,12

DO 41 M = 1,12

IF (C(I, M) .NE.1) GO TO 2
CONTINUE

GO TO 2001

IF (K.EQ.3) GO TO 2005

K=K+1

GO TO 47

PRINT 61

FORMAT (1H1)

PRINT 62

FORMAT ([/IX$M A T I C A A$))
PRINT 1, (A(L,J),J = 1,12), I = 1,12)
GO TO 47

IF (K.EQ.1) GO TO 630

GO TO 67

PRINT 63

FORMAT (1H1)

PRINT 64

FORMAT (J//IX$M A T I C A AS§)))
PRINT 1, (A(L, J),J = 1,12), I = 1,12)
PRINT 66

FORMAT (//1x$1.FAKTOR PRIEMERU 2§/)
PRINT L, (X(I,J), J = 1,12), I = 1,12)
GO TO 45

IF (K.EQ.2) GO TO 68

GO TO 71

PRINT 69

FORMAT (//1x 2.FAKTOR PRIEMERU 2 /)
GO TO 70

PRINT 72

FORMAT (//1x 3.FAKTOR PRIEMERU 2 /)
GO TO 70

PRINT 73

FORMAT (1H1)

PRINT 74, IK

FORMAT (1 x, 110)

PAUSE

END
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Tabulka 1. Incidenéna matica faktoru Tabulka 2. Vstupnd pomocnd matica D.
z obr. 12.
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Tabulka 3. Vystup poéitata NCR 315.

Matica A 1. faktor priemeru
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THE USE OF COMPUTERS FOR THE INVESTIGATION OF CERTAIN
DECOMPOSITIONS OF THE COMPLETE GRAPH

Jaroslav Bfezina

Summary

The paper deals with the problem of decomposition of the complete undirected
graph into factors with given diameters. There are used two fundamental methods to
solve this problem: the analytical method and the matrix method. By the aid of the
theoretical results of these methods some algorithms are shown constructed in the form
of Fortran programs for the NCR 315 computer. Fortran programs serve to produce
random matrices decomposable into matrices corresponding to factors and to investi-
gate whether these matrices satisfy the conditions determined by analytical and matrix
methods.

The practical significance of theoretical considerations is demonstrated by the problem

, of three airway companies that have to organize direct airlines between n towns so
that each of the three companies is able to transport the passengers by its own means
from each of the n towns to all the other towns either directly or so that the passengers
have to change only once; it is further required that direct communication between
two towns must be always provided by only one of the companies.

The theoretical considerations in the major part of the paper are limited to the case -
of three factors although the methods can be extended without difficulties to the general
case of k factors (k > 3).

33



		webmaster@dml.cz
	2012-07-31T18:42:00+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




