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"KRIVKA V AFINNI KOMBLEXNI ROVINE

ALOIS SVEC, Praha

V préci jsou odvozeny Frentovy formule; jejini smyslem je ukdzati, jak se
v komplexnim prostoru pracuje pomoci jeho redlné representace. Pojem
struktury J a € je b&Zny,; viz napt. [1]. Pfipometime, Ze ktivkou v Hermiteové
prostoru libovolné dimensé se zabyval pred mnoha lety O. Boriivka.

1. Nechf R resp. C znadf téleso readlnych resp. komplexnich &isel. Uvazujme
vektorovy prostor V = Rm, Oznadme #z:R X V- ¥V skaldrni nésobeni
wa(r, v) = rv.

Budeme ifkati, Ze ¥V mé komplexni strukturu €, je-li déno zobrazenf
1c:C X V-V, pro n& plati: (1) V se stivd komplexnim vektorovym
prostorem, definujeme-li »c(x, ) jako skaldrni soudin &fisla « a vektoru v;
(2) restrikce zobrazeni v na R X V je vg. Déale budeme ffkati, Ze ¥V ma
strukturu J, je-li ddna linedrnf transformace J : ¥ - V, pro kterou J2 = —id.
Mezi komplexnimi strukturami a strukturami J je vzdjemné jednoznadna
korespondence. Komplexni struktuie € piitadime J, nisledujicim zptisobem:
Jg v = iv. Je-li ddna struktura J, potom pifslusnd komplexni struktura €,
je definovana relaci vc(x + if, v) = av + fJv.

V dal$im budeme uvaZovati afinni prostor 44, v jehoZz vektorovém zaméfeni
V = Rt je déna struktura J. Necht M2 je dvojrozmérnd varieta a ¢ : M2 — A4
je reguldrni zobrazeni. Toto zobrazeni nazveme J-zobrazenim, jestlize Jz,, =
= 7y, pro kazdé m € M2, kde 1,y = ¢, T, (M?) je teénd rovina plochy ¢(M?2) <
< A% v bodé m. Nadim tikolem je lokdlni studium J-zobrazeni ¢ : M2 - A4;
muZeme se omeziti na piipad, kdy i ¢(M?2) je varieta.

J-reperem prostoru A4 nazyviame kaidou soustavu {M;e;, ez, Je1, Jeg},
kde M je bod a e1, ez, Je; linedrné nezivislé vektory; je t¥eba poznamenati,
Ze potom i e, ez, Jer, Jes jsou linedrné nezavislé. Ka’dému bodu variety
p(M?2) piifadime J-reper, ktery volime tak, Ze e; a Je; lezi v te¢né roving;
toto lze udiniti, protoze ¢ je J-zobrazenim. MuZeme tedy psati

(1) dM = wle; + w3Je,
de; = w}el + wfez + wi‘Jel + waez,
des = wie; + wle, + wiJer + wifes.
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Pro pfehlednost napi¥me jesté - !

(2) dJe, = — wle, -~ wie;, + olJer + wiJes,
dJez = — ide, — wiyey + wiJer + wiJes: Y

Pro Pfaffovy formy wé, o} plati obvyklé rovnice struktury afinnfho prostoru.

Vnéj§im diferencovianim zdkladnich rovnic - )
(3) ‘ o wt= et =0 ,
vychézf

(4) NN — BNt =0, ol ANot+ 03 Awi=0 !
a tedy

(5) 0} = aw! — bwd, = bo! + awd. <)

V piipadé @ = b = 0 se bod M pohybujé v rovind, jejiz zaméfeni je déno
vektory e, Je;. Vylu¥me tento p¥ipad a piedpoklidejme a # 0; ihred iby
se ukézalo, Ze tivaha zaloZend na pfedpokl&du b # 0 nedava nic nového.
Zavedme novy vektor ' ' ’

(6) ‘ f2 — aeé + bJez, tj} Jf2 —_— — be2/';|'>(’it782. ’ .t ~ PPN )

ta\ N ¢
Potom de; = wle, + wiJer + wlfs + wdJfz; pideme-li opdt e; misto fz, dostd-

véme tak repery, pro néz St

(7) : 0} = o, o]=od,

Vnéjsi derivovani dava

(8) ol A (0 — 20]) — 03 A (0 — 203) =0, :
ol A\ (@F — 203) + o A (0f — 207) = 0

a tedy ' N

(9) 0z — 201 = aw! — fawd, 'wg — 202 = Bl 4 aws.

Zavedme nové vektorové pole _
(10) - fa=e— Yae — } e

Rovnice (7) jsou zachdvé;ny a je docfleno relace w} = }wj &li « =g = 0.
Je tedy vidy moZné takova specialisace reperii, Ze plati (7) a
(11) i = 20}, ;= 2w}

Vnéjsf diferencovani dava o _
(12) ANy —d ANoi=0, o' Aod+ 0P Awi=0

a ' &
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(13) 0 = ro! — swd, o= so! + ros.

Pifpad r = s = 0 odsuneme na konec této &isti; nechf r s~ 0. Analogickou
tvahou se dospivéd k zavéru, Ze existuji J-repery, pro néz se rovnice (13)
redukuji na

1
(14) 0y = 0!, ©f =wd; .

stadf totiz nalézti vSechny zmény reperi, zachovavajici (7) a (11). Vnéj§im
diferencovinim dostavame

(15) ANl —d AN} =0, ol A+ a3 Awl=0
a
(16) 0w} = Ao — Bo®, o} = Bw! 4 Aw3.
{T{m jsou repery tplné specialisoviny.
Protoze
17 do! =0, do?®=0,

existuji na varieté M2 (alesponli lokdlngd) soutadnice u, v, pro které

(18) o = du, od=dv.
Z (16) pak dostdvime podminky integrability
(19) d4d Adu —dB Adv=0, dBAdu+dA Adv=0,
tj.
04 oB 04 oB
(20) —_————, —=—.
ov ou ou ov

Vratme se k vyloudenému pifpadu, kdy rovnice (13) jsou

Potom vektorovy prostor, uréeny vektory e; a Jez, je pevny. UvaZujeme-li
vSechny zmény J-repert, které zachovavaji rovnice (3), (7) a (11), zjistime
pHmym vypodtem, Ze vektor e; miZeme voliti libovolné. Necht tedy vektor e;
je pevny, coZ zanmens

(22) wl =0, o}=0.
ProtoZe dw! = dw?® = 0, existuji na M2 alespon lokaln& soufadnice u, v tak,
Ze

(23) o! = du, o3=dv.
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Zskladnf rovnice se.redukuji na

(24) dM =du.ey + dv. Jey,
dey =du.es+ dv.Jex, dex=0,
dJe; = — dv.e; + du.Jez, dJe; = 0.

Je opét véci rutiny ukazati, Ze v .44 existuje base O, f1, f2, Jf1, Jfz tak, Ze
parametrické vyjadieni plochy je

(25) M(u,v)=0+u.f1—|—v‘.Jf1+.;-(u2—vz).fg-I—uv.Jf%.

2. Od struktury J pfejdeme nyni k piifazené struktuie €s; je iv = Jv
pro kaZdy vektor » € V. VSimnéme si nejprve obecného p¥fpadu plochy v 44,
Zavedme komplexni lokdlni soufadnici 2 = u 4 iv na M2 4 obvyklé opertory

0 1 (0 .9 0 1[0 .0
(26) —_—=——i—,——=———+i—].
oz 2 \ou ov|] 0z 2 \ou ov
Dostdvéime
27) oM oM .
——=e, [ =ie,
o
oey - dey | .
— = Key + e2, — =iKe; + iez,
ou : ov .
7 des .
— = ¢; + 2Kes, — = ie; + 2iKeg,
ou ov
kde
(28) : K = A 4+ Bi.
Odtud méme

aM 661 aez
(29) — = , —_— 0 , =0,
0z 0z o0z

takZe M, e; a ez jsou holomorfni vektorové funkce soufadnice z. Dale

(30 oK 0

) z
vzhledem k (20), takze také K je holomorfni funkei proménné z; K se nazyvi
kFtvostf. Konedné dostavame

oM dey Oes
(31) — =¢, —=Key+ e, — =e + 2Key,
oz 0z
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coz jsou Frenetovy formule pro kfivku v komplexni afinni roviné. Kone&nd
v kaZdém vyjime¢ném piipadé lze v pifslu$né komplexni afinni roviné zavésti
komplexnf soufadnice z = u + iv, @ = w 4 ivy tak, Ze rovnice kiivky, od-
povidajicf prvnfmu resp. druhému pifpadu, je

1

(32) w=0 resp.’ w=-2*22.
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CURVE IN AFFINE COMPLEX PLANE
Alois Svec
Summary

The Frenet formulas for a holomorphic curve in the affine complex plane are produced.
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