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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS
ROCNIK VIII CISLO 2

CYKLOGRAFICKE ZOBRAZENIE V ROVINE

VACLAV MEDEK, Bratislava

P. Hohenberg poukézal vo svojom podnetnom &lanku [1] na rozliéné moz-
nosti zov$eobecnenia premietacich metéd n-rozmernych priestorov. Jedna
moznost je zovSeobecnenie cyklografického zobrazenia v rovine (pozri [2]).

1. Budeme zobrazovat body roziirenej redlnej euklidovskej roviny g na
usporiadané dvojice bodov euklidovskej priamky o (doplnenej nevlastnym
bodom) roviny g.

Zvolme dva rozne body 10, 20, ktoré lezia v rovine g, ale neprislichaji
priamke p. Lubovolnému bodu 4 == ‘0 (¢ = 1, 2) roviny p priradime usporia-
dand dvojicu bodov (14, 24), kde ‘4 je prieseénik spojnice ‘04 s priamkou p.
Ak bod A4 splyva s bodom !0, priradime mu len bod 24, ktory je zaroven
prieseénikom spojnice o bodov 10, 20 s priamkou p. Podobne bodu A4, ktory
splyva s bodom 20, priradime iba bod 14. Bodom '4 budeme hovorit prvé
a bodom 24 druhé priemety bodov 4. Vidime, Ze kazdy bod roviny, s vynimkou
bodov 10, 20 (prvého a druhého stredu premietania), ma obidva priemety.
Bod 10 ma len druhy a bod 20 len prvy priemet.

Ak zvolime body !0, 20 v nevlastnych bodoch dvoch navzijom kolmych
priamok o, 20 a priamku p v jednej zo symetral uhla priamok o, 20, dostaneme
zobrazenie opisané v [2].

Duélne mézeme zaviest zobrazenie priamok roviny g na usporiadané dvojice
priamok prechddzajice bodom P. Nech ziadna z réznych priamok lo, %0 ne-
prechddza bodom P. Nech Iubovolna priamka a == ‘o pretina priamky o, 20
v bodoch 14, 24. Potom priamke a priradime priamky la = P'4 a 20 = P24.
Ak priamka a splyva s niektorou z priamok ‘o, pokradujeme dudlne k pred-
chadzajicemu pripadu. Priamkam !a, 22 budeme hovorit duilne priemety
priamky @ a priamkam lo, 20 dudlne stredy premietania.

Nech bod R je priesetnik priamok op. Potom Iubovolnej usporiadanej
dvojici bodov (14, 24) priamky p, ak ani jeden z bodov 4, 24 nesplyva
s bodom. R, odpoveds jediny bod A taky, Ze body 4, 24 s jeho prvym adru-
hym priemetom. Skutoéne, spojnice 1014, 2024 sa pretinaju v jedinom bode,
hladanom bode A. Ak body 14, 24 splyvajd, ale st rozne od bodu R, splyva
s nimi aj bod 4. Ak body 4, 24 splyvaju s bodom R,,tak touto dvojicou st
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charakterizované vSetky body priamky o (s vynimkou bodov 10, 20). Body
10, 20 maju iba po jednom priemete, ktory splyva s bodom R;, ich druhé
 priemety neexistuju.

Podobné vztahy platia pre duidlne zobrazenie.

Vymetime teraz navzijom body 4, 24 a hladajme vztah medzi bodmi 4, 4,
pritom bod 4 ma priemety 4, 24 a bod A ma priemety 14 = 24, 24 = 14.
Z vlastnosti plného stvorrohu '0, 20, 4, 24 priamo vyplyva, ze vztah medzi
bodmi 4, A je involutérna kolineacia pre stred v bode S na priamke o, pricom
(10°0RS) = —1, a os v priamke p. Skutoéne: 1. Stvorroh 10, 20, 14 24 ma
diagonalne vrcholy 4, A, R a teda spojnice AA prechadzaji vidy bodom S.
Ak spojnica A4 pretina priamku p v bode x, plati (Sx44) = —1. Jednému
bodu 4 zodpoveda jediny bod 4 a naopak. 2. Nech « je lubovolna priamka
prechadzajiica bodom A4 a nech pretina priamku p v bode 4’. Spojnicu 4’4
ozna¢me a. Potom zrejme kazdému bodu priamky « odpoveda bod priamky «
a priamky a, a sa pretinaji na osi kolineacie. 3. Ak bod A4 lezi na priamke a,
bod A lezi na priamke @. Ak bod A lezi na priamke p, zrejme 4 = A.

2. Nech a le Tubovolna priamka roviny g, ktora neprechadza ani jednym
z bodov 10, 20. Body 4 priamky a premietaju sa z bodov 10, 20 dvoma perspek-
tivnymi zvidzkami priamok a medzi bodovymi radmi 4, 24 na priamke p
je projektivny vztah «/1. Samodruzné body projektivity “/I sG bod R, ktory je
priemetom prieseénika “U priamok ao a prieseénik P (stopnik) priamky «
s priamkou p (ak priamka a splyva s priamkou p, projektivita 77 je identitou).
Nech bod 4 priamky « nesplyva so ziadnym z bodov P, 2U. Body 0, 20, *U, R
priamky o premietaji sa vtedy z bodu 4 na priamku p do bodov '4, 24, P, R.
Preto dvojpomery (020U R) a (1424 P R) st rovnaké a su rovné charakteristic-
kému dvojpomeru projektivity @//. Naopak, ak samodruzné body projekti-
vity /] nesplyvaji, je nimi a charakteristickym dvojpomerom priamka a
jednoznadne urcena.

Ak priamka a prechadza bodom R a nesplyva ani s jednou z priamok o, p,
definuje na priamke p projektivitu %/I s jedinym samodruznym bodom R.

Ak priamka a prechadza napr. bodom 'O a nesplyva s priamkou o, tak
projektivita “/7 je singularna I. druhu so singularnym bodom 1. druhu v bode R
& singularny bod 2. druhu je stopnik P priamky a [3].

Priamke o priradujeme singularnu projektivitu II. druhu so singularnym
bodom v bode R.

(Singularna projektivita I. druhu ma jeden bod — singularny bod 1.druhu —,
ktorému nezodpoveda ziaden bod, a jeden bod — singularny bod 2. druhu —,
ktory zodpoveda vsetkym ostatnym bodom a je rozny od predchadza-
juceho bodu. Pre singularnu projektivitu II. druhu obidva tieto body sply-
vaji.)

3. Zvolme suradnicovy systém v rovine p taky, ze priamka p ma rovnicu
23 = 0, bod 10 m4 suradnice (0,0, 1) a bod 20 m4 siradnice (1,1, 1). Potom bod
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_ a, — ay, 0). Bod R ma
A(a,, a,, a;) ma priemety A(a,, @, 0), 24(% ®1> Ca 2 0)

suradnice (1, 1, 0). — 0. Tubovolns

Lubovolna priamka a nech ma rovnicu &% + o + £a7y = 0. Lu (;VO nﬁ,b
priamka e bodom !0 m4 rovnicu &z, + &%z = 0 & priamka *q _l’)odom 0 ma:
rOVNicu 7,2y + ny@y — (1, & 7s) 24 = 0. AK priamky la’a maji prechadzat
tym istym bodom priamky a, musi

] 51 52 5'}
i Ny M — N1 — T2 =0, (1)
L0 ‘
éize
08y = (& + &)y + &, 08, = & + (& 4 &3) . (2)

Pre stradnice 'z, , 1z, prieseénika 14 priamky 'a s priamkou p plati 'z, : 1z, =
1, L2 P . 1 2
= —(, : {; a pre suradnice 2x,, *x, prieseénika 24 priamky 2a s priamkou p

plati 2z, : 22, = —u, : 9,. Z rovnic (2) vyplyva potom vztah medzi suradni-
cami bodov 1424 :
olry = (& + &)y, — &%y, olwy, = —& % + (& + &), (3)

Rovnice (3) st rovnicami projektivity “//. Determinant tejto projektivity ma
hodnotu &,(&, + &, + &) a je teda rovny nule, ak priamka a prechadza nie-
ktorym z bodov '0, 20; potom je projektivita “/I singuldrna.

Z tvaru rovnic (3) priamo vyplyva, ze zviazku priamok bude zodpovedat
zvizok projektivit na priamke p [3]. Naopak, podla typu tohto zvizku pro-
jektivit mozeme ustidit na polohu uvazovaného zvizku priamok vzhladom
na body 10, ?0 a priamku p. St tieto meZnosti:

a) (Zvizok typu I1.) Zvizok projektivit tvoria projektivity s dvoma
pevnymi roznymi samodruznymi bodmi P, R, dalej dve singuldrne pro-
jektivity I.druhu, ktoré maju body P, R za singularne body a identicka
projektivita. Zviazok priamok ma stred na priamke p v bode P == R.

b) (Zviazok typu I 2.) Zvizok projektivit obschuje projektivity s jednym
pevnym samodruznym bodom R, sirgularnu prc jektivitu II. druhu so singu-
larnym bodom v bode R a identicku grojektivitu. Zvizok priamok ma stred
v bode R.

¢) (Zvizok typu IIT 1, resp. 2.) Zvizok obsahuje okrem jednej singuldrnej
projektivity II. drubu samé singularne projektivity 1. druhu s pevnym singu-
larnym bodom 1. druhu, resp. 2. druhu. Zvizok priamok ma stred v bode 20,
resp. 10.

d) (Zviazok typu IV 2b.) Zvizok projektivit obsahuje samé hyperbolické
projektivity a jednu singuldrnu projektivitu II. druhu. Zvizok priamok ma
stred na priamke o rézny od bodov 0, 20, R.

e) (Zvizok typu IV 2c.) Zvizok projektivit obsahuje hyperbolické pro-
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jektivity, jednu parabolickd a dve singuldrne projektivity I.druhu. Zvizok
priamok ma stred, ktory nelezi ani na spojnici 1020 ani na priamke p.

4. Zaoberajme sa teraz kuzelosetkami, ktoré prechadzaji bodmi 10, 20
{(budeme ich nazyvat o-kuZelosetkami). Body K takejto kuZelosetky sa pre-
mietaji z bodov 10, 20 projektivnymi zvizkami priamok a teda medzi prvymi
a druhymi priemetmi bodov o-kuZelosetky bude projektivny vztah. V opi-
sanom sdiradnicovom systéme bude mat o-kuZelose¢ka k rovnicu

A @7 4 Gexf + 20.:02,%5 + 20130, 25 — (@ + A + 2055 + 2a53) Bx; = 0. (4)

Nech prvy priemet bodu K o-kuzelose¢ky k mé suradnice (‘z,, 'z,, 0). Bod K
bude mat potom suradnice k,, k,, k;, kde

ky = (@y + as + 20,5 + 2a45) ‘', — 20,507,

ky = (ay; + @o ™+ 2y, 4 2ay,) 25 — 2a5'2, 12, (5)

ks = ay,'0} + an'ad + 205,72, 'w,.
Druhy priemet bodu K ma potom suradnice %z,, 2x,, 0, kde

0%, = (ay; + 2ay,)'@} — (a;; + ag + 2a55) to,la, 4 anp'ry =
= (', — 'y) [ay. 2y + (g, + 2055 + 2a4,) 2,),
0%y = @y at + 2(ayy + ay3) 1@,y — (g, + 20, + 2a4,) 2 =

= ('o, — ') [(ay; + 2a,3) ‘2, — ag'w,).

(6)

Za predpokladu 1z, = 'z, mdZeme teda pisat

02, = (ay; + 2a,3) ‘2, — ag'w,,

7
0%y = @y, %y + (ay; + 2055 + 20a55) 'w,. “
Ak 'z, = la,, bod 1K splyva s bodom R. Potom mézu nastat tieto pripady:
a) o-kuzelosedka k je prava; potom rovnice (7) priraduji bodu R prave prie-
setnik jej tangenty v bode 20 s priamkou p. b) o-kuzelosetka k sa sklada
z dvoch priamok, z ktorych ani jedna nesplyva so spojnicou 1020 ; potom rov-
nice (7) priraduji bodu R prieseénik priamky prechadzajicej bodom 20
s priamkou p. ¢) o-kuzelosetka sa sklada zo spojnice !0*0 a z priamky m
bodom 20; potom rovnice (7) priraduji bodu R prieseénik priamok mp. d) Ak
sa o-kuzelosedka k rozpada v spojnicu 0?0 a priamku bodom !0, priraduji
rovnice (7) bodu R ten isty bod. e) Ak sa o-kuzelosetka k rozpada v dvoj-
nasobne poditani priamku o, nepriraduji rovnice (7) bodu R Ziaden bod.
Rovnice (7) vystihuji teda v plnom rozsahu vlastnosti Ziadanej projektivnej
pribuznosti na priamke p, a teda mézeme nimi nahradit rovnice (6).
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Projektivna pribuznost (7) je singuldrna, ak jej determinant 4 je rovny
nule:
Ay + 204 — Qg

ay Ay + 2045 + 2045 (8)
= (@y; + Qg + 2055 + 2055) (g1 + 20,5) — 20,305 = 0.

Moé6Zu nastat dva pripady: a) a,, + 2a,3 = 0, b) a;, + 2a,5 &= 0. V pripade
a) musi alebo x) a,; = 0, alebo f) ay, = 0. Pre pripad ax) je rovnica o-kuZelo-
setky

X[ 201571 + ooy — (App + 2a35) 23] = 0

a tato o-kuZelosecka sa rozpadad vo dve priamky, z ktorych jedna prechadza
bodom 0 a druh4 bodom 20.
Pre pripad af) je rovnica o-kuZeloselky

(a2 4 2a55%5) (2, — 23) = 0

a tato o-kuzelosedka sa rozpada ako v predchadzajicom pripade.
Pre pripad b) moézeme pisat

2a,50
13020
—2445; = ay; + Ay + 20,5 + 20,3 = PR
1 + 2043
Diskriminant A o-kuzelosetky je
Ay; Ay Qyg
— _ 2 2 _
A= | Uyy Ugp Apg | = — 3 A%; + 20,00,3455 — 3309, =
i
| @3 Ay O
2 9 2 2
— —a ay3 Qoo A3 15009 ol — a73 Qg A—0
= —Qap — - Qigley = — (A4 =
(@yy + 2a,3)? @1y + 2ay3 (a1 + 2a5)?

a o-kuzelosetka opit degeneruje.

Z predchadzajucich uvah vyplyva, ze ak projektivna pribuznost (7) je
singularna, degeneruje aj prislusnd o-kuzelose¢ka. Opatné tvrdenie nie je
spravne.

5. Z tvaru rovnic (7) priamo vyplyva, Ze zvizku o-kuzelosediek je priradeny
zvazok prisluSnych projektivit na priamke p. Naopak, podla typu tohto
zviizku projektivit moZzeme usudif na typ prislusného zvizku o-kuZelosetiek.
Su tieto moznosti pre typ zvazku:

a) (Zvizok typu I 1.) Zvizok o-kuzeloseliek mé okrem bodov 1020 dalsie
dva rozne zdkladné body M, N na priamke p rézne od bodu R.

b) (Zvizok typul 2.) Body M, N splyvaji na priamke p, M == R, priamka p
je spolo¢nou tangentou o-kuzelosediek zvizku.
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¢) (Zvazok typu I 3.) Zvizok projektivit tvoria, okrem identickej projek-
tivity, eliptické projektivity charakterizované jedinou eliptickou involiciou
obsiahnutou vo zvézku. o-kuzelosetky zvidzku nemaji okrem bodov 10, 20
ziaden spoloény bod a jedna degenerovand kuzelosetka zvizku sa sklada
z priamok o, p. '

d) (Zvizok typu II 1.) Zvizok projektivit obsahuje projektivity s jednym
pevhym samodruznym bodom a danou hodnotou charakteristického dvoj-
pomeru a jednu singuldrnu projektivitu II. druhu. Zvizok o-kuZelosediek je
uréeny bodom M priamky p a tangentou v bode M, ktora neprechadza ziadnym
z bodov '0?0OR.

e) (Zviazok typu II 2a.) Zviazok projektivit obsahuje okrem dvoch singular-
nych projektivit II. druhu eliptické a hyperbolické involicie, pricom samo-
druzné body hyperbolickych involicii tvoria involaciu. Zvizok o-kuzeloseéiek
je uréeny roznymi bodmi M N, ktoré nelezia na priamke p, ale spojnice '0M
a 20N a taktiez spojnice 'ON a 20 M sa pretinaji na priamke p. Priamka p je
teda diagonalnou stranou dplného §tvorrohu !0, 20, M, N protilahlou k dia-
gonalnemu vrcholu. ktory je prieseénikom spojnic 1020 a MN.

f) (Zvazok typu II 2b.) Zvizok projektivit obsahuje jednu singularnu pro-
jektivitu II. druhu a hyperbolické involtcie s jednym pevnym samodruznym
bodom. Zvézok o-kuzelosediek je uréeny bodom M na priamke p a tangentou m
v bode M.Ak M’ je prieseénikom tangenty m s priamkou o, plati (\020M'R) =
= —1.

g) (Zvizok typu II 2¢.) Zvizok projektivit obsahuje len hyperbolické in-
volacie, ktorych samodruzné body tvoria opat involiciu. o-kuzelosetky zvizku
nemaji okrem bodov 10, 20 ziaden spoloény bod a jedna degenerovana kuzelo-
setka zvizku sa sklada zo spojnice 0?0 a z priamky m == p neprechadzajicej
ziadnym z bodov 10, 20. Ak M je prieseénik priamky m s priamkou o, priamka p
je spoloéna polara vietkych kuzelosetiek zviazku vzhladom na pdl M.

h) (Zvazok typu III 1.) VSetky kuZelosedky zvizku st degenerované a skla-
dajt sa z jednej pevnej priamky bodom 'O a z priamok prechadzajicich
bodom 20.

i) (Zvazok typu III 2.) Vietky kuzelosedky zvizku st degenerované a skla-
daju sa z jednej pevnej priamky bodom 20 a z priamok prechiadzajucich
bodom 10.

j) (Zvazok typu IV 1.) Zvizok projektivit obsahuje hyperbolické, eliptické
a dve parabolické projektivity; samodruzné body hyperbolickych projektivit
tvoria hyperbolickd involiciu. Zvizok o-kuzelosediek indukuje na priamke p
hyperbolicku involiciu a neobsahuje Ziadne degenerované kuzelosedky, ktoré
by sa skladali z priamky o a z priamky bodom 10, resp. 20.

k) 1) (Zvazky typov IV la, b.) Zviazky projektivit sa lidia od predchadzajui-
ceho tym, Ze obsahuju eSte 2, resp. 1 singularnu projektivitu I. druhu. Zvizky
o-kuzelosediek obsahuji dve degenerované kuzelosedky typu opisaného v j)
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(pritom sa priamky bodmi 0?0 nepretinaji na priamke p), resp. len jednu
takd degenerovant kuzelosecku.

m) (Zvazok typu IV le.) Zvizok projektivit sa lisi od zviazku IV 1 tym, Ze
obsahuje jednu singularnu projektivitu II. drubu a jednu I.druhu. Zvizok
o-kuzelosediek sa li§i od zvézku j) tym, Ze obsahuje jednu degenerovanu
kuzelosedku skladajicu sa z priamok 1o, 20 bodmi 10, 20 takych, Ze sa pretinaju
na priamke p a druht skladajucu sa z priamky o a priamky bodom 0, resp. 20.

n) (Zvizok typu IV 2a.) Zvizok projektivit tvoria hyperbolické projekti-
vity a jedna parabolickd. Zvizok o-kuzelosetiek ma prave jeden zo zakladnych
bodov na priamke p. Zvizok mé Styri rézne zakladné body.

0) (Zvizok typu IV 2b.) Zvizok o-kuZelosediek je uréeny dvoma tangen-
tami v bodoch 10, 20, ktoré sa nepretinaji na priamke p.

P) (Zvizok typu IV 2¢.) Zvizok degenerovanych kuzelosediek skladajicich
sa z priamky o a priamok bodom M, ktory nelezi na zZiadnej z priamok o, p.

q) (Zvazok typu IV 3a.) Zvézok projektivit obsahuje samé hyperbolické
projektivity ; samodruzné body tychto projektivit tvoria eliptickd involdciu.
Zvazok o-kuzelosediek obsahuje jedint degenerovani kuzelosetku skladajicu
sa z priamky o a priamky m neprechadzajicej ziadnym z bodov 10, 20, R.
Ani jedna kuZelosedka zvizku nepretina priamku m.

r) 8) (Zvazky typov IV 3b, c.) Zvizky projektivit sa lisia od predchadzajui-
ceho iba tym, zZe obsahuju jednu, resp. dve singularne projektivity I. druhu.
Zvizok o-kuzelosediek je uréeny okrem bodov 10, 20 este tangentou s bodom
dotyku, resp. dvoma bodmi, priéom zviézok indukuje na priamke p eliptickit
involuciu.
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HBIRJIOI'PAOUNYECKOE OTOBPAJKREHUME B IIJJOCKROCTH
BAII'TAB ME/IER
BoiBoan

B 9710l ¢Tarpil aBTOP 3AHHMACTCH YACTHLIM CTy9acM O0TOODAaKCHUS TOYeK NMPOEKTHBHOM
IUIOCKOCTH @ HA YHOPALOYCHHDBIC TAPbI TOYCK NIPAMOM JinHUK p. BeAKol npAMoi JIMHAM njIoC-
KOCTH @ OTBCYACT HOTOM HCKOTOPOE HPOEKTHBHOE COOTBETCTBME TOYEK NPAMON JMHHH p.

B mjocroett @ CymecTByioT JIMHUM BTOPOTO NOPAAKA 00JajaloniMe TeM-3Ke CBOHCTBOM.
Ncceaepyorest yukn HPSMBIX JMHMH W 3TUX KPUBLIX BTOPOIrO HMOPAAKA U COOTBCTCTBYIOIM e
HYIKKH IPOCKTHBIBLIX COOTBCTCTBHE MPSIMOI JMHUH p.
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ZYKLOGRAPHISCHE ABBILDUNG IN DER EBENE
VACLAV MEDEK
Zusammenfassung

In dieser Abhandlung ist eine spezielle Abbildung der Punkte projektiver Ebene @
auf angeordnete Punktepaare einer Geraden p untersucht. Jeder Geraden der Ebene g
ist dann eine projektive Verwandtschaft von Punkten der Geraden p zugeordnet. Es
gibt auch gewisse Kegelschnitte (o-Kegelschnitte), welche dieselbe Eigenschaft besitzen.
Man untersucht dann Biischel von Geraden und o-Kegelschnitten und zugehorige Biischel
von projektiven Verwandtschaften auf der Geraden p.
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