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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV, VIII, 2 — 1958

O DIFERENCIALNI ROVNICI
y" 4 24(x) y + [A'(x) + o(x)]y = 0

MILOS RAB, Brno

Uvod

Diferencialni rovnice

2" 4 3py(x) 2"+ 3py() 2" + py(x) 2 = 0,

jejiz koeficienty p,(x) (¢ = 1, 2, 3) jsou funkee spojité v intervalu J = <,, o)
se svymi derivacemi az do fadu 3 — 4, se transformuje substituci
@
z=exp{— [p(0) dt} y
0
v diferencidlni rovnici

Y+ 3Py(x) y' + Py(x) y = 0,
kde

Py(x) = py(x) — 3pu(@) po(@) + 2pi(x) — pi(@), Py(x) = po(2) — pi(x) — pi(®).

Polozime-li

3 ..,
A(@) =5 Pya). ofz) = Pyz) — 5 Pi(a)
obdrzime diferencidlni rovnici
y" 4+ 24(x) y' 4 [A'(2) + o(x)] y = 0, (1)

jejiz koeficienty A(x) a w(x) jsou funkee spojité v intervalu J.
Jestlize A(x) a o(x) jsou konstanty, 4(x) = A4, w(x) = w, ma diferencialni
rovnice (1) v ptipadé 27m? + 3243 > 0, ® > 0 obecné feSeni tvaru

y=C e 4 (), e?  sin [z + C4], x > 0, p konstanty.
Kazdé neoscilujici feseni {C, = 0} konverguje s rostoucim x k nule, nema
ani jeden nulovy bod a patii do prostoru L*w,, co). Je-li C, == 0, TeSeni

osciluje! a dosti vzdalené nulové body kazdych dvou nezavislych oscilujicich

1 Oscilujicim budeme nazyvat integril, ktery v kazdém intervalu (a, o), ¢ > x,
nabyvéa kladnych i zapornych hodnot.

115



R

a "
integralti se oddéluji bud po jednom (na pi. y, = e? “sin px, y, = e? * cos px)

o|p

o
. =, x
nebo po dvou (na p¥. y;, =e? sin fr — e %%, y, = e2  sin fx).
Je-li 270w 4+ 3243 > 0, w < 0 ma diferencidlni rovnice (1) obecné Feient

tvaru o,
y=C,e 4 Cye 2 sin[fx + O], x > 0, f konstanty.

Kazdé feseni jest budto neoscilatorické v .J {C; &= 0} a diverguje k + oo, nebo
osciluje {C; = 0} a nulové body kazdych dvou nezivislych oscilujicich inte-
grali se oddéluji po jednom. Kazdy oscilujici integral patii do prostoru
L2(,, o).

V dalsich odstavcich budeme studovat piipady A(zx) == A4, o(z) %= o, kdy
maji integrly diferencidlni rovnice (1) pravé popsané vlastnosti. Podobnym
problémem se zabyval Zlamal [4].

I

V tomto odstavei uvedeme Gtyii pomocné véty.
Pomoena véta 1. Fundamentdlni systém Fedeni diferencidlni rovnice y" -+
+ 24(z) ¥y + A'(x) y = 0 jest tvaru

Y= UP Yy = uv, Yg = V%,
kde w « v znact dva libovolné nezdvislé integrdaly diferencidlné rovnice

1
Y+ 5 A@) y = 0. (2)
([3], dil 1, str. 97.)
Pomocena véta 2. Integraly diferencidlni rovnice (1) wyhovuji Mammanovd
identité v
p L ’
Liy@)] = y(@) y'(2) — 5 y"(2) + A(2) y(z) = — / oft) y2(t) dt + Lly(a,)].
By (3)
([1], str. 221.)
O spravnosti se snadno presvédéime tak, Ze rovnici (1) nasobime y(«) a inte-
grujeme od z, do z.
Pomocna véta 3. Bud o(x) <0 {o(x) =0} pro x €J a necht w(x) == 0
v Zadném Castecném intervalu. Kazdy integral y(x) diferencidlni rovnice (1),
kterij spliuje v néjakém Eisle x, €J poldteéni podminky y(x) = y'(x,) = 0,
y'(x,) &= 0 nemd napravo {nalevo} od x, Zdadniy nulovy bod.
Vskutku, kdyby pro x, > z, bylo y(z,) = 0, bylo by podle (3) —y'%(x,) =

@
= — [ @) y3(t) dt, coz jest spor, nebot na levé strané jest nekladné, na pravé
Lo

kladné é&islo.
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Analogicky se dokaze tvrzeni v pripadé w(z) = 0.
Pomoena véta 4. Budte ddny dvé diferencidlni rovnice

2"+ 24(x) 2" 4 [4A'(%) + w(z)] 2 = 0, (4)
7"+ 24(2) Z' + [A'(%) + 0y@)] Z = 0. (3)
Necht funkce A'(z), wy(x), wy(x) jsou spojité v intervalu J a necht oy(x) < 0,

wy(x) < wy(x), pri emZ meni v Zddném Cdsteéném intervalu (%) = wy(x).
Oznaéime-li 2(x), resp. Z(x) integrdl diferencidlni rovnice (4), resp. (5), pfi em?#

2wo) = Z(my), 2'(wy) = Z'(my), 2"(y) = Z'(,), (6)

pak jest | z2(x) | < | Z(x) | v kaZdém intervalu (x,, ), v némz z(x) neméni zna-
ménko.

Dukaz. Polozme m,(x) — wy(x) = e(x) = 0.

Pak muZeme diferencialni rovnici (4) psat ve tvaru

2" 4 24(x) 2" + [A'(x) + wy(x)] 2 = — &(x) 2.

Methodou variace konstant obdrzime integralni rovnici

Ax) = Z(x) — f e(t) —u;;;z;)t)—z(t) &, (7)

Ty

pii ¢emz Z(x) je integral diferencidlni rovnice (5) uréeny v éisle , pocateénimi
podminkami (6), W(t) je wronskien fundamentdlni soustavy feseni Z;, Z,, Z,
diferencidlni rovnice (5) a

Zl(x)» Zz(x), Z3(x) (
IlV(xr t) - Zl(t)r Zz(t), Z3(t) ’
L Zi(), Zi(b), Zit) |

Pii pevné zvoleném ¢ jest }KV([A%)Q integralem diferencidlni rovnice (5)
spliiujicim v ¢&isle @ =1 podateéni podminky
W W) 0 Wt t) 1.
W (t) ’ W(t) W)
W(, t)

Podle pomocné véty 3 jest W) > 0 pro vSechna x > ¢.
Tvrzeni véty plyne bezprostiedné ze vztahu (7).

117



11

Vlastnosti integrali diferencialni rovnice (1) v piipadé w(x) = 0

Véta 1. Necht diferencidlni rovnice (2) jest oscilatoricka v J.

Necht A'(x) a o(z) jsou funkce spojité v J a w(x) =0 pro x €J, pfi demé
nent v Zddném Edsteéném intervalu o(x) = 0.

Je-li kaZdy integral diferencidlni rovnice (2) ohraniéeny { konverguje s rostou-
cim x k nule}, pak plati tato tvrzeni:

«) KaZdy integral diferencidlni rovnice (1) budto osciluje v J, nebo je ohra-
niceny { konverguje s rostoucim x k nule} a nemd ani jeden nulovy bod.

b) Dostateéné vzddalené nulové body dvouw mezdvislych oscilujicich integrdle
se oddéluji bud po jednom nebo po dvou.

c) Je-li o(x) = e > 0, patFi kazdy neoscilujict integrdl do prostoru L¥(x,, oo).

Dukaz. a) Funkee L[y(x)] jest klesajici v J, jak jest patrno z (3). Bud
existuje x, = z, takové, ze L[y(x,)] = 0, pak jest L[y(z)] < 0 pro vSechna
x > x; a y(x) osciluje ([2], str. 355), nebo jest v celém intervalu JL[y(x)] > 0
a y(x) nemd ani jeden nulovy bod. Kdyby totiz integral y(2) mél nulovy bod

_ 1 _
x €J, bylo by L[y(z)] = —Ey’z(x) < 0, coz je ve sporu s piedpokladem.

Oznadme Z(z) integral diferencialni rovnice Z” 4 24(x) Z' + A'(x) Z = 0,
ktery spliiuje v &isle x, tytéz cauchyovské pociteéni podminky jako y(z).
Podle pomocné véty 4 {wy(x) = 0, w(x) = w(x), 2(x) = y(x)} jest | Z(x) | >
> | y(x) | pro viechna & > z,. Odtud plyne, Ze y(z) je ohranideny {konverguje
k nule}, nebot podle pomocné véty 1 jest-Z(x) = Ciu*(x) 4+ Cyu(x) v(x) +
+ Cyo?(2), kde C, C,, Cy jsou vhodné konstanty, u(z) a v(x) dva libovolné
nezavislé integraly diferencidlni rovnice (2), které jsou podle predpokladu
ohranidené {konverguji k nule}.

Tvrzeni b) je dokazano v praci [2].

Necht koneéné w(x) = ¢ > 0. Je-1i y(x) libovolny neoscilujici integral dife-
rencialni rovnice (1), jest L[y(x)] > 0 pro v8echna z = «,.

Tvrzeni ¢) plyne ze vztahu (3), nebot kdyby f y2(¢) dt = oo, byla by limita
lim L{y(z)] = — oo, co% je ve sporu s tim, ze L[y(xz)] > 0.
111
Vlastnosti integrala diferencidlni rovnice (1) v piipadé w(x) <0
Véta 2. Necht A'(x), o(x) jsou funkce spojité v J a mecht A(x) <& <0,
o(x) <0 pro x €J.

Necht md diferencidlni rovnice (1) alespots jeden oscilujict integrdl y,(x).
Pak plati tato tvrzeni:
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1. Diferencialni rovnice (1) mda také neoscilugict integrdly. KaZdy neoscilujict
integrdl diverguje s rostoucim x monotonné k 4+ oo.

2. Je-li w(x) < 0 < 0, pattt kaZdy oscilujict integrdal do prostoru L2(x,, co).

3. Nulové body kaZdich dvow mezdvislych oscilujicich integrdli se oddéluji po
jednom.

Dtkaz. 1. UkdZzeme predevsim, ze kazdy integral y(x), ktery spliiuje v né-
jakém ¢&isle z; € J podateéni podminky y(x,) = y'(x;) = 0, y"(2,) = 0, diver-
guje s rostoucim  monotonné k - co. Bez ujmy na obecnosti miizeme pred-
pokladat #”(x,) > 0. Pak jest y’(x) > 0 v jistém okoli zprava bodu ;.
Ukazeme, ze jest y"(x) > 0 pro viechna x > x,. Piedpokladejme, ze tomu
tak neni a oznaéme & minimum vsech x > z;, pro néz y"(z) < 0. Pak jest
¥y (&) = 0 a z Mammanovy identity (3) plyne :

LIy@)] = — 5 ) + 40 %6 = — [ o) y0

@

coz je spor, nebot na levé strané jest zdporné, na pravé nezaporné ¢islo. Jest
tedy y”(x) > 0 pro vsechna x > x,, takie y'(x) roste, a protoze y'(z;) = 0,
plati od jistého x, > x, nerovnost y'(x) = k > 0, kde k je vhodna konstanta.
Z posledni nerovnosti plyne, ze y(z) je monotonni a y(x) = k(x.— ,) + y(,),

takze jest lim y(x) = co. Analogicky se dokaze, ze lim y(x) = —oo, kdyz

Y () < 0.

Bud nyni y(x) libovolny neoscilujici integral. Zvolme x, € J tak velké, aby
y(x) & 0 pro x > z,. Bez Gijmy na obecnosti mtizeme piedpokladat y(z) > 0
pro x > x;. Ukazeme, ze y(x) je neohraniceny.

Piedpokladejme, Ze existuje takové M, ze y(x) < M pro viechna z > x,.
Bud (%) oscilujici integral diferencidlni rovnice (1). Zvolme dva po sobé
jdouci nulové body n > > z, tak, aby %;({) > 0, %i(n) < 0. Funkce F(z) =
= y(x) yi(x) — y'(x) y,(x) jest spojitd v intervalu <, 7> a jest F({) =
= y(O)yi(C) > 0, F(n) = y(y) y1(n) < 0. Existuje tedy uvniti intervalu (¢, n)
¢islo & takové, ze F(£) = 0. Systém rovnic

ay(&) + cp(é) = 0,
¢y’ (€) + eyi(8) = 0
ma tedy nenulové feseni c,, ¢,, nebot determinant soustavy F(£) je roven nule.

Funkce y(x) = ¢;y(x) + cy5(x) jest YeSenim diferencidlni rovnice (1) a ma
v ¢isle & dvojnasobny nulovy bod. Podle hoiejstho jest lim y(z) = oo, coz
T—>0

jest spor, nebot v nulovych bodech z; integralu w,(x) jest y(x,) = c;y(x;) <
< ¢, M. Jest tedy kazdy neoscilujici integral y(x) neohraniéeny. K dokondeni
dukazu tvrzeni 1 stadi ukazat, ze y(x) nemize mit nekoneéné mnoho maxim
a minim. Dtkaz provedeme opét sporem. Oznaéme & (k= 1,2, ...) body,
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v nichZ nabyva y(x) maxima. ProtoZe je y(x) neohraniceny, existuji ke kaz-
dému éislu L > 0 indexy k takové, ze y(&;) > L. Z Mammanovy identity (3)
plyne &

y(&) ¥ (&) + A(E) y3(E) = — [ o) y3(t) &t + Lly(,)).

Prava strana je zdola ohraniéena, nebot w(x) < 0 pro x > z,, kdezto na levé
strané méme (&) y'(&) + A(&) ¥3(&) < A(&) ¥2(&) S ey*(&), takze leva
strana nabyva libovolné velkych zapornych hodnot, a to je spor.

2. Z predpokladu w(x) < § < 0 a z (3) plyne, Ze L[y(z)] jest rostouci funkce,
ktera je zaporna pro kazdy oscilujici integral v celém intervalu J. Jest totiz

v kazdém nulovém bodé =z, integralu y(z) L{y(x,)] = — iy'z(yc,c) < 0. Jest
o 2

tedy podle (3) . .

— Liy(ay)] > [ o) | y20)dt = | 8| [ y20) (8)

coZ jest tvrzeni 2.

Abychom dokézali tvrzeni 3, stadi ukazat: oznadime-li y,(x) a y,(z) dva
libovolné nezavislé oscilujici integraly diferencidlni rovnice (1), pak nemohou
mit Z4dny spoleény nulovy bod a mezi kazidé dva po sobé jdouci nulové
body z, a x, jednoho integralu {na pi. y,} padne alespoii jeden nulovy bod
druhého integralu {y,}.

Dilkaz provedeme sporem. Predpokladejme, Ze v intervalu (w,, x,) nelezi
ani jeden nulovy bod integralu y,(x). Bez Gjmy na obecnosti mizeme pired-
pokladat g, (x) > 0, ys(x) > 0 pro =z € (x;, x,), takie yy(x;) = yo(,) = 0,
Yo(2,) > 0, y5(x,) < 0. [Nemiize byt yy(x,) = 0 ani yy(x,) = 0, nebot integral
yo(x) by byl neoscilujici podle pomocné véty 3.] Stejnou tvahou jako pii
dikazu tvrzeni 1 se ukaze, Ze tento predpoklad vede k existenci integralu
y(z) diferencidlni rovnice (1), ktery ma v disle & € (x,, @,) dvojnasobny nulovy
bod. Podle pomocné véty 3 y(x) neosciluje a podle tvrzeni 1 véty 2 jest

lim y(z) = + oo. (9)
Na druhé strané v8ak y(x) jako linearni kombinace dvou oscilujicich integralt
je ohranic¢eny, nebot kazdy oscilujici integral je ohranideny.

Vskutku, bud z(z) oscilujici integral. L[z(z)] je neklesajici, ziporna a ozna-
¢ime-li z; body, v nichZz ma z(x) lokalni kladné maximum nebo zaporné mi-
nimum, jest z(x;)2"(x;) = 0, L[z(x,)] < A(%,) 2%(x;) < e2¥(2y,) < 0, takZe po-
sloupnost {z(x;)} je ohranidend. To vSak je ve sporu s (9). Lezi tedy mezi z,
a , alespoii jeden nulovy bod integralu y,. V intervalu (z,, #,) v8ak nemiize
lezet vice nulovych boda integrilu z,, nebot kdyby zde lezely alespoii dva,
Z, < %,, pak by mezi nimi podle pravé dokazaného lezel alespoii jeden nulovy
bod integralu y,, ¢emuz tak neni.

Zbyva ukédzat, Ze integrily wu,(%) a y,(x) nemohou mit Zadny spoleény
nulovy bod &.
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+ Vskutku, kdyby tomu tak bylo, existovalo by takové &islo k = 0, ze (&) =
= kys(&) a funkce y(z) = yy(x) — ky,(x), kterd je fesenim diferencidlni rov-
nice (1), by méla v &isle & dvojnasobny nulovy bod, takze by platilo (9), a to
je ve sporu s tim, Ze ¥; a ¥, jsou ohranidené. Tim je tvrzeni 3 dokazéano.
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O INOOEPEHIUNAJBHOM YPABHEHUNUN
y" + 24(x) y' + [A'(2x) + o(2)]y = 0

MIJOIINl PAB
BurBoanl
B 370il cTaThU PelacTest BOUPOC, Korua peinenus auddepeHnmanbHoro ypaBueHns
y" 4+ 24(x) ¥y’ + [A'(2) + o(@)]y =0 (1)
00/1aa10T ¢BOHCTBAME 1OJIOOHBIME KaK PeHIeHHA yPABHEHUS ¢ NOCTOSHHBIMA KoepPumuen-

TAMH.
Teopema 1. ITyers ugdepenmanbioe ypasienue

b1 ’
y 5 Ay =0 (2)
B uurerpaie J = vy, oo) rodcbasomeeest. Hyers gynkuun A’(x) m w(x) = 0 HenpepblBILL

B nurerpane J u nyers o(x) 5= 0 B Besikon uurepsaiie § CJ.

Ecam peskoe penicnne ypasneuus (2) orpaniucuino (Ml CrpeMUTest K HY10 1IPH & —> ©0)
TO CUPABCAIMBLE YTBCPHLCHISA:

1. Besaxoe peuienne ypasuenust (1) B narepsadie J mium koaeGusieress WM OIpaHUuCHHO
(cTpeMuTeA K NY/I0) M HeT Y HETO KOPIst B .

2. Jloeratouno yjaJdenubic HyJIH JIBYX He3asUCHMLIX KOJICOIMONNNCST POIICHUE depeay-
10TCST O OJIHOM MJIH 110 JIBYX.

3. Ecin () = e > 087, 10 BCSROC HeR0ACOISIONICCCH PEUICHUC TIPUHATIICHKUT Kaacey
L2(x,, co).

Teopema 2. Hyers gymcmn A’(x) n o(x) B wurepsadce J menpepsiBubl 1 nycth 4(x) <
Se<0,w() =0, st x€J.
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Ecan ypassenue (1) obiagaer KosieOasouuMesl peuicHIeM, COPaBe/IMBLl yTBePKAeHAAS

1. Vpasuenue (1) obianaer TosKe HexosefJsgionmmes peurcHueM. Besikoe Hexosebisios
nieecsl pellicHUe pacxoauTes k oo npu & —oo.

2. Ecano(x) = § < 0, Besikoe Kodeluistionieecs pelnense npuaamieskur kiacey L3, oo).

3. Mexay BCAKAMH JABYMA HYJIAMU OJHOIO M3 JIBYX He3aBHCHUMBIX KOJIeONSAIOMMXCA
peleHRIT JIeKIT OHH H TOJBKO OJHMH HYJb BTOPOI'0 PCUICHHSI.

UBER DIE DIFFERENTIALGLEICHUNG
y"+24(2) y' + [A'(2) + o(@)] y =0
MILOS RAB

Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit werden die Falle studiert, in welchen die Losungen der
Differentialgleichung
y" + 24(x) y + [4'(2) + o(@)]y = 0 1)

ahnliche Eigenschaften wie die der Differentialgleichung mit den konstanten Koeffizienten
haben.

Folgende Sétze werden bewiesen:

Satz 1. Die Differentialgleichung

Y+ 5 Al@)y =0 (@)

sel im Intervalle J = (z,, o) oszillatorisch. Die Funktionen A4’(x) und w(x) = 0 seien
in J stetig und es sei w(x) == 0 in jedem Teilintervalle j C J.

Wenn jede Losung der Differentialgleichung (2) beschrénkt ist (oder mit wachsendem
gegen Null konvergiert), dann gilt:

1. Jede Lésung der Differentialgleichung (1) ist in J entweder oszillatorisch oder
beschrankt (konvergiert gegen Null) und hat keine Nullstelle in J.

2. Hinreichend entfernte Nullstellen zweier unabhéngigen oszillatorischen Losungen
trennen sich zu eins oder zu zwei.

3. Wenn w(x) = ¢ >0 in J gilt, ist jede nichtoszillatorische Losung der Klasse
L3(x,, oo).

Satz 2. Die Funktionen A’(x) und w(x) seien in J stetig und es sei 4(z) << 0,
w(x) =0 fur z €J.

Wenn die Differentialgleichung (1) mindestens eine oszillatorische Losung y;(x) besitzt,
dann gilt:

1. Die Differentialgleichung (1) hat auch nichtoszillatorische Losungen. Jede nicht-
oszillatorische Losung divergiert mit wachsendem x gegen - oo.

2. Wenn o(zx) < 4§ < 0 gilt, ist jede oszillatorische Lésung der Klasse L*(x,, co).

3. Die Nullstellen zweier unabhéngigen oszillatorischen Losungen trennen sich zu eins.
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