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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV, VIII, 2 — 1958

POZNAMKA K ODVODENIU LAPLACEOVE]
ROVNICE O POVRCHOVOM NAPATI

(Metodicky prispevok)

STEFAN BARTA, Bratislava

Rozdiel tlakov na rozhrani oddelujiicom dve rézne kvapaliny, alebo kva-
palinu a plyn, pri l'ubovolnom tvare rozhrania vyjadruje Laplaceova rovnica

1 1
P1—P2:U(E+E),

kde o je povrchové napitie, p, a p, st tlaky v prvom a druhom prostredi
a R, a R, polomery krivosti hlavnych normalnych rezov rozhrania, poéitané
kladne na stranu, kde tlak je p;. '

Tato rovnica sa odvodzuje v ucebniciach fyziky dvojakym spésobom; bud
sa elementarnym spésobom vyjadruje podmienka rovnovahy uéinkujacich
sil, alebo sa pouziva prineip virtudlnych posunuti. Domnievam sa, Ze obidva
sposoby, pretoze vychadzaju zo zjednodusenej geometrickej predstavy a pri
odvodzovani sa robia dalsie zjednodusenia, nie st dost presvedéivé.

V tomto svojom prispevku podavam odvodenie Laplaceovej rovnice po-
uzivajic poétové pravidla a vety vektorového poétu takym sposobom, ktory
nevyzaduje nijaké zjednodusenia.

Na zakrivenej ploche, oddelujicej dve kvapalné prostredia alebo kvapalinu
a plyn, majme na mysli v sebe uzavretu ¢iaru (obr. 1). Na povrchovia vrstvu
ohrani¢end uzavretou ¢&iarou, ktorej hribka — ako vieme — je vidy velmi
mald, a¢inkujua dvojaké sily. Je to jednak sila F, dané rozdielom tlakov po
obidvoch stranach rozhrania, jednak sila F, po-
vrchového napitia pozdlz uzavretej tiary v roz-

&
hrani. @
Vyjadrime obidve sily vo vektorovom tvare.
d£ T
F, :f (P — py) dS, (1) Obr. 1.

kde dS je plo$ny vektor, orientovany na t stranu povrchu, kde pdsobi tlak p,.
Normalny jednotkovy vektor sihlasne rovnobezny s vektorom dS, teda orien-
tovany tiez do druhého prostredia, nech je n.
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Prv ako vyjadrime druht silu, zavedieme si tangencidlny jednotkovy
vektor T v smere doty¢nice k ohrani¢eniu rozhrania, orientovany tak, Ze zo
strany vektora dS vektorom v uréené obiehanie ohranidenej éasti rozhrania
sa javi proti pohybu hodinovych rudi¢iek. Potom silu F, moZno vyjadrit
takto:

Fzzj;ads(rxn):afdsxn, (2)

kde ds je dlzkovy element ohranitenia rozhrania.
Za rovnovahy sa stGdet sil posobiacich na povrchova vrstvu rovné nule.

F, +F,=o0. (3)

Aby sme krivkovy integrélfﬁ ds x n, vystupujuci vo vyjadreni sily F,,

mohli upravit pomocou Stokesovej vety na plosny integral, budeme upravovat
jeho skaldrny sucin s Iubovolnym konstantnym vektorom a. Dostavame

a.fﬁds><n:—ﬁa.(nxds):—%(axn).ds.

Prv vSak ako budeme méct pouzit Stokesovu vetu, ktord mame odvodenu
pre trojrozmerné vektorové polia, musime definovat vektor n aj v okoli roz-
hrania. Urobime to tym sposobom, Ze vSetkym bodom tejze normaly rozhrania
priradime ten isty jednotkovy vektor m vo smere normaly, orientovany rovno-
bezne s vektorom dS. Posledny krivkovy integrdl moézeme upravit potom
takto:

a.pds x n= — (axn).ds:—/.rot(axn).dS:
¢ J
:~f[a(r.n)—a.rn].dS:—a.U(r'.n)ds—fln.ds].

Pretoze vektor @ je Tubovolny, je spravna i rovnica

§ds x n:an.ds —f(lf.n)ds — —f(l“.n)ds,
lebo '

fr'n .dS :f(rn.n) as — 0.

O poslednom nasom tvrdeni sa moézeme presvedéit pouzitim identity platnej
pre dva Iubovolné vektory u a v, V(u.v) = (Vu).v 4 (Pv) . u, a ak volime
u = v = n, dostaneme 0 = I’n . n.

Pouzitim ziskanych vysledkov silu F, mézeme vyjadrit v tvare plodného
integralu

F,— — af (v . ) ds. (2a)
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Spojenim vysledkov (1), (2a) a (3) dostdvame rovnicu

[~ p)as —o [ @ .myas=o.

Pretoze sme ohranidenie ¢asti povrchu zvolili lubovolne, vyplyva z nej:

P — P = oV .n). (4)

Vyraz V' . m upravime pouzitim vhodne zvoleného pravotoé¢ivého stradnico-
vého systému. Jeho poéiatok nech je v niektorom bode rozhrania. Smer osi Z
nech je rovnobezny so smerom vektora n. Osi X a Y st potom v tangencialnej
rovine. Roviny XZ a YZ pretinaja rozhranie v dvoch normdlnych rezoch.
Mézeme potom pisat:

on on 02 k on on

V.n:(;;;”—*—_d‘.‘y—l‘}‘*az :'()—;"+—5y—l’

lebo v nasom pripade on =0.

0z
Z definicie normalnej krivosti
dn

N:*dg‘.‘l',

kde n je jednotkovy vektor vo smere normaly a v tangenciadlny jednotkovy

. , . on . S .
vektor v smere normalneho rezu, vyplyva, ze — . i = N1 je krivost norméal-

ox

. on . . .
neho rezu v rovine XZ a 0 j = N, krivost norméalneho rezu v rovine YZ,
Y

takze ,
V.n=N;+ N,. (5)

7Z diferencidlnej geometrie ploch je viak zname, Ze sGdet krivosti dvoch
na seba kolmych rezov je konstantny a rovna sa sué¢tu maximalnej normalovej
krivosti N, a minimalnej normalovej krivosti N, plochy. Rozdiel tlakov po
obidvoch stranach rozhrania, podla vysledkov (4) a (5), je preto aj

/ , 1 1
Pr— Py =0, + N3) =o(N, + Ny) =0 —+—),
R, R,
kde R, a R, st polomery hlavnych norméalovych krivosti, po¢itané kladne na

stranu rozhrania, kde tlak je p,. Rovnica

1 1
Y I . 6
P1r— P2 ( R, + Rz) (6)
je znama rovnica Laplaceova.
V zédvere dakujem akademikovi D. Ilkovidovi za rady a pripomienky, ktoré
mi poskytol pri pisani prispevku.
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