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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV, VII, 1 — 1957

O PRIAMEJ ULOHE TEORIE TELURICKEHO
POLCA PRE KRUHOVY VALEC

TIBOR KOLBENHEYER

Katedra banickeho meraéstva a geofyziky na VST v Kosiciach
JCOLYZIKY

VENOVANE K 50. NARODENINAM AKADEMIKA
DIONYZA ILKOVICA

Jednou z najdoélezitejsich pomdcok pri interpretacii geoelektrickych merani
v aplikovanej geofyzike je porovnavanie hodnét zmeranych v teréne s udajmi
vyplyvajucimi z teérie pradovych poli pre Struktury definované rozliénymi.
pokial mozno jednoduchymi plochami. Jednotlivé utvary ohrani¢ené tymito
plochami povazujeme pritom obydajne za homogénne (¢o do elektrickej vodi-
vosti) a izotropné. Vypocet tychto teoretickych ddajov predpoklada vzdy
riesenie okrajovej tlohy pre prislusni konfiguraciu s prihliadnutim na spésob
sytenia. Pri odporovej metdde prichadza napr. do dvahy bodové alebo dipdlové
sytenie ¢i uz rovnosmernym alebo striedavym pradom, zatial ¢o pri telurickej
metide povazujeme pole vo velkej vzdialenosti od utvarov, U¢inky ktorych
chceme zistovat, za homogénne a rovnobezné s rovinou zemského povrchu,

Okrajova tloha teérie telurického pola je vyriesend striktne len pre niektoré
geometricky jednoduché pripady, prehladne zostavené napr. v [1] a uvedené
zvicsa aj v [2]. Ide pritom najmé o zlomové (poklesové) struktary, monokli-
nalne suvrstvia. synklinaly a pod. V tomto prispevku vyriesime okrajovi
ulohu tedrie telurického pola pre homogénny a izotropny nekone¢ny kruhovy
valec uloZeny taktiez v homogénnom a izotropnom polopriestore ohrani¢enom
rovinou zemského povrchu. Budeme pritom predpokladat, ze os valea je
vodorovna.

Na riesenie naznadenej tlohy pouzijeme valcova resp. rovinna bipolarnu
stradnicovi ststavu so siradnicami « a ». ktoré sivisia s kartézskymi sarad-
nicami z a y podla vztahov

vshw X sin e
ch u + cos v Y=

(1)

ch u -+ cos »

pricom sa w meni v intervale (— oo, --00), v v intervale (—=, =) a v je vhodne
zvolena konstanta. Rovina & = 0 (¢ = 0) nech je rovinou zemského povrchu

54



a rovinu (&, y) volme kolmo na os valca. Ak polomer tohto je £ a vzadialenost
jeho osi od zemského povrchu H (obr. 1), kladieme

Ny 2)

predpokladajie v kazdom pripade. ze je H > R. Krivky « = konst. st potom
kruznice
\2

(0 vethup + 2= - -
sh?

Jednou z nich je rez valca s rovinou (&, y).
pre ktory plati

T2 R2
o i, = arch 7= arsh -ll{rR B (3)

Krivky » = konst. si obliky kruznic

\2 X
2 (Y ovetge)? s Cin? v Obr. 1.
s koncovymi bodmi A a A’ leziacimi na osi x simerne podla osi y vo vzdiale-
nosti v od nej. Hodnotam » = 0 odpoveda oblak leziaci vpravo od osi .
hodnotam # <2 0 oblik leziaci vlavo od nej (A’'QA, resp. 4’PA na kruznici
zakreslencj v obr. 1) tak, ze obliky odpovedajiuce hodnotam ¢ a - (z — v)
sa doplnuja na kruznicu (4’PAE), rovnicu ktorej sme uz napisali.
Stvorece dizky obliikového elementu sa dd v rovinnych bipolarnych strad-
niciach vyjadrit rovnicou
ds? = v

(chw -+ cos v)2

(duz + do?),

ktort odvodime lahko zo vztahov (1). Z toho vyplyva, ze Laplaceov vyraz
pre Tubovolna funkeiu V(x, y) sa da v tychto stradniciach napisat v tvare [3]

o e 0,0'??’,)?(” i "”’)

V2 Ju? o2

Laplaceova rovnica ma teda jednoduchy tvar

Vo2V
RO A — 4
o o (4)
a funkeie tvaru
(A ch Zu 4+ B sh Au)(C' cos dv + D sin iv).

kde 4. B. (", D a 2 sG lubovolné konstanty, st jej partikularnymi integralmi.
Polozime 4 == 0.1.2. ... a budeme predpokladat. Ze sa pridatny potencial
da napisat v tvare

W = Z (A, ch nu 4 B, sh nu)(C, cos ne + D, sin nv)

n-0



a ze tento rad splituje vsetky konvergencéné podmienky, ktoré budenwe speci-
fikovat neskor. Konstanty 4,. B, . (', a D), maji odlisnt hodnotu pre vonkajsie
pole a pre pole vo vnitri valca.

Primarne pole je podla predpokladu homogénne a povazujme ho najsampry
za rovnobezné s osou y. Jeho potencial je teda

ko osin e

it

Vy = 1"/ - ‘

ch v + cos »

kde & je konstanta, ktori povazujeme za znamu.
Pretoze v rovine zemského povrchu (t. j. pri « = 0) je normalovi zlozka
hustoty pridu vsade nulova, musi byt B, = 0 a potencial vonkajsicho pola

ma preto tvar

”
Iy =V, 4+ Z (C', cos ne + D, sinne) ch . (ta)
0=l
Bod A (obr. 1) ma sdradnicu « - - co a pretoze je regularnym bodom pola.
potencial vo vnutri valea musime predpokladat v tvare

7
Iy ==V, + Z (¢, cos ne + d, sin nvje=. (6h)
[zl
Konstanty (!,. D, . ¢, ad, sa daja uréit z okrajovych podmienok platnych na
ploche valea. ktoré mozno formulovat takto:
) w -,

pricom g, je Specificky odpor vo vonkajSej oblasti ohrani¢enej plochou valca
a zemskym povrchom. o, S$pecificky odpor vo vnutri valea a pre u, plati

-

vzorec (3). Z prvej podmienky (7) vyplyva ihned

LoV I
. , I e - —
([ l)ur wa T ( I 2)“ o * ( ou )u u ¢

[ 0

¢, = eoch nu, (' . d, = eoch nu,D,. ()

.
Aby sme vsak mohli pouzit aj druha okrajovi podmienku. musime tunkeiu 17,
rozlozit vo Fourierov rad podla premennej ¢.

Funkcia V, definovana vztahom (5) je spojitou funkciou premennej »
v kazdom bode. pre ktory « > 0 a vyhovuje znamym Dirichletovym pod-
mienkam v intervale —= < ¢ < w. Da sa preto rozlozit vo Fourierov rad.
ktory v tomto uzavretom intervale konverguje pri konstantnom i rovno-
merne. Pretoze dalej V, je neparnou funkciou premennej r. mozeme pisat

Iy = > b, sin ne. ()
“
v
kde koeficient b, je funkeciou siradnice « a plati pren
M

/ ko [ sin ¢ sin we
—

* = chu 4 cos v

iw
o
k4

N
[=p]



Integral na pravej strane tejto rovnice premenime na integral po jednotkovej
kruznici v rovine komplexnych ¢isiel a vypoditame ho pomocou vety o re-
ziduu. Mame najsampry

B
A‘\, * el et e[»u‘ o T
b, = - ]( ) ) de

‘ 27 e L 2chwu + ¢
Jr
a po substitteil z - ¢
. Y
ks T S |
" 2z 2t L 2zchwu 4 1
kde integrujeme v kladnom smere po kruzniei 'z | = 1. Podintegralna funkecia
gruy g
2 1) — 1
Py - ‘(, D& ) (10)
2 (22 4 2z2chw + 1)
ma tri poly. a toz = 0,z ==z == —e “az=1z = —e z ktorych vo vnitii

kruznice lezia prvé dva, lebo predpokladiame w« > 0. Laurentov rad funkcie
F(z) v okoli bodu z = 0 ma tvar

- Z a_,

P =t T Y )
o

Pritom v dosledku rovnice (10)

oy~ Mzt F(z) = 1.

=0

a ak oznacime
(2* (= 1)
(z = z)(z — z)

lahko dokazeme. ze vo vSeobecnosti

v\
« M . .
Coiniy =N (N = 0012000 (12)
Vo dosledku (11) ma totiz vyraz
~\ 1 _, L o2y | PAEANER |
¥ (") | F (2) N ot B £/L o ' k2 N ~

pri = -0 nutne linitu. hodnota ktorej je « , | . Z drubej strany je vsak

N
@) S,
mo 0
q(z) = : N
kde druby ¢len v ¢itateli predstavuje polyném v z stupiia N 1. Spravnost

vzorea (12) vyplyva pouzitim "Hospitalovho pravidla pre vypocet limity

funkeie ¢, pri =~ 0. Hodnota rezidua v bode z = 0 je teda « , = ju/n!



Vooblasti "z 7 "z | je viak

(@ ) - O] 1
f(Z) - T, T Z “ Ll a1
f1 T R 2z I
w0

a koeficient pri z* vo vyraze na pravej strane tejto rovnice ma hodnotu
o 4= (=), 2chnu.

o ¢om sa presvedéime trocha zdlhavym elementarnym vypocétom.
Reziduum funkeie F(z) v bode z ==z, je

a_,=lim@E - z)Fz) = g T 20 ) eshon

-2 2 %

takze koneéne podla vety o reziduu

b, = (—1)y*H12kx e 7 = '_’/\'*\‘.Z (— L)y e sinne. (13)

-1

Ze rad (13) konverguje absolitne a rovnomerne v kazdej oblasti w = w, .
ak len w; > 0. vyplyva z elementarnej tvahy:

(=) e mgin e | < e

s
a rad > e je konvergentny. Podobne mozno dokazat aj absolGtnu a rovno-

o1
merni konvergenciu radu
£
av .
o U= 2hn (— )" nesin nre (14)
u

=1

v tejze oblasti. Ak teda volime w, -< u,. pricom wu, definujeme vzorcom (3).
plocha valca a celé jeho vnutro lezi vo vnutri oblasti w = u, a za predpokladu.
7e rady vystupujice na pravej strane rovnic (6a. b) a ich derivacie podla u
si vo svojich oblastiach — véitane plochy valca — taktiez konvergentné

o ¢om sa presvedéime neskor — vedie druha okrajova podmienka (7) ka vztahu

.
Z n|(xC', sh nu, + ¢, e7**%) cos ne + (%D, sh nw, + d, e ") sin nr] =
11
.
= 2k — I)Z (— 1) e m gin ne.

w1

]
@



v ktorom x znamena pomer Specifickych odporov vy/¢, a ktory musi platit
identicky pre vietky hodnoty » v intervale (—mx, 7). Z toho viak vyplyva,
ze musia platit rovnice
D, sh g + d, e "= (— 1) 2kx(x — 1) e |

=C', showw, + ¢, et (15)

Rovnice (8) a (15) tvoria dve linearne sustavy

= 0.

-0 dvoch neznamyvceh (', D

i

a ¢, .d,) a ich rieSenie je
! . —
( — (,/‘ SN
n 2hn(e — 1)(— 1)y te e / 2kn(x — 1)(—1)" ch nu, (16)
. — e e — . d, = ———frr e —— | ‘]
' % sh nu, + ch nu, ‘ » sh nu, + ch nu,
pricom treba podotknut. ze menovatel oboch zlomkov (determinant prisius-

nveh linearnyeh sistav) je kazdopadne odlisny od nuly a kladny, lebo x je
> 0 v dosledku volby strad-

svojou fyzikalnou povahou kladna veli¢ina a w, >
nicovej sastavy.
Rovnice (5). (ba.b) a (16) predstavuja rieSsenie nasej okrajovej ulohy,

.
¢

ak rady
=W uy).

ks
Z D, ch nusin ne (0

n=1
@
Z d,e " sinne  (u = w,).
n=1 (17)
s
Z nD, sh nusin ne (0 < w = w,).
w1
o0
U Uy)

S ad, e " sin ne (u
Z,

el

konvergujta. Avsak napr. pri prvom z tychto radov mame

D, ch nusin nv | <= | D, ch nu,
e ™o ch na,

— 2k e o 1 g )
| % |
‘ " % sh nu, + ch nu,

1! e

= U,

|

a pretoze x showw, - 0,
[ D, ch nu sin nr

T2k ] 2
Prvy z radov (17) konverguje teda absolitne a rovhomerne v oblasti 0 = w -

0

lebo radz e " je zrejme konvergentny.

AR
n-
V' druhom pripade mame podobne
2k w1 e

[ ‘I([ e g |
= i |

Ld, e sin e
a absolitna a rovnomerna konvergencia je preto tiez zrejma.



V' tretom pripade je opif

nD, showsin nn | < v, sh nu, | 20N x I e e
a v o Stvrtom

cnd e sin e o< nd, e e w20y 1 e

‘
a konvergencia oboch radov vyvplyva z konvergencie radu

€

u
ne e oo e
(l T 11”)2

ol
bez akychkolvek tazkosti.
V pripade. 7Ze primarne pole ma smer osi y. mame teda rieSenie uvazovanej
okrajovej tlohy v tvare
% . _
L /CI Yo 2 l)'z (— 1y ,‘i"”'i,?,h L)’LTLLislilrlrnl' '
i » sh nu, + ch nn,

i
wel

(1%)
B e ch nw, sin onr
Py =kly + 20 1)y (1) el :

L » sh nu, + ch nu,

w1

Naproti tomu. ak smer primarneho pola je rovnobezny s osou . plati
Vo=V = kua (1)
Pretoze v praxi meriame napitie obyéajne na zemskom povrehu. z hladiska

interpretaciec nas zaujima predovsetkym vonkajsie pole na povrchu zeme.
Prva rovnica (18) dava pre tento pripad

a0

! ‘ e o sin ne
o= kly 4+ 2+ — 1 2 ~ 1)t
! "/ ( ) ( % sh nu, + ch nu,

n—1

lebo kladieme w = 0. kvm rovnica (19) plati bez akejkolvek zmenv. Vztah
medzi stiradnicami y a » ma pri w = 0 tvar

!
Yoo Ntg = 1= 2 arctg 4 . (20)
v

1§

ktory mozno lahko odvodit z druhej rovnice (1). Zo vzorca pre dizku obliko-
vého elementu vyplyva. ze y-ova zlozka gradientu lubovolnej funkcie (7 sa
v bodoch roviny « = 0 da vyjadrit vo forme

ot I 4-cos v (dU 2 , ()l')
— - - ES COSZ -~ — = .
( (h/ )u— 0 N ()7" w oo N 2 ( () v w0
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Ak je teda primarne pole rovnobezné s osou y. plati pre gradient potencialu
v Tubovolnom bode roviny zemského povrchu vztah

M I - ity ne
((”') "I T 1)««)s2~'.;},< e BECREORNE )
u 0

Ay % sh nu, + ch nu,

O konvergencii trigonometrického radu vystupujiceho na pravej strane rov-
nice (21) sa fahko presvedéime. Plati totiz

n e M ocos ne n e e
[ S P | —21u
~2ne 0
x sh nu, + ch nu, ch nu,
o

a konvergeneia mduz ne ' je zrejma.
w1
Pretoze v pripade primarneho pola rovnobezného s osou ax ma gradient
potencialu taktiez smer tejto osi a jeho absolitna hodnota je podla rov-
nice (19) &', teluricky parameter 7" v Tubovolnom bode zemského povrchu
mozno vyjadrit vatahom

s n it s
T 1 4z 1)cos Z (- qypn o O meos (22)

» sh nu, + ch nu,

ktory spolu so vzorcom (20) predstavuje siacasne rovnicu teoretickej telu-
rickej profilovej krivky. Teluricka anomalia dosahuje, ako sa dalo otakavat.
extrémnu hodnotu pri ¢ = 0. t. j. v pociatku staradnicovej sustavy (x, v).
o ¢om sa lahko presvedéime derivovanim rovnice (22). Hodnota anomalie
je tu
,
- n e
(T = 4= 10 ) 0

nod
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IMPSIMASL SAHDAYA TEOPUUNU TEJJAYPUUYECKOLIO
MoJrs Jus KPyYyraoro 1 aTmigpeA

THBOP ROJABERTATEDR
BuiBoin

B crarbe peiipres KpacBas 3:a/[ada TCUIYPHUCCKROTO 1O/ LTS 00C KOHCHHOO KPYIION0
ILBILIPA. ¢ TOPHBOHTAABHON 0¢BIO, HPIICM IPIMCeHTCTes Y0000 BRIOpaHias crereMa Oir-
HOJAPUBLIX KOOPJMHAT (¢4,v), B ROTOPHIX HOBCPXHOCTE IHAMBPA I ILTOCKOCTL 3¢MCKOIT 1o
BCPXHOCTIT ABITAIOTCH KOOPANIATHLINIT HOBEPXHOCTSMI.  HTOTCHIUSLT 0AH0OPOJHOrD Hepsin
HOT'O HOJISE SBSIOTC A NEPHOANYCC ROM (Y HRITICH 1HePeMEHTIOH ¥ 1 MOFKHO 0C PasI0MITh B Pl
Mypre. Take Mouio npejerasaTh B Gopie OCCKOHCHHOIO PHIA TOAC LOOABOUILIL HOTCN
wisicr. Roeddmmenrnl, BRICTYIYIOUIC B ATOM PHILC, MOFKITO BHUUCTATH 113 H3BOCTHLIN KPACBLIX
VeAOBIIT.  HARONCI JIOKABBIBACTCS CXOIIMOCTE PAOB, UPCACTABISIONULX PCUICHIC 3 lav
W BLIBO;GITCH  TCOPCTHUCCKIC RIAUCHITT TOITTVPIUCCROLO  HAPAMCTPA B0 Th HOHCPETHONO
upoduris,

UBER DIE RANDWERTAUFGABE DER TELLURIK
FUR DEN KREISZYLINDER

TIBOR KOLBENHEYER
Zusammenfassung

Die Randwertaufgabe der angewandten Tellurik wird fiir einen unendlichen Kreix-
zylinder mit waagerecht liegender Achse gelost. Zu diesem Zweck wird ein Bipo-
larkoordinatensystem (u, v) eingefithrt, in dem die Zylinderfliche und die Ebene der
Tagesoberfliche Koordinatenflichen sind. Sodann wird das Potential des homogenen
Primiérfeldes als periodische Funktion der Verdanderlichen » in eine Fourierreihe entwickelt
und eine entsprechende Entwicklung fiir das Zusatzpotential aufgestellt. Die in der letzte-
ren Entwicklung auftretenden Koeffizienten konnen an Hand der Randbedingungen leicht
ermittelt werden. Zum Schlufl wird die Konvergenz der Losung hewiesen und der Verlauf
des tellurichen Parameters lings eines Querprofils berechnet.
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