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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV, VII, 1 — 1957

BOLTZMANNOVA STATISTIKA A NORMALNI
ZAKON CETNOSTI

ZDENEKEK HORAK

Katedra fysiky Fakulty strojniho inzenvrstvi CVUT v Prazce
A A A ) )

K PADESATINAM AKADEMTKA DIONYZA TLKOVI(E

Uvod

Metody statistické fysiky klasické i kvantové jsou urcéeny ke studiu sta-
tistickych zakonu platnych pro velké mnozstvi éastic: molekul, atomu. clek-
trontt a foton. Neni ani znamo, Ze by tyto metody byly aplikovany na jiné
statistické soubory nez na fysikalni dastice.

Ucelem tohoto ¢lanku je ukdzat, jak Ize principy klasické fysikalni statistiky
Boltzmannovy pouzit i pro obecny statisticky soubor, tedy na pr. pro soubor
mdéticich chyh. Duslednou aplikaci téchto principt dojdeme skutedné k zavéru.
ze normalni zakon cetnosti Laplace--Gausstv definuje nejpravdépodobnéjsi
rozlozeni ¢etnosti. a to za jediného predpokladu: Ze stredni kvadratickd od-
chyvlka je pro viechny niahodné vybrané diléi soubory stejna.

1. Bolizmannova statistika

Nez pristoupim k vlastnimu tkolu této prace. totiz k odvozeni normalniho
zdkona, pripomenu struéné hlavni zasady a vztahy klasické statistiky Boltz-
mannovy. Viz na pr. spisy uvedené pod ¢isly [1]. [2] v seznamu literatury na
konei ¢lanku.

Thermodynamicka pravdépodobnost makrostavu soustavy velikého podtu
N castic je dana zndmym vzorcem
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kde N, znadi pocet fastic v i-té fizové bunice (komiree). Pritom je oviem

zl\',; = N (2)
:}:‘\',u, = 7 (3)

madi-li w; energii Gistice v i-té butice a 17 celkovou energii soustavy. Je-li
tato soustava isolovana, jsou vyrazy (2) a (3) neproménné a jejich variace
nulové:

N = NN, 0. (+)
M Zq,a,a:\' ~ 0 (5)

nehot 2w, = 0. Rovnovazny stav & maximalni hodnotou 11" je tedy urcen
podminkou

20— 0. (6)
kterou uzitim priblizného vzoree
lg N~ Nlg vV — .V (7)
muzeme upravit na tvar
Slg NAN, =0 ()

Tato vrovnice ma byt splncéna pro vsechny variace. které vvhovuji vedlejsim
podminkam (4) a (5). Metodou neuréityeh multiplikdatort. které oznacime g
a y. plvne pak pro poéty NV, éastic v jednotlivyeh fazovych bunkach

N, =e¢ domio= e (9)
N N
kde A —e /= e i =y AD . S = 2 e AD L 1oy (1)

{

Vyraz S se nazyva souhmm stavic a A@ je objem kazdé buiky ve fazovém
prostoru. Multiplikitor 3 se uréi z rovnice

ktera plyne z podminky (3). Koneéné hustota ¢astie v /-té bunce je
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Limitnim piechodem k spojitému rozlozeni dostanceme relativni cetnost jako

spojitou fanlei polohy ve fazovém prostoru:

A I

f liim ' oo 14
~ NAD N ()

pri cemz souhrn stava je dan integralem
S e md (15)

b
vzatym pres cely fiazovy prostor.

7 thermodynamickyceh uvah plyne dile

I
v (16)

T

a pro dokonaly plyn vyehdzi pro souhrn stavi vyraz

S U @rmlT) (17)

kde &0 7 a1 jsou Boltzmannova konstanta. absolutni teplota a objem plynu.

Rovuice (14) vvjadiuje pak Maxwellovo rozlozeni rychlosti.

2. Matematicka a Dvsikddni statistika

Ukol fysikalnich statistik. a to klasické statistiky Boltzmannovy i statistik
kvantovyceh (Bose — Kinsteinovy i Fermi--Diracovy) se lisi od tkolu mate-
matické statistiky. FysikdIni statistiky — jak jsme ukazali v ¢l 1 pro Boltz-
mannovu statistiku — hledaji rozlozeni ¢astic ve fazovém prostoru pro thermo-
dynamickou soustavu v rovnovazném stavu. kterému prislusi maximalni
entropie a tedy také nejvétsi thermodynamickd pravdépodobnost. Z toho
plyne. ze rozlozeni ¢etnosti odvozené metodou fyvsikalnich statistik neni jediné
teoreticky pripustné rozlozeni. nvhrz jen nejpravdépodobnéjsi rozlozeni, které
se v prirodé vyskytuje nejcastéji. To znamena, 7e i v limitnim pripad¢ neko-
neends velkého pocétu ¢dstic mohou se vyskytnout také jina rozlozeni méné
pravdipodobna nez rozlozeni nejpravdépodobnéjsi.

V' omatematické statistice se viak vyehdzi oz jistych predpokladi. které
teoreticky vedou k rozlozeni ¢etnosti. v némz pravdépodobnosti konverguji
s rostoucim poctem  ¢lentt souboru kourcitym  jednoznaénym  hodnotam.
Nkutecna rozlozeni pozorovand v nahodné vvbranych souborech s koneénym
poctem ¢lentt mohou se pak odlisovat od limitniho rozlozeni jen statistickymi

odehylkami podle poc¢tu pravdepodobnosti.

7 toho je ziejmo. ze vytyéeni tkoli matematické a fysikalni statistiky
i metody jejich reseni jsou rizné. a vznikd otazka. je-li mozno aplikovat
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zasady fysikalni statistiky ve statistice matematické. Pri zkoumani této
otazky se omezim na nejjednodussi pripad, t. j. na klasickou fysikdlni statistiku
Boltzmannovu a na matematickou statistiku jednorozmérného souboru.
v némz Cetnost je funkei jediné proménné. Tak se tuvahy Boltzmannovy
statistiky podstatné zjednodusi, nebot misto Sestirozmérnych bunék fazového
prostoru budeme mit jen jednorozmérné ,,buiiky‘‘, které se obvykle nazyvaji
tridni intervaly.

Podle zasad fysikalni statistiky budeme hledat nejpravdépodobriéjsi roz-
lozeni ¢etnosti v jednotlivych intervalech, pii ¢emz jesté muzeme klast dalsi
podminky, na pf. ve tvaru rovnic, které vyjadiuji stalost nékterych veli¢in.
Tak v Boltzmannové statistice je treba prihlizet ke dvéma vedlejsim pod-
minkam. Prvni z nich (4) vyjadiuje stalost poétu castic (molekul) ve zvolené
thermodynamické soustavé. Této podmince odpovida v matematické statistice
piedpoklad, Ze srovnavime jen soubory stejné pocdetné (o stejném poctu
¢lenit). Ve fysikalni statistice se v8ak hleda rovnovazny stav isolované sou-
stavy molekul, z c¢ehoZz vyplyva druha vedlejsi podminka (3). vyjadiujici
stalost celkové energie soustavy.

I tato druhd podminka ma obdobu v matematické statistice. .\bychom
ji nasli, uvazme, ze isolovana soustava molekul v rovnovazném stavu ma
dulezitou vlastnost, Ze molekuly samy i jejich energie jsou stejnomérné roz-
lozeny v prostoru. MuZeme fici. Ze soustava je homogenni, nebot ma vesmeés
stejné molekuly, které ve viech neprili§ malych ¢astech prostoru jsou rozlozeny
se stejnou hustotou a se stejnou stfedni energii. Ptejme se nyni. jak bude
obecné charakterisovan homogenni soubor v matematické statistice Takovy
soubor musi zfejm¢ mit stejné vlastnosti ve vSech svych éastech, a tedy i ve
viech ndhodné vybranych souborech, pokud jsou dosti poéetné. Tvto vlast-
nosti se daji vystihnout jistymi veli¢inami, jejichz stedni hodnoty musi byt
pro vsechny ndhodné vybrané soubory stejné.

Podminky vyjadiujici stejnorodost souboru maji tedy v podstaté stejny
tvar jako podminky vyjadiujici stalost stfedni hustoty a stfedni energie
thermodynamické soustavy.

Celkem lze Tici, ze je mozno zalozit matematickou statistiku homogennich
souborti na zasadach obdobnych zasaddam klasické fysikalni statistiky Boltz-
mannovy. Spokojime-li se pti tom tlohou najit nejpravdépodobnéjsi rozlozeni
¢etnosti daného kvantitativniho znaku, a vime-li, ¢im je charakterisovana
homogennost souboru. muzeme se obejit bez dalsich hypothes a matematic-
kyech modelu.

3. Nejpravdépodobnéjsi rozloZeni v homogennim souboru

Hledejme nejpravdépodobnéjsi rozlozeni éetnosti kvantitativniho znaku .«
v souboru, ktery pokladame za stejnorody. jestlize pro viechny vybéry stej-
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ného dosti velkého rozsahu .V ma jistd funkece w(x) stejnou stredni hodnotu
AY

1 . (
T v Z u(ay,) = N (18)

ko1

Rozlozeni cetnosti v zavislosti na a budeme posuzovat podle pocti N, prvki
pripadajicich z celého souboru rozsahu N na jednotlivé fazové . bunky, které
s¢ v nasem pripad¢ redukuji na intervaly Sirky Awx;, které volime stejné velké
pro vsechna ¢ —= 1.2, 3 ...

Misto podminek pro maximum pravdépodobnosti rozlozeni muzeme vsak
podobné jako ve fysikalni statistice hledat podminky pro maximum . thermo-
dynamické pravdépodobnosti (1). ktera je ji timérna. Vyraz (1) ma mit
hodnotu nejveétsi z hodnot prislusnych vsem homogennim souborum, které
maji stejny rozsah N a stejnou stiedni hodnotu « funkee w(x). Hleddme tedy
podminky pro maximum vyrazu W s vedlejsimi podminkami

N = konst. w = konst. (19)
pri ¢emz plati (2) a podle (I8)

U Nu > N, (20)

kde w, znaci hodnotu funkece w(.x) v i-tém intervalu.
Podle (19)
SN =D28N, = 0. U =2uiN; -0 (4) (5)
i i
a ovsem

W =0, (6')

Tvyvto rovnice jsou formalné totozné s rovnicemi (4). (5), (6) Boltzmannovy
statistiky a plynou z nich stejnym postupem rovnice (8) az (13), v nichz oviem
je tieba nahradit objem fazové builky A® §irkou intervalu Ax. Limitnim pre-
chodem k spojitému rozloZeni dostdvame konedéné funkei rozlozeni

l S ’
f(-l') == “;' e ), (14)
k(l(‘

V4

S = Je-mode. ) (15')
n
To je obeené reseni predlozencého problému. Nejpravdépodobnéjsi rozlozeni
ma tvar exponencialni funkce. v niz w(x) znadi jistou funkei kvantitativniho
znaku. ktera charakterisuje stejnorodost souboru. Konstanty y a & muzeme
ovsem urcit teprve tehdy, zname-li funkei u(x), kterou bychom mohli nazvat
charakteristikou stejnorodosti.
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1. Normdlni rozlozeni jako nejpravdépodohnéjsi

Nejpravdépodobnejsi rozlozeni bude viizné pro rizné charakteristiky <tejne-
rodosti. Jakou tunkei je tato charakteristika vyjadiena. zalezi na viastnostech
souboru. Jeji volba musi byt oviem oveiena statistickym Setfenim. Pri tom
Ize predpokladat, ze jisté skupiny souborit budou mit aspon zhruba stejné
statistické vlastnosti. a ze tedy bude mozno navrhnout jisté obeendji ptijatelné
charakteristiky stejnorodosti, vystihujici poméry v sirsich oborech statistic-
kyeh jevi.

Jednou z nejobvyvklejsich charakteristik statistickyeh souboru je rozptyl

(kvadraticky)
BN
at v 2 (). (21
ko

kde « je modus souboru. Vieobeend se ma za to, Ze rozptyl ic u homocennich
soubort stejny pro viechny dosti rozsahlé nahodné vybéry. Pokliadime-11 ted y
rozptyl za charalteristiku stejnorodosti, miiZeme definovat stejnorod j sowsor julko
soubor se stalipm rozptylew. Pak bude podle (18)

A)
n = G2, U~ Nog2 - Z (@, — «)?, () - (v — u)? (22)
K1
Oznacime-li pro jednoduchost ¢ @ — «, bude
N
) ' 2 ’r - RS
u(e) = «* - e o\ 7* (23)
o
a pak snadno uréime S 1y v orovnicich (147) a (157).
Predeviim je
.
. /
N /e " de s |/ " (24)
Y
. /
L
a tedy
[ iy 0 -
) =

Z rvovnice (13) plyvne vzhledem k (23)

L . I O
Ay Z Ny = N }_4 A A WU TP}



a tinmitnim prechoedem dostaneme vztah

s
7 nchoz vypocteme .
Integral vievo ma hodrotu
| ; IR | 72
'[ ,/3] . L E g "
oy b [ ¢ . ‘ ¢ -y B
~; = 4 -2
takze
bow
. [
N 2l
a podle (24)
]
’ 2o

Prevideena hodnota multiplikitoru 3 je tedy rovina dvojnasobku stiedni
hodnoty charakteristiky stejnorodosti. Je to tplnd obdoba fysikalniho vvznamu
vziahu (16). nehot A7 je dvojndsobna stiedni hodnota energie molekul. pri-
padajici na jeden stupen volnosti.

Dosazenin do (25) dostaneme konecne nejpravddépodobndjsi rozlozend

| e
ey e e
| 2na

Tim dochazime k tomuto vysledku:

" homogennich sovhorech se stal i rozptylcm je nejpravd €podolbné (50 normdlni
Laplace - Craussovo rozlofend.

Normdlni rozlozeni neni tedy wni v homogennich souborech jediné teore-
ticky mozné rozdéleni. ale je to rvozlozeni. s kterdm se nejeastéji setkame.

Zavir, kiery jsme acinitic jeo v piném souhlase se statistickym prizkuemem
rozlozeni chyb v homogennich fadach mereni. t.j. v raddach slozeny ch z méfeni
provedenyeh za stejnyveh fysikalnich podminek: stejnou metodou. stejnymi
piistroji a tymz pozorovatelem. O tom svedéf statistické vvsetieni 14 fad
moreni. o nemz jsen referoval v opract |3]. Z tab. TH (str. 363 této prace)
je ziejmo. ze rozlozeni v 9 z téehto T4 fad mitzeme pokladat dosti priblizne
zao normalni. kdezto prynt dve fady (0 1 a 2) maji znatelné kladny exces
a posledni tF fady (60120 130 T4) maji exees zaporny. Statisticky zjisténd
rozlozeni chyh v techto T faddch jsou tedy zhruba symetricky seskupena
kolem nejpravdépodobnejsibo rozlozeni normalniho.
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