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EINE BEMERKUNG ÜBER ENDLICHE OVALE 
UNGERADER ORDNUNG 

VACLAV M E D E K , Brat i s lava 

Buekenhout in [1] hat den Begriff des Ovals mittels Involutionen einge­
führt. Jedem endlichen Oval & kann man eine Inzidenzstruktur £P((9) so 
zuordnen, dass ihre Punkte teils die Punkte des Ovals Q, teils die Involutionen 
und ihre Geraden gewisse Untermengen der Menge der Punkten sind. Diese 
Inzidenzstruktur muss nicht eine projektive Ebene sein. Ich zeige eine Art 
von endlichen Ovalen ungerader Ordnung, für welche die Inzidenzstruktur 
£P{(9) eine projektive Ebene derselben Ordnung ist. 

Wir nehmen an, dass der Oval (9 ein endlicher und von ungerader Ordnung n 
ist. Eine Involution des Ovals kann entweder hyperbolische mit zwei in­
varianten Punkten, oder elliptische ohne invarianten Punkte sein. Wir werden 
uns mit solchen Ovalen beschäftigen, welche diese Eigenschaft haben: Seien 
I, J zwei verschiedene Involutionen, die keinen gemeinsamen invarianten 
Punkt haben; dann gibt es gerade eine solche Involution K 4= I, J, die mit 
beiden Involutionen I, J vertauschbai ist. 

Im weiteren werden wir unter einem Oval nur einen endlichen Oval unge­
rader Ordnung mit angeführter Eigenschaft verstehen. 

Dann gilt. 

Lemma 1. Sei I eine hyperbolische Involution mit invarianten Funkten A, B; 
dann ist eine Involution K 4= I mit der Involution I gerade dann vertauschbar, 
wenn KA = B ist. 

B e w e i s . Zuerst setzen wir voraus, dass K^l = A ist; dann muss KB = 
= B' 4= A und auch B' 4= B sein, da anders K = I. Sei \B' = B" 4= B'; 
dann ist B=\B= K*\B = K\KB = K\B' = KB" 4= B, da B = KB'. Also 
muss K^l = A' 4= A sein. Wenn KIKA^ = A gelten soll, muss K\KA = K\A' = 
= A, oder \A' = A' sein, woraus A' = B folgt. Wenn umgekehrt KA = B, 
dann ist KIK eine Involution mit invarianten Punkten A, B und da nur 
eine solche Involution existiert, ist KIK = I. 

Lemma 2. Seien I, J zwei verschiedene Involutionen mit einem gemeinsamen 
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invarianten Punkte P; dann existiert keine solche Involution, die mit beiden 
Involutionen I, J vertauschbar ist. 

B e w e i s . Setzen wir voraus, dass eine solche Involution K existiert, für 
welche KIK = I und KJK = J gilt; seien A, I invariante Punkte der Invo­
lution I und A, J 4= I seien invariante Punkte der Involution J; dann folgt 
aus Lemma 1, dass K^l = I und K 4̂ = J gleichzeitig gelten, was im Wi­
derspruch zu I =t= J ist. 

Definition. Zu jedem Oval & konstruieren wir eine Inzidenzstruktur SP(Q) 
in dieser Weise: Die Punkte der Inzidenzstruktur &(G) seien 1. die Involutionen 
des Ovals 6 und 2. die Punkte des Ovals 0. Die Geraden der Inzidenzstruktur 
£P((9) seien 1. die Mengen aller solcher Involutionen, die mit einer Involution K 
vertauschbar sind (wenn die Involution K hyperbolisch ist, ergänzen wir die 
Menge der Involutionen mit invarianten Punkten der Involution K) und 2. die 
Mengen aller solcher Involutionen, die einen gemeinsamen invarianten Punkt 
haben. Ein Punkt aus £P(G) ist mit einer Geraden aus SP(6) gerade dann inzident 
wenn die Gerade den Punkt enthält. 

Im weiteren, wenn kein Miss Verständnis entstehen kann, werden wir 
unter einem Punkt aus SP(G) einen Punkt aus 0 verstehen. 

Für die Inzidenzstruktur £P((9) gilt. 

Satz. Die Inzidenzstruktur 8P((S) ist eine projektive Ebene. 
B e w e i s . Man soll zeigen, dass in der Inzidenzstruktur 2P((9) die Axiome 

der projektiven Ebene erfüllt sind. 
(i) Seien A, B zwei verschiedene Punkte aus £P((9). 
'a) Seien A, B zwei verschiedene Involutionen des Ovals (9. Wenn die 

Involutionen A, B keinen gemeinsamen invarianten Punkt haben, dann 
existiert nach Voraussetzung gerade eine Involution, die mit beiden Involu­
tionen A, B vertauschbar ist und beide gerade einer Geraden 1. Art gehören. 
Wenn die Involutionen A, B gerade einen gemeinsamen invarianten Punkt 
haben, dann existiert nach Lemma 2 keine Gerade 1. Art, die beide Involu­
tionen A, B enthält und es gibt gerade eine Gerade 2. Art, die sie enthält. 

(b) Sei A eine Involution und B ein Punkt des Ovals &. Zuerst setzen wir 
voraus, dass der Punkt B ein invarianter Punkt der Involution A ist; dann 
muss die Involution A noch einen weiteren invarianten Punkt B' eO haben, 
wobei B' 4= B. Nach Lemma 1 vertauschen alle Involutionen, die mit der 
Involution A vertauschbar sind, die Punkte B, B' und daher kann keiner 
von ihnen ihr invarianter Punkt sein .Da aber der Punkt B zur gesuchten 
Geraden gehören soll, kann diese nicht eine Gerade 1. Art sein. Es gibt doch 
gerade eine Gerade 2. Art, die den Punkt B und die Involution A enthält. 

Setzen wir jetzt voraus, dass der Punkt B kein invarianter Punkt der In­
volution A ist; dann bildet die Involution A den Punkt B in den Punkt 
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B' 4= B ab. Die gesuchte Gerade kann nicht eine Gerade 2. Art sein. Aus 
der Geraden 1. Art kann das nur eine solche Gerade sein, die aus der hyper­
bolischen Involution 0* entsteht, da sie anders keinen Punkt des Ovals ent­
halten könnte. Nach Lemma 1 muss dann die Involution SP invariante Punkte 
B, B' haben und eine solche gibt es gerade nur eine. 

c) Seien A, B zwei verschiedene Punkte des Ovals G\ dann muss die Gerade, 
die zwei verschiedene Punkte des Ovals enthält, 1. Art sein und eine solche 
gibt es nur eine einzige, da gerade eine Involution mit zwei invarianten Punk­
ten A, B existiert. 

In jedem Fall gibt es also gerade eine Gerade in SP{G), die die Punkte A, 
Be0>{G) enthält. 

(ii) Seien a, b zwei verschiedene Geraden 1. Art und die Gerade a, resp. 
b, sei aus der Involution A, resp. B, entstanden. Die Involutionen A, B müssen 
verschieden sein, da die Geraden a, b verschieden sind. Setzen wir voraus, 
dass die Involutionen A, B einen gemeinsamen invarianten Punkt M haben; 
dann hat die Involution A noch einen invarianten Punkt M' 4= M und die 
Involution B einen weiteren invarianten Punkt M" 4= M und da A 4= B 
ist, muss M' 4= M" sein. Die Geraden a, b haben einen gemeinsamen Punkt M 
und können keinen weiteren Punkt aus G zusammen haben, da a 4= b. Sie 
können auch keine gemeinsame Involution haben, da es zu zwei verschie­
denen Involutionen mit einem gemeinsamen invarianten Punkt keine ge­
meinsame vertauschbare Involution gibt. 

Setzen wir jetzt voraus, dass die Involutionen A, B keinen gemeinsamen 
invarianten Punkt haben. Dann gibt es gerade eine Involution K, die mit 
beiden Involutionen A, B vertauschbar ist und das ist der einzige gemeinsame 
Punkt der Geraden a, b. 

b) Sei a eine Gerade 1. Art und sei b eine Gerade 2. Art ; die Gerade a sei 
aus der Involution A entstanden und die Gerade b soll die Involutionen mit 
gemeinsamen invarianten Punkt B enthalten. Zuerst setzen wir voraus, dass 
die Gerade a den Punkt B enthält; dann ist die Involution A hyperbolisch 
mit den invarianten Punkten B, B' 4= B. Jede von den Involutionen der 
Geraden a muss die Punkte B, B' vertauschen, kann daher den Punkt B 
nicht für einen invarianten Punkt haben und kann nicht gleichzeitig der 
Geraden b gehören. Also haben die Geraden a, b gerade den Punkt B gemein­
sam. 

Setzen wir jetzt voraus, dass die Gerade a den Punkt B nicht enthält. 
Sei B 4= B das Bild des Punktes B in der Involution A (wenn B = B wäre, 
hätten wir den vorgenannten Fall); nach Lemma 1 ist dann die Involution A 
gerade mit der Involution aus der Geraden b, die die invarianten Punkte 
B, B, hat, vertauschbar, da alle Involutionen der Geraden b hyperbolisch sind. 
Solche ist gerade eine. 
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c) Seien a, b zwei Geraden 1. Art; die Gerade a soll den Punkt A e 0 und 
die Gerade b soll den Punkt B e 0 enthalten. Dann ist der gemeinsame Punkt 
der Geraden a, b gerade die einzige Involution mit invarianten Punkten A, B. 

Wir haben also gezeigt, dass jede zwei verschiedene Punkte aus £P(Q) 
gerade einen gemeinsamen Punkt haben. 

(iii) Seien A, B, C, D vier willkürliche verschiedene Punkte des Ovals 0; 
dann können keine drei von ihnen auf einer Geraden aus £P(0) liegen, da jede 
Gerade aus 0>(O) höchstens zwei Punkte des Ovals 0 enthalten kann. 

Diesen Satz kann man leicht auf unendliche Ovale erweitern. 
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