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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV, 11, 4, 1961

O KONGRUENCICH PRIMEK VYTATYCH
V NADROVINACH PROJEKTIVNIHO
CTYRROZMERNEHO PROSTORU »r,

TECNYMI ROVINAMI JEHO PLOCHY ¢

JOSEF VALA, Brno

Teené roviny plochy @, nalezejici projektivnimu prostoru P,, protinaji jeho nad-
roviny H. H v dvojicich tvoFicich piimek kongruenci I', I' v korespondenci R, ve
které si rozvinutelné plochy obou kongruenci koresponduji. Jsou nalezeny podminky,
kdy tato korespondence je bodovou, resp. rovinovou deformaci. Zvlasté je studovan
ten piipad, Ze I i I_"jsou kongruencemi 1. Konecné nalezena obecnost feSeni pro-
blému k dané kongruenci I" v nadroviné H € P, nalézti plochu & prostoru P, tak.
aby jeji te€né roviny vytinaly na H pravé kongruenci I'.

I. a) Plocha & necht lezi v projektivnim étyfrozmérném prostoru P,. Pak je
znamé. 7¢ na ni existuje sit konjugovanych ¢ar nebo systém asymptotik. V dal§im
budeme vzdy predpokladat prvni piipad a cary sit€ necht jsou parametrickymi
u-Carami, resp. v-carami plochy @. Soufadnice x; (i = 1,2, ..., 5) jejiho bodu v pak
vyhovuji diferencialni rovnici

Ny = Ax + QOx, + Px,. (1)

Uvazujme teéné roviny 1 ve vSech bodech plochy @ a pevnou nadrovinu H pro-
storu P,. Roviny t protinaji trojrozmérny prostor H v primkach, které tvori pfim-
kovou kongruenci I'. W. Blaschke [I] dokazal, Ze fokalni plochy kongruence
vytvori praseciky 4,, A, teCen u-Car, resp. v-¢ar plochy @ s prostorem H. Lze klast

Ay = AgX + Ax,,
A,

1]

= o X+ [N,

Rovnice nadroviny H necht jsou ¥ s;X; = {sX)» = 0, s; = konst. Podle (2) pak
i=1 '

snadno dostaneme

R Y Y | Sk G0 )

4 sxy 7 2 {sxy 7
predpokladame-li 414tz # 0, coz znamen4, Ze plocha @ neni plochou trojrozmérného
prostoru H.




b) Zvolme pohyblivy repér o vrcholech v bodech 4, = x. 4,. A,. body A5, A,
pak zvolme v nadroviné H tak, aby repér A,. A4,. A5. A, byl polokanonickym
repérem kongruence I' (Svec [6], str. 7). Potom plati

dAy = wgodg + woiA| + woy4;.

dA, = w4, + f,w,A4, + w,A;.

dA, = fiw A, + w4, + WAy, H
dA; = w3 A, + 03,4, + w3345 + 1w Ay

dA, = wy A + W4 A; + 20,45 + w4 Ay

kde . 0, wy. 1= 0,1,2, 3,4 jsou Plaffovy formy, které obsahuji diferencialy
du, dv: %y, %, By. B2 jsou funkce proménnych w a v. Dale predpokladejme. 7e
plocha neni rozvinutelnou (Lane [2], str. 111), tedy. 7¢ plati

('\'* Nis Now Nygrs '\.L’l,‘) # 0.

Body A5, A, jsou pak linearnimi kombinacemi bodd x. x,. x,.. x

(RN i [ '\l‘l"

Ai = 0\ + 0\, + 02'\.1 + O Yy + QZZ'\AM"

{3)
A4 = 0g.\ + GI'\-u + T\, =+ T, l‘\Auu + GZ:‘\.I'V"
podobné body X Yo
N = BN A+ N, RN LN N (3a)
RRI
Nppr = RN 4 N, N A 0y Ny N
Dosadme v rovnicich (4) za A4, = v a za A,. A5, A,. A, podle (2) a (3.
dd, = x[woo + 04140 + O] +
+ vlwg 4] +
+ vloga sl
dA, = w2 + Bowapy + 0] + dA, = X[8,w 4y + Waapty + 001 +
+ vlo g + o] + + X B4y + 0y0] +
+ X fawapy + @10,] + + Nloapy + 0] =
+ “\.Hu[(’)lgl 1] + + '\.ml[“)lﬂl l] +
+ -\'vv[(’“QZZ]- + -\.m;[(UBGZ l]~
dAy = xlwy g + 03200 + W30 + dA, = xX[wy lo + Wyally + 2200500 +
+ 2ym,00] + X034 + wy30, + + w00 + N[04 T Lm0 F
+ wywy0,] + Vg + o0, + + wy,0,] + N Jwea + %wy0, +
+ 2w0,] + Nulwsyop + + wy40,5] + X000 +
+ o0 ] + Nelwiz0,, + + 0440] + X [702000 + (6)
+ % W,055], ' + (044055).
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Diferencujme rovnice (2): pouzijeme-li vztahu (1), snadno dostaneme

dA, = x[d4g + 4,4 dv] + dA, = x[duy + A du] +
+ \ Ao du + dA; + 2,0 do] + + x o du + p,Q du] + (7)
+ X [Ao de + 2 P de] + + v, [ue dv + dp, + 1P dul +
+ Xl4y dul, + v [u, do).

Porovnanim keeficientd u x, x,, v,, X, X, v rovnicich (6) a (7) pak vychazi
(predpokladame, Ze body 4. A, nevytvoruji pouhé kfivky) pfi variaci parametri

ar:
0y =0 =0y, =0 =0

. , Jo |{ . R /4 |

2190 = O1iton — [ Qi L Ao T Ay o 00 ) s (%)
2\ 011
Ho 1o

200 = Oxpflop = | Oap = | g + flp, — — 05 )|,
o\ 023

(9)

[ SR ; _ o
Wy = [du (/vo + /4y, - :'— (_),) + de(ay, + /.,Q)J, (10)
1 1

L
Ho + play — H2 JZ)J’
022

(1o +qu)9;, L= (7o + 2 P)aas an

22 2
%1 M3

|
on= [duwz,, 12P) + de
2

TN

/’)1 =

Diferencujeme-li rovnice (5). uzijeme vztahtG (8) a (1), snadno dostaneme:

dA; = x[doy + 014 de + 9y ymodu + oy, do(A, + PA)] +
Voo du + doy + 0,Q do + 0y ym, du + o, du(4 + O, + PO)] +

+
+ Yoo do + o Pdv + ¢, ym, du + ¢,, do(Pu + P?)] +
+ Vuloy du 4+ doyy + oy ymy, du + ¢y, dvQ] +
+ Npplo1m,, dul,
dAy = xldoy + 0,4 du + 0,,(A, + QA4) du + 6,,n, dv] + (12)
+ xloqdu + 0,0 du + 0,,(Q, + 0?) du + 4,0, dv] +
+ Xog de + doy, + 0,Pdu + 6,,(4 + PO + P.)du + a,,n, do] +
+ Xyuloaony, do] +
+ Ny loyde + doyy + ay5n,, de + 04, P dul.



Porovname-li koeficienty u v, v, v, v,,, \,. v rovnicich (6) a (12). snadno nalezneme

Pfaffovy formy m,,. m3,, Wiy, 0y, wy,. w,, a funkce %, %,.

2 2
07, Mm g5, 1
. Q1 1M;, 221 5
Ay = —=, Ay = ———— . (13)
/103> 1501

Pro koeficienty, které ur€uji polohu vrcholi 45, A, dostaneme dalsi relace:

é? - ’fnll (@1 + Qi + Qi) + Q0+ 0y + 0y |+
TR R Gy + Quiiy, |+ Lo [o + 0w+ orimy ] +
1 (3 011
Qi g';zl_{‘_’_‘!.. T
f(: ——f‘l (@i 4 001Q) + 01y + 0@ + 01i(4 + 0, + PO) | +

4 Ho [00 + 0P + 0/ ((P, + P)] +

15
+ 'ﬁQ"—(Qt e +0110) — 014 — 0, (A, + PA) — 0o, = 0.
Y11 (14)

%’ [o0 + 020 + 625(Q, + Q)] +

( o
l—o—[—'—z_'(‘fzzu +0,,P) + 0y, + 0, P + 0,5(4 + PO + Pl-):l +
M 032

g
+ .._0_(0-22“ + 0,5,P) — Gy — 0,4 — ()’22(/1[, + QA) = (.

22
4o {10105,
| =" 4+ o, | +
a Q11
Ho o G2l
— - '_’((72 + 0220+027’72ﬂ)+f70+O’2[,+0'22”2 + 0 +
Ha o - O
[
+ . (02 + 035 + G3205) — G130 — Go = 0
22

Konetné ze vztahu dA, = dx = v, du + . de a z prvni rovnice (4) lze vypocist

zbyvajici Pfaffovy formy

/ {
Wy = ——>-du — L0 g, Wy, = —-du, gy = dr.
71 1> 71 i
. . /. /. ( /
¢) Ozna¢me podle (3) {(sx) = /4, pak 25 = — ", o o _ 0
’ /4 /. i /.
by = —Kzyo 2y = Koo iy = =Kz, iy =Ko K= K. v). K = K. o).



a dosadme do rovnice (9). Obé rovnice splynou v jedinou
fe = AL+ QL + P/, (15)

Podle (3) je 7 linedrni kombinaci s konstantnimi koeficienty souradnic v plochy @.
Tedy podle (5a) nutné plati

S = Moo+ WA, + Myl D L+ M0/,

, ; , . \ (16)

Frr = Mol A+ W Ay + NoAy + 0yl F Harly,.

Specializujme nyni repér tak. Ze je

0 = Ay = KA. Oay = [, = K. (17)

pak pro koeficienty v relacich (5) plati podle (8) tyto vztahy:

Oy = 0= 01 = 0y =0.
Qo = — Ki,, — ‘i-“"i’w (18)
/
0o = —Ki,, — _%; G, .

Dosadme z rovnic (17) a (18) do (14) a pouzijme relaci (16). Rovnice (14) jsou pak
spInény identicky. jak vychdzi snadnym vypoctem. Koeficienty rovnic (5) jsou tedy
vazany pravé jen vztahy (18). Vhodnou volbou K, K je mozno dosdhnout spinéni
relace (A, A5, A,, Ay) = 1. Z relaci (10), (11), (13) snadno dostaneme podle (17)

w, = du, w, = du.
Aym LA
g, = 22 y, = H2M (19)
2% /4
f = f‘_"..iﬂﬁgv, B, = ROt
Ay I

d) Uvazujme dalsi nadrovinu H v P,. Tetné roviny t plochy @ protinaji troj-
rozmérny prostor H v ptimkové kongruenci I' o fokalnich plochach 4,. 4,.

i i —_— i - ’_; re— g . £
Ay = 20N + Arxy, = codg + oAy

— - - 20)
Ay = piox + 115X, = doAg + dyA4,. (
Podle rovnic (2) vychazi
L s _
Co = 4o — —S5 > = =
Ay /iy
- - (21
l {
do = 1y — Lo, s dy = £2 .
12 Ho



Zvolme opét pohyblivy repér o vrcholech v bodech 4, = v, 4, A4,, Ay, A,. body
43, A jsou zwoleny tak, aby repér Al, AZ, A; A, byl polokanonickym repérem
kongruence I.

dAo = a);)()Ao + ;U-m/f + UTozA‘p

dA/?,‘ = w“A + /fzsz + w, A;

dA, = Biw, A, + 0,4, + w,A,, (22

dZ; = wNA + @zzAz + (u;3A3 + fx,w A4,

dA, = wy, A, + 0)42,4 + aszA + ()44,44.

Body A,. A4, se pak daji napsat v tomto tvaru:
123:”/¢)A()+V14 + y2A4; + vAs + 72244, .
Ay = @odo + @Ay + @A, + @Ay + A, (=)
Do rovnic (22) dosadme za Z,, ,4'2. /T A4 podle (20) a (23). Diferencujme dale
rovnice (20) a (23) a za dA4,. dA4,, d4,. dA;, dA4 dosadme podle (4). Porovnejme
pak koeficienty u obou vysledkii pro dA,. dA4,. dA . dA4,. Snadno nalezneme:

— Ior C1hy - dyw, dypts
Wy = = e du, w, = ——= = BTN de,
711 711 P22 0320322

oy abae g dagy

Ha 022 P2207,
-
do \ dobiiy _ g ity
° ]
a1 Oy 711”11 (24
-— (‘l
Ly T P22 = V1%
711
dy
Ay === = Pa2%;
P22

Specializujme nyni repér kongruence I" tak, aby platilo
w, = du, w, = dr. (25)
Podle (24) musi pak platit
¢l = V1100 dalty = ©320;;. (26)
Rovnice (23) se daji psat podle (5) a (8) ve tvaru
:3'3 = g_;;o.\‘ + o.x, + 5“.\‘”“,

: - . - (27)
Ay = 0gx + 05X, + 035X,

Dokazme, ze specializace repéru (26) je totoZna se specializaci 0y, = /1. G212 = 5.
tedy je to specializace analogicka k specializaci (17). Dosadme v rovnicich (23) za
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A A,, A5, A, podle (2) a (5) a porovnejme koeficienty ve vyslednych rovnicich
u x,, resp. v, s prisluSnymi koeficienty v rovnicich (27).

L’n = 711115

Podle (21) pak plati ¢, iy = 4y, dypty = 115.

032 = (2202

Pti specializaci (26) lze psat rovnice (24) v tomto tvaru:

o, = du. w, = do,

- l [, (o + 1,0 — : ¢ (4o + 74P

g dot o +150) g ot lot P) (28)
71Cy Iy

g, = C1fiMa2 5, = dataltin

daypt;

Cihq

¢) A. Svee ve své publikaci [6] uvazuje dvé kongruence primek L. L v trojroz-
mérném  projektivnim prostoru Py, resp. P, které jsou v torzalni korespondenci.
J. takové korespondenci K. Ze kazdé rozvinutelné ploSe kongruence L odpovida
rozvinutelna plocha kongruence L.

Predpokladeime, ze obé kongruence jsou vztazeny na své polokanonické repéry,
pak korespondence K se da napsat ve tvaru

w; = & Wy,

Wy = £,0,. (29)

Autor voli dale takové polokanonické repéry, Ze plati

g =1, &y = 1. (29a)
Korespondence K doplnéna kolineaci K, .
K4, = ;A
Kid, = ;;‘

s¢ nazyva bodovou deformaci R kongruenci L, L, Ize-li kolineaci K, rozsifiti na celé
prostory Py. P tak, ze k¥ivky
o= x,a-,*j, + .\'26;;12,
o= Ki(x 4, + x,4,)
maji pro kazda x;, x, analyticky styk 1. radu.
A. Svec dokazuje, Ze nutna a postacujici podminka pro existenci bodové de-
formace je pri specializact (29a)
Bibz = Bifs- (30)
Dualné lze definovat tzv. rovinovou deformaci. Nutnd a postacujici podminka pro
cxistenci rovinové deformace R* je pri (29a)

Aoy = ;,;2. (31)
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f) Definice. Korespondenci R nazyvejme takovou korespondenci kongruenci 1 a 1 .
Ze odpovidajict si primky leZi v jeding tecné roviné t plochy @,

Kongruence I" a I” uvazujeme v dal§im vztazené nu polokanonické repéry spe-
cializované podle (17) a (26). Pak podle (19) a (28) plati

W, = Wy, W, = W,.

tedy jsou ve tvaru, jak uvazuje A. Svec.

Véta 1. Kazdd korespondence R se di roz§itit na rovinovou deformaci.
Plync z rovnic (31), (28), (19).

Véta 2. Korespondence R se dd rozsifit na bodovou deformaci, plati-li
A = Uu) V(v) /.
Dukaz: Dosadime-li do rovnice (30) podle {19) a (28), dostaneme po snadné

upravé tuto podminku.

plo gfo y to e _pHe gttt
X3 g A1 e U /4 RE

a odtud podle (9)
S G
2 ) 11 u’ Ha /4 .Hz o
(log 1), = (log 4),.
a odtud plyne jiz hledany vysledek.
¢) V dalSim predpokladejme, Ze kongruence " i I jsou kongruencemi M.

Podminkami, kdy I', je kongruence W se zabyval B. Segre [4]. jeho préaci pak
doplnil O. Sorace [5].

nebo podle odst. ¢)

Véta 3. Jestlize kongruence I' i I' jsou kongruencemi W, pak korespondence R se
da vidy rozs$ifit na bodovou deformaci.
Dikaz: Kongruence I', resp. I' jsou kongruencemi W, plati-li

a%y = f§18,, resp. &15‘2 = /}1/"2'

Dosazenim z rovnic (19), resp. (28) snadno dostaneme

H , fo Mo
nyanyy —PQ =P2 40 20« 700

Ha ! 1 o

( A Fo M
My — PQ =P Ho 4 o>+ fo,

Ha A1 5!

Dalsi cast dukazu je zfejma podle véty 2.

II. Predpokladejme, Ze v nadroviné H projektivniho ¢tyfrozmérného prostoru P.
je dana neparabolicka kongruence primek I’ o ohniskovych plochach 4, A,. V £,
hledejme plochu @, jejiz teéné roviny vytinaji v nadroviné H praveé kongruenci I,
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Véta 4. Plocha @ zdvisi na dvou libovolnych funkcich jednoho argumentu a dvou
libovolnych honstantdch.

Dukaz: V P, zvolme pohyblivy repér o vrcholech v bodech A,. A4,, A5, A,. M.
Vrcholy A4.. A, necht jsou voleny tak, aby lezely v nadroviné f a repér A4,, A,.
Ay, A, byl polokanonickym repérem kongruence [, Zbyvajici vichol M = M(u, v)
necht nelezi v H. Pak nutné plati:

dM = ogoM + wo A, + wy,A, + Wg3A5 + WAy

dd, = w A + fw, A, + wA;,

dd, = Lo A] + w45 + w34, (32)
diy; = 0304, + 03,4, + w3345 + 0,0, Ay,

dAy, = wy A + 0445, + w4y + A,

V rovnicich (32) jsou wy. i = 0, 1, 2, 3, 4, w,, w, znamé Pfaffovy formy v diferen-
cidlech du, dez oy, %5, fy, B, jsou znamé funkce parametrt u, v. Lokalni souradnice
Iooly 1y 1y 1, bodu A plochy @ jsou koeficienty linearni kombinace

A=1M+ 1A, + LA, + [,A; + [,A,. (33)

Aby te¢na rovina plochy @ v bodé A4 prochazela primkou (A4,, 4,), je nutné
a staci, aby determinanty ¢tvrtého rfadu matice

(A.dA, A4,. A,)
byly rovny nule. Tyto podminky vychazeji ve tvaru:
Io(liw, + dly + Loy + Loaw,) — L(dl, + lyweo) + 13wgs = 0, (34a)
I(lw, + Loy + dly + Lwyy) — L(dly + lyweo) + lowas = 0, (34b)
[i(l,wy, + Loyw, + diy + Loy, + lowgs) —
— (Lo, + dly + Lo;y + Loa,w, + lhwys) = 0. (34¢)
Rovnice (34c¢) je linearni kombinace rovnic (34a), (34b). Levé strany rovnic (34)
jsou Pfaffovy formy v diferencialech neznamych funkci /,, /5, /, a parametrt u a .
Resenim téchto rovnic vychazeji soufadnice /,, /., 5, /5, I, bodl plochy ®.
Derivujeme-li vnéjsné rovnice (34a), (34b) a pouzijeme-li rovnic struktury pro-
jektivniho c¢tyfrozmérného prostoru, snadno dostaneme:
[dly. Ly, + dly + Lwss + Loso,] + Lh[dl, o] +
+ Lol oy o) + [0, o33]) + Lldls, wz5] + loli{los,, o] +
+ 2 7o .yt + lhagldly, wy] + lhlydo, ., w,] + (35a)
+ lylyty [0y, @] + [0, w44]) — [dly, dly] — [dly, lywga] —
- /3[&'[/0. W] + 2/<)[d/0~ wo.z] + /(2){[“)0(;~ (”03] -+ [‘Um D ‘«’)1] +

+ 3. 035 + 2a[wgs. wa]] = 0.



[dly, Lw, + Layw, + dly + Liwag] + L[dly, ©,] + Ll {[w,,. 0] +

+ [0y, waal} + lols[day, 0,1 + ooy [dly, ] + lolsty {wy . @] +

+ [wy, @33]} + L[dly, waa] + lola{l®ss. @] + ay23[w,. o]} —

= [dly, dlg] = lh[dls. woo] — laldly, wool + 2lp[dly. wos] + (35b)

+ Ié{[woo» Woa] + [Woz. 0] + % [wo3. W] + [Wos. W4,] = 0.
Z rovnic (34a) lze vypodisti d/y, z rovnic (34b) d/, a dosadit do rovnic (35). Rovnice
(35) piSme pak takto:

-1 [dly, w,] + [d/,, o]+ ... = 0.

[dly, lowa] — Ldly. wy] + ... = O, (30)

Nenapsané ¢leny v rovnicich (36) jsou kvadratické vnéjsi formy, jejiz cleny neobsahuji
jiz diferencialtt neznamych funkci. NapiSeme-li bilinearni relace prislusné k rovni-
ciim (36), dostaneme:

lo{dliw(0) — dl,w(d)) — [{dlyw,(0) — dlyw(d)) + ... = 0.

- . . . 37
1o1dlwy(0) — dlym,(d)) — L{dlyw,(d) — dlyw,(d)] + ... = 0. G

Pokladame-li v rovnicich (37) d/,. d/,. d/,., du, dv, ou, dv za znamé. dostaneme dv¢
rovnice pro tfi neznamé ol,, o/, ol,. Ponévadz w,. wm, jsou linearné nezavislé
Pfaffovy formy, je fad rovnic (37) roven dvéma, uzavieny systém (34). (35) je v in-
voluci s charakteristikami (Finikov [2], str. 80. &1)

So = 2. s =2, s, = 1.

Jedina libovolna funkce dvou proménnych (s, = 1) je faktorem homogenity sou-
radnic bodu A. Jsou-li /y, I, 1, I5, I, vysledné soufadnice bodu 4 plochy @, pak
oly, ol,, oly, ol5, 0ly, kde 0 = o(u, v), rovnéz vyhovuji rovnicim (34), (35). jak lzc
snadno zjistit. Uvazujeme-li, Ze /, je libovolné zvolena funkce parametru w. v. pak
uzavieny systém (34), (35) je v invcluci s charakteristikami

So = 2, s, = 2. s, = 0.

Tim je podle teorie o systémech v involuci dikaz proveden. Vylucuje se pripad
I, = 0. ponévadZ pak plocha @ by lezela v nadroviné H.

Pracovdno v semindri dif. geometrie prof. dr. J. Klapky
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O KOHTPYDOHUMUAX MPAMbIX MEPECEYEHHBIX
B ITUIMEPNJOCKOCTAX MPOEKTMBHOIO YETBIPEXMEPHOTI'O
IHHPOCTPAHCTBA Py KACATEJIBHBIMUW MJTOCKOCTAMMU
Er0O MOBEPXHOCTHU &

.
HMoced Bana
Pestove

TIyCrb noBepxioctb @ JIOKUT B HPOEKTHBHOM YCTbipeXMepHOM npoctpancrse Py . EC kacate:in-
HBIC TOCKOCTH HCPRCCKAIOT FUIEPIIOCKOCTH H, H NpocTpaHcTBa P B KOHI PyIHUMAX npsaMbix [, [,
Mt 000 31t 1X BOKaJIbHBIC MOBEPXHOCTH Ay, A, nn Ay, A, . CooTreTcTBUe R ajscTea rakny
COOTBCTICIBUCN ROHPPYIHUMI [ [, B KOTOPOM COOTBETCTBYIOWIME NPAMbIC JICKAT B CAMHCTBEH-
HOIT KACAICBLIOI ockoeTn noBepxhocT @, CoorsercTeue R tonoanennoe konuueaumcii K.
Nty rr;,»11. KA rr;Az. HA3BIBACTCS TOYCHYHBLIM WM3TUOAHUCM  KOHTpyeHuuit /. [, ecam Ko-
Jrheiuino KNoRHO pactimpuTh Ha BCe upoctpancrea H, H, Tak 4ro Kpusbic

z.

TN A X004 " . K(xgA, & x243)

HAICIO T UL TIYCCROC KACaHKe 1-0r0 nopsiaka. JABOWCTBEHHO MOXHO ONPEACIUTb, KOr/d COOTBE I-
cisie B MOKHO paciinputis HA TJIOCKOCTHOE M3rnbanme. Ecan KOHrpysHunu I u [ aBasiores KoH-
1 pyomsiang B, tor na moxno R Beeraa pacimpuTb Ha todedHoe uirndainue. Beskoe coorsercraue R
MOKHO PACHIMPHTD 1A IOCKOCTHOC W3rubanne. HakoHen naiiacHa 0OWHOCTbL PELICHHS MTPOOICMBbI
K 3ol KOHrpyosuinn /B runepriziockoctn H Haidt 8 Py noBepxHoOCcTb M Tak, 4To0bl ¢C¢ Kaca-
1CILHBIC TIOCKOCTH HCPCCCKUTN H MMCHHO B 3a0aHHOH KOHTpYyyHumu [

UBER DIE GERADENKONGRUENZEN, DIE IN DEN HYPEREBENEN
DES PROJEKTIVEN VIERDIMENSIONALEN RAUMES P,
DURCH DIE TANGENTIALEBENEN DER FLACHE &,
WELCHE IM RAUME Py LIEGT, DURCHGESCHNITTEN WERDEN

Josef Vala
Zusammenfassung
Dic Fliche @ se im projektiven vierdimensionalen Raume Py liegen. lhre Tangentialebenen
schneiden die Hyperebenen H, H des Raumes P, in den Geradenkongruenzen /. I' durch. Thre

Fokalflichen bezeichnen wir durch 4, 4,, bzw. A, A,. Dic¢ Korrespondenz R ist e¢ine Korres-
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pondenz der Kongruenzen /', I mit solcher Eigenschaft, da3 die entsprechenden Geraden in ciner
Tangentialebenen der Fliche @ licgen. Die Korrespondenz R, die durch die Kollincation K

KA, o{A,, KA, 034,

erginzt ist, bezeichnen wir als Punktabwicklung der Kongruenzen /', /" in dem Falle. wenn es
moglich ist, die Kollineation K auf die ganzen Riaume H., H so zu erginzen. dall dic Kurven

T o= xltri,;{l + X054, und z = K(x; A, + x34,)

fiir jedes v, x, eine analytische Berlihrung erster Ordnung haben. Im dualen Sinne kann man
feststellen, in welchem Falle es moglich ist, die Korrespondenz R zu der sogenannten Ebenen-
abwicklung zu erginzen. Falls die beiden Kongruenzen /" und /' die Kongruenzen W sind. dann
ist es immer mdoglich, jede Korrespondenz R zu einer Punktabwicklung zu erginzen. Es ist mdglich.
jede Korrespondenz R zu einer Ebenenabwicklung zu ergidnzen. Endlich wird die Allgemeinheit
der Losung dieses Problems gefunden; zu der gegebenen Kongruenz /. die in der Hyperebene H des
Raumes Py liegt, die Fliche @ des Raumes P4 zu finden, so dal ihre Tangentialebenen dic Hyperebene
H gerade in der gegebenen Kongruenz durchschneiden.
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