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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV. 15, 2. 1965

SPEZIELLE DOPPELVERHALTNISSCHAREN
AUF REGELFLACHEN

JOSEF VALA, Brno

In der vorliegenden Arbeit werden die Eigenschaften der schichtbildenden,
quadratischen und isogonalen Doppelverhiltnisscharen auf Regelfliichen
behandelt.

a) Betrachten wir eine Regelfliche @ im projektiven dreidimensionalen Raum.
Die Fliache @ sei keine Torse. Thre Gleichung kann man in der Form

(1) a = y(u) + vz(u)

angeben. Die Differentialgleichungen der Leitlinien €, (', der Fliiche @ haben
die Gestalt

(la) Yy = any + ez + puy’ + fie?,
2" = amy + awez 4 Pay’ 4 a2z’
(Die Striche bedeuten Ableitungen nach w.)

Wir betrachten auf der Fliche @ eine Linienschar R. die durch eine Ricea-
tische Differentialgleichung
do
(2) v == = Blu, v) = —au) — 28(u)r — v(u)e?
u

bestimmt ist. Solche Linienschar nennt man Doppelverhdltiisschar oder
R-Schar.

Zu den Doppelverhaltnisscharen R auf der Fliche @ gehort auch die para-
metrische Doppelverhdiltnisschar

(2a) vo= 0 (a(u) = f(u) == y(u) = 0)

und die Schar von Asymptotenlinien der Fliche @
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(zh) v =i = (B — fu)v - 3farv?
(Barner [1]. 8. 57).

Die Tangenten an die Linien der R-Schar in den Punkten der Erzeugen-
den p der Fliche @ bilden eine Geradenschar /1 der Quadrik .

Liings jeder Frzeugenden p(w = wo) der Fliche & betrachten wir ein Koordi-
natensystem mit den Eckpunkten y(ug), z(wa), ¥ (o), 2’ (o). Die Koordinaten
beliebigen Punktes X bezeichnen wir &y, xs, @3, x4, es ist also

X = vy + a9z -+ agy’ + x4z’

Die Gleichung der Flache ¥ in diesem lokalen Koordinatensystem lautet
dann

3 Xoxg —— X124 -+ axs + 2pasxs + yas = 0
3 /A

(Maver [5], S. 5).

In den Abschnitten a), b) setzen wir voraus, dall die behandelte R-Schar (2)
nicht aus den Asymptotenlinien besteht.

Dic Flichen ¥, die zur R-Schar (2) gehoren, bilden eine Quadrikschar V.
Diese einparametrische Schar von Bertihrquadriken der i’liche @ hiillt aufier
der Regelfliche @ noch die von den Raumkurven £ dritter Ordnung gebildete
Fliche £2 ein. Die Schmiegebenen an die Kurven der R-Schar ldngs einer
beliebigen Krzeugenden p der Flache @ bilden eine Torse H. Betrachten
wir weiter die Quadrik ¥, die zur behandelten R-Schar gehort und lings
der Erzeugenden p die Fliache @ beriihrt. Die Torse H beriihrt diese Quadrik
liings der Kurve £ ([5], S. 6.).

Bezeichnen wir

(+) q == —v2a2 + V(e — oa1) + o,

R _ ¢B oB
y o =03+ v(fer — fu) + e, B=-—+ —B.
on o

so gilt fiir die Schmiegeben an die Kurven der R-Schar lings der Krzeugen-
den p der Fliche @ eine Gleichung der Gestalt
(5) ~v(yp 4 2B)xr + (w4 2B)ae 4 | — B(Pi2 + vp) — 2B%2 —

- (- q ]—3)].('3 - [13(/)’11 e U/‘))zl) - — ];].’174 == (.
¢ ist der Parameter in der Gleichung (5).

Wenn wir alle Lagen der Geraden p auf der Fliche @ betrachten, dann
kiénnen wir annehmen, dafl (5) die Gleichung aller Schmiegebenen an die
Kurven der gegebenen R-Schar ist.

Die Schmiegebenen an die Kurven der R-Schar in allen Punkten der Er-
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zeugenden p (u = wup) der Fliche @ hiillen dann die schon erwithnte Fliche
H ein. Auf dieser Fliche kann man leicht die Kurve £ finden. Thre Gleichungen
lauten dann (der Parameter ist v):

(6) =@ + B 4 2(B + ¢)(f + yv) — B(fu + vpa).
xg = v(p + B’) — 2(B -+ p)(o + pv) — B(P12 + v22),
xg =y + 2B,

Xy = v(p + 2B).

Wenn wir alle Lagen der Geraden p betrachten, dann ist (6) die Gleichung
der Fliache 2 (die Parameter sind « und v).

Wenn die parametrische R-Schar (2a) aus den Asymptotenlinien der Fliche @
besteht und die Gleichung (1) so normiert ist, dafi

(7) (y, z, :1/’, Z’) = konst., d. h. /'))11 —+ /fgg = ()

gilt, dann ist f11 = P12 = Pa1 = P22 = 0 und die Gleichungen (6) haben eine
einfache Form
1= ¢ + B+ 2B(f + yv),

(6a) xe = v(p + B') — 2B(a + pv),
Xy = 28,
&Xg — 2Bv.

b) Setzen wir im folgenden voraus, daf die parametrischen Linien v = konst.
Asymptotenlinien sind, es soll weiter die Relation (7) gelten. Der Parameter «
in der Gleichung (1) sei der Cartanische Parameter. Fiir die Koeffizienten
der Differentialgleichungen (la) gilt dann

P11 = P12 = fa1 = P2 = 0 und o1+ oz = 0

([1], S. 55, 58).

Die R-Schar nennt man isogonal zur gegebenen R-Schar (2) (die Koetti-
zienten in der Gleichung (2) sind gegebene Funktionen von ), wenn das
Doppelverhéltnis der Schmiegtangenten, der Erzeugenden und der Tangenten
an die Linien der beiden R-Scharen in jedem Punkte A4 der Klidche @ kon-
stant ist.

Wir werden weiter alle moglichen R-Scharen betrachten, die isogonal
zur gegebenen R-Schar sind.

Satz 1. Die charakteristischen Kwrven k dritter Ordnung, die zu den diesen
Scharen entsprechenden ¥, — Quadrikscharen lings der Erzeugenden p der
Fliche @ gehoren, bilden die Fliche K wvierter Ordnung. Die (ferade p ist eine
Doppelgerade dieser Fliche. Die Tangentenebenen der Fldche @ tn den Punkten
der Geraden p schneiden die Fliche K in der Geraden p und in den Kegelschnitten.
Jeder solche Kegelschnitt geht durch den entsprechenden Berithrpunkt der Fldche @.
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Beweis. Die Differentialgleichung aller R-Scharen, die isogonal zu der ge-
vebenen R-Schar sind, kann man in der Form

dv
= B

du

annchmen. 4 ist cine beliebige Konstante. Dies folgt daraus, dafl die para-
metrischen Linien der IFliche @ nach der Voraussetzung Asyimptotenlinien
sind.

Dic parametrische Gleichung der Flache A bekommen wir ohne Schwierig-
keiten, wenn wir die Grofien «, £, ¢ in den Gleichungen (6a) durch die Gréfien
Za. AP 2y ersetzen.

Xry= @ 4+ AB" 4 202B(f + yv),
(8) Xo == vp + B —- 222B(x -+ pv),

X3 — 2).])),

€Xq = 20A8.

Aus den Gleichungen (8) ergibt sich sofort
rafas = v, —vx1/rs -+ asfrs = AB.
Wir bereehnen ¢ und 4 aus diesen Gleichungen und setzen in die Gleichung

r ¢+ AB" + 242B(f + yv)

3 2B
cin. Dann bekommen wir

() 20 (e o) A 2wgan( =y o) b 208ay(fay + ) =
[ o2y 0ty — oryy) b o] o b 2pw,ay, F val]
+ 2p 7w, + Y ] (—agey + aaay).

Dies ist die Gleichung der Flache A

Lings dev Geraden p der Fliche @ wahlen wir ein neues lokales Koordinaten-
svstem, dessen Kekpunkte die Punkte (1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, »),
(0. 0.0, 1) sind. Die Koordinaten beliebigen Punktes in diesem Koordinaten-
svstem bezeichnen wir @1, 22, 3, Za. Die Transformationsgleichungen haben
die Form

L = -’?l,, X9 =—= .Tz, X3 = ff;;, xXg = ’l/'f3 -] :7‘4.

Diese Relationen setzen wir in die Gleichung (9) ein. Wir finden leicht
die Gleichung der Kurve, in der die Fliche K durch die Tangentenebene
2y 0 der Fliche @ im Punkte y(uo) + vz(ug) durchgeschnitten ist. Die
Kurve besteht aus der zweimal gerechneten Geraden p und aus dem Kegel-
schnitt



— 20T (v + o) + 2BTo(—yv2 + @) + 2B 4 po) —
(92) = :fé[—%xz],vz + v(oge — au1) + ozl . [oc 4 200 -+ Y| -

+ Zgla” + 200 + y02] (—oT + To).

Die Gleichung ¢ == 0 ist (unter Voraussetzung, daB dic Parameterlinien
der Fliche @ Asymptotenlinien sind) die Gleichung der Fleknodalkurven
der Fliache @ (siehe [1], S. 58).

Wenn wir den Parameter v in der Gleichung (9a) so wihlen. daly ¢ () - 0
dann zerfiallt die Gleichung (9a) in

—oT + X2 = 0 und 27Ty + o) + 2T(yv + ) — Ts3(x + 2P0 L e?) 0.

Daraus ergibt sich: Die fleknodalen Tangentenebenen der Fliche @ schweiden
die Fliche K immer in zwer Geraden: eime von thnen ist die Schmicgtangent
der Fliche @, im zugehirigen Fleknodalpunkte, die andere geht im allgemeincy
nicht durch diesen Punlt.

¢) Im weiteren setzen wir voraus, dald nicht alle Parameterlinien der Fliiche ¢
Asymptotenlinien sind. Ferner betrachten wir eine R-Schar, dic durch die
Differentialgleichung (2) gegeben ist und auf der Iliche @ licgt. Der geo-
metrische Ort aller Punkte, in welchen die Linien der R-Schar (2) die Linien
der R-Schar von Asymptotenlinien berithren, bestcht aus zwei Linien. den
sogenannten (rundlinien der R-Schar (2). Wir setzen im weiteren voraus,
daf} diese Linien nicht zusammenfallen.

Satz 2. Alle R-Scharen auf der Fliche @ mit den Grundlinien in dev Linici
Oy, Oz haben die Gleichung

de
(10) -

= .E,/))zﬂ)z 2/’?(7()2? — é/")’]g,
du
f ist eine beliebige I'unktion des Parameters u.
Beweis. Die Linien der R-Schar mit der Differentialgleichung (2) berithren
dic Asymptotenlinien der Fliche @ Lings der Kurven

- ]2/;12 — _12-(‘[))22 - ffll)l’ 4— E/)‘le2 —&— 4 + 2/;‘1,’ —‘L— ’;'1!33 = 0,
Falls diese Linien von den Linien (', C, bestehen, dann ist notwendig
Yy E
o = é/‘ﬁz, Yy = — }/))21

Im weiteren werden wir voraussetzen, dal} die Differentialgleichung der be-
handelten R-Scharen in der Form (10) gegeben ist. Diese f2-Scharen nennen
wir R(y, z)-Scharen.

Der Umstand, dal wir voraussetzen, dall die Grundlinien der R-Scharen
in den Linien (', C, liegen, beeintréchtigt nicht die Allgemeinheit der Losungen
der angefithrten Probleme.

130



Wenn die nicht zusammenfallenden Grundlinien der R-Schar in den Linien
y(w) = An(w)y(u) + Ae(w)z(u), Z(w) = Aar(w)y(u) -+ Age(w)z(u)

licgen. dann kann man bei der Untersuchung aus der (ileichungen

x = y(u) + vz(u)
der Fliche @ ausgehen.

Die Charakteristiken & der Flidchen ¥, dic zur gegebenen R-Schar gehoren,
konnen immer entweder in drei Geraden oder in einen Kegelschnitt und in cine
Gerade zerfallen. Im ersteren Fall nennen wir die betrachtete R-Schar schich-
bildend, im letzteren quadratisch.

Im schichtbildenden Falle besteht die Kurve k, die zur Geraden p der Fli-
che @ gehort, aus zwei Schmiegtangenten der Fliche @ in den Punkten.
in welchen die Grandlinien der behandelten R-Schar die Gerade p durch-
schneiden. ein weiterer Teil der Kurve k bildet dann die Erzeugende der
I'lidiche Y. Diese Gerade gehort nicht der Geradenschar I der Fliche ¥ an.

Im quadratischen Fall besteht die Kurve k£ aus einer Schmiegtangente
der Fliche @ und aus cinem Kegelschnitt, der diese Schmiegtangente schneidet.
Weiter schneidet dieser Kegelschnitt auch die Erzeugende p der Fliche &.
Dic Schnittpunkte der cingefithrten Schiniegtangente und des Kegelschnittes
mit der Geraden p gehoren zu den Grundlinien der R-Schar ([5], S. 5).

Natz 3. Die Linien ('), (', sind allgemein Grundlinien von zwei quadratischen
R-Scharen. Die Differentialgleichung dieser Scharen ist (10) mit

(1Ta) Pz = —o2 + 18, — Ypupe
oder
(11h) Bhar = a1 — 3oy + Spzifee.

Beweis. Aus den Gleichungen (6), (10) und (2) finden wir leicht die Gleich-
ungen der kubischen Kurven &, die zur 2(y, z)-Schar gehoren.

(12) v —ae b L, 4 36Ba — far(fee — fu) — Lzl +

L ovloms oy — 26— 4B - 2pPas]
o — Y.+ Brhe 4 Pl

wo = 03 a4 35 B — LPaufes]
oo - oar — 27 4 432 4 28pu] +
+ vloaae — Y+ 3Bz — Pra(Bez — Pu) + ezl

£y = ’.'Jl/))zg — /’)’]1 — 4/)',,

Xy o= 03 fee — i — 48],

Wir bestimmen nun den Wert A4 der Determinante aus den Koeffizienten
bei ek (L -0, 1, 2, 3) in den Gleichungen (12).
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’

= (o2 — 11 = 43)2 (o2 — 1B\, + pp2 +

4 fBa1 - Lf2h).
A ist gleich Null, die kubische Kurve zerfillt, wenn mindestens ecine der
folgenden drei Relationen

R
19
=
=
=
R
1B
=
12
(9%

(13a) a2 — §f1, A+ B+ s = 0,
(13})) —otg1 })‘/))j.] - /‘)’/’)’;] — i/)’g]/)’gg =,
(]3(‘,) /')22 — /'))11 — 4/)) = ()

gilt. Aus der Gleichung (13a) bekommen wir dann (Ila), aus der Gleichung
(13b) die Relation (11b). Betrachten wir nun die Gleichung (13¢). Bei ihrer
Giiltigkeit besteht die F(y, z)-Schar aus den Asymptotenlinien der Fliche @,
Wir nennen diese R(y, z)-Schar asymptotisch.

Satz 4. Unter Voraussetzung, dald keine der Linven C,, C'; Asympiotenlinic sl
und beide nicht Fleknodallinien sind, dann und nwr dann sind die Linici €. (',
Grundlinien von einer schichtbildenden R(y, z)-Schar, falls sic nach Terracini
konjugiert sind.

Beweis. Wenn die Ry, z)-Schar auf der Fliche @ schichtbildend ist.
dann bilden die Schmiegebenen ihrer Linien lings jeder LFrzeugenden der
IFliche @ ein Ebenenbiischel (auBler zwei weiteren Ebenenbiischeln mit den
Biischelachsen in den Schmiegtangenten in den zugehorigen Punkten der
Grundlinien).

Die Ebenenkoordinaten &;(i == 1, 2, 3, 4) von Schmiegebenen an die Linien
der R(y, z)-Schar lings der Krzeugenden p der Fliche @ finden wir durch
Berechnung der Koceftizienten in der Gleichung (5). Die Griéfle B ersetzen
wir nach (10).

(14) &1 = —v(fa2 — fu — 4P),

Ea = v(f22 — fu — 4f),

£y = v¥(—o + Yo + Pu — SPufe) +
+ 3o — o — 28" — 4% + 2fp) +
+ vloaz — 1 — Pz + Yprefe),

& = v2om1 — 3 + BPar + Lpupu) +
+o(—aze 4 oun + 26" — 4p% — 2fn) +
+ (—ous + §81, — BPrz — sp12Pu).

Wenn die behandelte R(y, z)-Schar schichtbildend ist, dann gilt
=2+ n—), i=1,2 3 4.

Wenn Bos — f11 = 4p gilt, dann ist die R(y, z)-Schar asymptotisch, diesen Fall
schlieBen wir aus.
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Aus den Gleichungen (14) bekommen wir
te)

2

A=, n = —%v2,
5 ! ( 1 ‘
(15) —oo1 -+ 2Ps; + PPar — SParfee = 0,
’
—ouz + 3. — Pz — Lpizfu = 0.
Man kann wieder besonders erwiigen, dall dic zwei letzten Gleichungen (15)
die gemeinsame Losung

== P2 — fu)
besitzen, das heil3t, daf

(150) o2 — 31y + 1B 4 fu)fz = 0,
—a + 3 — HBa -+ fu)fa = 0
gilt.

Die Fleknodalkurven der Fliche @ haben die Gleichung

lorz 4 (a2 — an)v — a2w?] — Y[, + (B — 1) — foy0?] +

+ 4Bz + (Bo2 — Pu)v — Parv|(fu + Pe2) = 0.

Man sicht dann leicht, dafl bei Giiltigkeit der Bedingungen (15a) die Linien
'y, (; Fleknodallinien der Fliche & sind.

Netzen wir weiter figfa1 7% 0 voraus. Dann kann man die zwei letzten
Gleichungen (15) in der Form

(16) (pr2)[—onz + 312 — Buprel == (1/Ba) o2 — 3By + 3B21foe]

schreiben. Die Gleichung (16) ist nach Terracini [6] die Bedingung der Kon-
jugierheit der Linien (', C,. Den Umstand, dafl zwei Grundlinien der schicht-
bildenden R-Schar nach Terracini konjugiert sind, bewies Klapka ([4],
N. 176).

Aus Satz 3 und aus dem Beweis des Satzes 4 ist also klar, dall wenn die
Linien (', C'; nach Terracini konjugiert sind und keine von ihnen Asymptoten-
linie ist und beide nicht Fleknodalkurven auf der Fliche @ sind, dann fallen
beide quadratischen R(y, z)-Scharen, die durch die Relation (10) mit (11a)
oder (11b) bestimmt sind, in eine schichtbildende R(y, z)-Schar Zusammen.

Wenn die Linie ) eine Fleknodallinie auf der Fliche @ ist, dann gilt fiir
in der Gleichung (11a)

B = 12 — fu);

die Gleichung (10) mit g nach (11a) ist nicht die Gleichung der quadratischen
R(y, z)-Schar, sondern die Gleichung der asymptotischen R(y, z)-Schar. Wenn
wir umgekehrt aus der Gleichung (11a)

f = 1(fa — fu)

bekommen, dann ist die Linie (', die Fleknodallinie der Fliche @.
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Ahnlich, wenn die Linie C, die Fleknodallinie der Fliche @ ist, dann be-
kommen wir aus der Gleichung (11b) die Relation (13¢) und die Gleichung (10)
mit f nach (11b) ist die Gleichung der asymptotischen R(y, z)-Schar. Weni
umgekehrt aus der (leichung (11b) die Relation (13¢) folgt. dann ist ('
die Fleknodallinie der Fliache @. Wenn beide Linien €',, ('; Fleknodallinien
der Fliche @ sind, dann existiert allgemein weder quadratische noch schicht-
bildende R(y, z)-Schar auf der Fliche ®.

Setzen wir im folgenden Sz == 0, fla; # 0 voraus. Dann ist die Linie (7,
nach (la) eine Asymptotenlinie der Fliche @ und nach (10) gchért () zu den
R(y, z)-Scharen. Die Relationen (13a), (13b) lauten dann

az = 0, —ow 4 PP — Ypape = 0.

Unter Voraussetzung agz # 0 existiert also nur eine R(y, z)-Schar, die quad-
ratisch ist, soweit (', keine Fleknodalkurve der Flache @ ist. Wen iiberdies ¢
eine Fleknodalkurve auf der Fliche @ ist, dann existiert keine quadratische
R(y, z)-Schar. Wenn fi12 = aue = 0, fla; # 0 gilt, dann ist (', nach (la) eine
Gerade. Die R(y, z)-Scharen sind alle quadratisch mit Ausnahme der asyvin-
ptotischen R(y, z)-Schar und der R(y, z)-Schar, bei der pf die Losung der
Gleichung (13b) ist. Diese R(y, z)-Schar ist dann schichtbildend, wenn (.
keine Fleknodallinie der Fliche @ ist. Wenn noch (', cine Fleknodallinie der
Fliiche @ ist, dann ist diese R(y, z)-Schar asymptotisch.

Fir den Fall fla; = 0, p12 54 0 sind dicse Betrachtungen analog.

Wenn fia = 0 und gleichzeitig f2 0 ist, dann sind die Linien '), (.
nach (la) Asymptotenlinien der Fliche @ und beide gehdren zu den R{y. 2)-
Scharen. Nach (11a), (11b) existicrt dann allgemein weder quadratische noch
schichtbildende R(y, z)-Schar.

Wenn aber 1z = fl21 = 0 und gleichzeitig oz = 0. oy 4 0 gilt, dann ist ),
eine Gerade und nach (13a) sind alle 2(y, 2)-Scharen quadratisch. nur cine
von ihnen ist asymptotisch. Es existiert dann keine schichthildende Ry, 2)-
Schar.

Die R(y, z)-Scharen enthalten dann dic Gerade (.
Wenn fig = f21 = ag = ag; == 0 gilt, dann sind ', und (. geradlinig und

gchoren zu den R(y. z)-Scharen, nach (15) sind dann alle R(y. z)-Scharen
schichtbildend, nur eine von ihnen ist asymptotisch.

d) Betrachten wir die I'liche @ die durch Gleichung (1) gegeben ist. Die
Differentialgleichungen der Leitlinien (',, (', scien (ia), die Linien ', (';
scien weder Asymptotenlinien noch Fleknodallinien der Fliche @. Dann gilt
PrePar /- 0. Weiter sei

Pri— foz = 0.
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Wenn diese 1Forderung, d. h. die Bedingung
(y, 2z, 4, 2') == konst.

nicht erfiillt ist, so erreichen wir ihre Giiltigkeit durch entsprechende Nor-
micrung der Gleichung (1).

Andern wir nun die parametrische £2-Schar auf der Fliche @. Die neue
parametrische R-Schar soll wieder die Linien €, (', enthalten Die Gleichung
der Fliiche @ ist dann

(17) Ty bz, y = o(u)y, Z == o(u)z.

Die Koeftizienten der Differentialgleichungen der Leitlinien O, €, bezeich-

nen wir durch pig, (i, k= 1, 2). Wenn wir die Giiltigkeit der Relation
pir -+ Pz = 0
verlangen. dann gilt nach (17)
(1%) o= klo, k== konst.
Gehen wir auf eine neue Parameterverteilung der IFliche @ mittels der
Gleichung w* == w*(u) tiber und koppeln wir mit dicser Parametertransfor-
mation cine solche Umnormung, daf}

(19) A + pr = 0. Pro = 1, oy =1
vilt (die zugehorigen Koeftizienten der Differentialgleichungen der Leitlinien
hezeichnen wiv (75, a4, k = 1, 2), so bekommen wir leicht ([1], S. 53)
. du™*
(20) [ == A1, A) =
du

und der zugehorige Homogenitiitsfaktor ist 2:. Aus den Gleichungen (20), (19)
sicht man. wenn man die Relationen (17) und (18) beniitzt, dafl die Beding-
ungen (19) nur dann erfillt sind, wenn

(21 0 /C'l(/‘)'gl/’/))]g): s o = /(1(/)‘)1//))13)]1, w*F == [(/ﬁ’g]ﬂ]g)é(l'lt

voilt. Durch die Wahl von ¢, ¢ nach (21) findet man eine besondere pora-
metrische B-Schar, welche die Linien C,, €’ enthidlt. Wir werden diese para-
metrische  -Schar als parametrische R-Schar von Terracini bezeichnen.
A Terracini beniitzt diese R-Schar bei der Untersuchung der Eingenschaften
der Regelfldchen.

Wir werden im weiteren voraussetzen, dall die pavametrischen Linien
der Fliche @ cine parametrische R-Schar von Terracini bilden. Nach (19)
wilt dann

(22) fu + flzz = 0, Prg = far == 1.
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Die Bedingungen (11a), (11b) haben dann die Form

(23a) B = —oz | 3f,

(23b) p = a9+ e

und die Differentialgleichungen der quadratischen L(y, z)-Scharven sind dann
(24a) v = 2 — 2(—a + Py — I,

(24b) v = 5?}2 — 2(0(21 -+ -%/1))22)’0 — }

Die Bedingung der Konjugierheit von Linien 'y, (', lautet unter Vor-
aussetzung (22)

(25) x12 -i— o1 == 0.

Im weiteren werden wir voraussetzen, dal} die Linien 'y, ('; nicht kon-
jugiert nach Terracini sind, die Relation (25) gilt also nicht.

Aus den Gleichungen (22), (24), (12) finden wir leicht die Gleichungen
der Kegelschnitte, die zu den Charakteristiken der zur quadratischen R(y. z)-
Scharen gehorenden Flichen ¥ gehoren.

(26a)
xp = v[—ae — Boga] + [aee — anr + 200, — fuo — dafy + 2x19/322]
X2 = V[ —a91 — arz] + v[oex — 011 + 206;2 — /)).,_,._, -+ day, — 2apefi
x3 = 4oz,
Xy = 4vayg,

(26b)

21 == v2[2001] + v[aes — o1 — 200, — flay — 403 — 201f2] + [o12 4 201],

@y = v2ozy — ou1 — 200y — Poy + dady + 2e21Pee] + vlos + Boa],

x3 = ~—-4UO(21,

xy = —4v3%0) .

Durch die Gleichungen (26a), (26b) sind zwei einparametrische Scharen
von Kegelschnitten k&i(u), ko(w), d. h. zwei Kegelschnittflichen, bestimmt.
Die Parameter der beiden Flichen in den Gleichungen (26a), (26b) sind u. v.

Wenn wir in die Gleichungen (26a), (26b) fiir 4 einen bestimmten Wert wo
einsetzen, dann finden wir auf diesen Fldchen zwei Kegelschnitte &y(uo).
ka(uo). Diese Kegelschnitte liegen auf den Beriihrquadriken ¥, die zu den
quadratischen R(y, z)-Scharen gehoren und die Flidche @ lings der (ieraden
P (w = uy) berithren. Dic Kurve ki(ug) geht durch den Punkt :(uyg). die Kurve
ka(up) durch den Pankt 7(uo).

Weiter werden wir die Lokaleigenschaften der quadratischen R-Scharen
lings der Geraden p (u = ug) der Fliche @ betrachten. Soweit wir nichts
anderes voraussetzen werden, dann wird der Parameter w ecinen konstanten
Wert besitzen.
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Durch einen belicbigen Punkt 4 der Geraden p konstruiren wir die Tangen-
ten der Linien der beiden quadratischen R(y, z)-Scharen, die durch diesen
Punkt durchgehen. Die Verbindungsgerade der Durchschnitte dieser Geraden
mit den zugehirigen Kurven ky(uo), k2(uo) bezeichnen wir als Gerade .
Wenn wir alle Lagen des Punktes 4 auf der Geraden p betrachten, dann
bilden alle Geraden m eine Regelfliche Q.

Natz 5. Die Fliche Q) ist allgemein von vierter Ordnung neunter Art nack Stwrm.

Beweis. Die Geraden m sind die Verbindungslinien der Punkte von zwei
projektiven Reihen auf zwei Kegelschnitten ki(uo), k2(ug). Die Fliche Q ist
also allgemein von vierter Ordnung. Jede von ihren Erzeugenden geht durch
zwei Punkte, dic Koordinaten dieser Punkte geniigen den Gleichungen (26a),
(26b) fir die gleichen Werte des Parameters v. Die Geraden m liegen in den
Tangentenebenen der Fliche @ langs der Geraden p, sie schneiden also die Ge-
rade p in den Punkten y 4 s(v)z.

Wir finden nun die Abhingigkeit zwischen den Parametern s, ». Nach
(26a). (26b) gilt

i sz Av{ylo( — a1 = Bos) + (o2 — aui J.— 2 12— /),) 49(%._, + 2ou2f92)| +
fo2r2( o — on2) -+ v(oee — o + 200, — foy + dofy — 20uzPer) + (—2ou2)| +
\ .I/(|49(1-_>] ] :/[4?)0613]"( {—

e /ﬂ.g{j/l‘lﬁz(ﬂx-_n) - l’((ng - a1 — 29(.:,, — /))__, - 40(,1 — 20(21‘/320) - ( o + OC‘>1)| +
fozleX(owe — aqp —- 29‘;| — /')’;2 - 40(51 + 2x91f22) -+ vz + 3oe1)]

T I N e 23l B e [ ST 2 I}

Durch Vergleich der Koeffizienten bei y, z, y', 2" in dieser Gleichung und durch
Ausschliefen von 4y, 22 aus den gefundenen Gleichungen, bekommen wir
folgende Beziehung:

(27) sz ( o1 — ou2)]
ool b ane)(ome — o — fyy) A 2euoer — 2ozo; —
oo (a2 4 a21)] + oo 4 anz)]
31 (— a2 — ouz) -
02 (o A ana) (oo — a1 — fus) - 2o, — 200y, -
bodopami(one -+ aer) | + oloas(aer + ai2)].

Durch jeden Punkt der Geraden p der Fliche @ gehen allgemein drei Ge-
raden m der Fliche ¢). Diese Geraden liegen in den 'Tangentenebenen der
Fliche @ kings der Geraden p. Die behandelten drei Geraden gchen durch
drei verschiedene Punkte des reguliren Kegelschnittes £i(wp) und koénnen
nicht in ciner Kbene liegen. Die Gerade p ist also cine dreifache Gerade der
Fliche @ und die Fliche @ ist von neunter Art nach Sturm (Kadetdvek —
v
Klima Kounovsky [3]. S. 740).
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e) Im weiteren werden wir wieder voraussetzen, dafl der Parameter «
in den Gleichungen (26a), (26b) alle moglichen Werte annimmt. Aus den
ileichungen (26a), (26b) bekommen wir leicht die Gleichungen der Sbenen
in denen die Kegelschnitte ki(u), ko(u) liegen. KEs gentigt, wenn wir in die
allgemeine Gleichung der Ibene nach (26a) und (26b) cinsetzen und die
Koeffizienten in den gefundenen Gleichungen so bestimmen, dal} sie von
dem Parameter » nicht abhingen. Wir bekommen dann:

’

(28a)  —doger 4 aglowe — o 22“ - /));_, — 49(.1')2 4= 2xpplen]| -
+ &gl —oer - Bae] == 0,

(23[)) doree + .:?3]9:1:3 + 33(21] -} ;(’4[0(32 — A1l 23(31 — /));: |- 4}::_?.1 -}
+ 2oy flee] = 0.

(28a) und (28b) sind Gleichungen der Ebenen der Kegelschnitte. die zu den
quadratischen R(y, z)-Scharen und allen Geraden p der Fliche @ gehoren.
Bezeichnen wir weiter durch n(y, z) die Schnittgerade der Ebenen der Kegel-
schnitte, die immer zu dem gleichen Werte des Parameters o gehoren. Wenn
wir alle Werte des Parameters u betrachten, dann bilden die Geraden n{y. <)
eine Regelfidche.

Bie Plickerischen Koordinaten der Geraden n(y, z) sind

(29) Pt = pry = — 160,
P2 = P13 == ——doa(onz 4 3ow) .
PP pr e o dona(ome — omn -
P s pog == — ooy (x2e — oy
P31 = oy = oy (e —
P2 = p31 == (o - o F )°'x' /ﬁ“
o oy o 2 /

— (o2 4 Baer) . {
(Bezeichnung nach Hlavaty [2], S. 4. 8.)

Auf der Fliche @ betrachten wir cine 2-Schar mit der folgenden  Eigen-
schaft: Jede der zur R-Schar gehérigen Quadriken ¥ geht dureh die Gerade p
der Fliche @ und durch die Gerade n(y, z) die zum gleichen Wert des Para-
meters w wic die Gerade p gehort. Eine solche R-Schar bezeichnen wir als
R(n, y, z)-Schar.

Die Plickerischen Koordinaten der Tangenten an die Linien der £2-Sehar
auf der Fliche @ sind
(30) g2 =, gB =1, qW == ¢ = v, g2 = =0,
wobel ¢’ eine quadratische Form in v ist.

Aus den Gleichungen (29) und (30) geht die Bedingung hervor. dali die
Tangenten beim festen Wert des Parameter w die zugehérigen Geraden
n(y, =) stets durchschneiden.
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(31) doqooare’ — op( a9y - 3(112)02 4 [ —o1(c22 — o1 ‘_’ocllg — ,/‘)’./_,._, -
’

*-I-OC‘T)Z 4 2opapee) — ogfoey — arn —- 29(.'_,1_ — fos -+ 40(31 + 2a01f22)| —
3op) == 0.

oo -

Wenn wir betrachten, dall « sich dndert. dann ist (31) die Gleichung
der R(n. y, z)-Schar.

Dic Gleichungen der Schmiegebenen der quadratischen R(y, z)-Scharen
auf der Fliche @ bekommen wir leicht aus der Gleichung (14), wo wir jf nach
(232) und (23b) cinsetzen: unter Beniitzung der Relationen (22) folgt:

(32n)
rrl e e[| F

sl o o o) - v(ome o - 200, — flhy — 4oy b 2o09p) b 2a2]
Cale( e L oxan) 4 (e b o — 200, floy — Aoy - 2a1afe)] = 0.
(32h)

.1‘1!4231{‘3' . ,)'g| - 13(3]7‘] ‘
basle2(ome o 200, o — 403, — Zasifles) + vl — oor)]

sl e2(2am) 4o e(eom b oot A 200, o Bl o 4,

Zoaifia) (o - oam)] = 0L
Dicse Ehenen Lings der Geraden p der Fliche @ hiillen zwei Kegel mit den
Npitzen o b

BY | 9. Y 2 . /o . "
(33a) (o + 131)]/ (oo — a1y - _):X” - /5‘22 1 40(1._, loclz/)gg)_’ - doret
o ’ N .
(33b) (a2 — 200, — fan — 4ocjl = 2o91fle0)y - (—one 4 o2r1) 40(-_)],'1/,
cin.

Die Verbindungsgerade dieser Spitzen bezeichnen wir n(y, z). Wenn wir
alle Lagen der Geraden p auf der Flache @ betrachten, dann bilden die Spitzen
o 12 dieser Kegel zwel Linien und ihre Verbindungsgeraden bilden dann
cine Regeltliche.

Auf der Fliche @ betrachten wir eine R-Schar mit der folgenden Figen-
schaft: Jede der zur R-Schar zugehorige Quadrik ¥ geht durch die Gerade p
der Fliche @ und durch die Gerade 7( y, z), die zum gleichen Werte des
Parameters w wie die Gerade p gehort. Solehe R-Schar bezeichnen wir als
Rn. y. z)-Schar,

Dic Plitckerischen Koovdinaten der Linien 7(y, 2) sind dann:

(34) 12 (o b o) — (o - o 200, — P b dad, — 2agafie)
Come — aan — 200, — [y — Ho3 — 2001fe2).
pro o (—ane o+ az).
prl Cdas(ome - 200, — o - 4ol = 2omifin),
P Aoy (oe — iy 21',._, - ,/")‘.'_J._, [ 4o, — Zagafea),
p oo - 221),

pit 160007 .
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Aus den Relationen (30) und (34) bekommen wir leicht die Bedingung.
dal} die Tangenten an die Linien der R-Schar fiir cinen festen Wert des Para-
meters w die zugehorige Gerade 7(y, z) stets schneiden.

|
t

(35)  donooarv” - aoi(—ars + owr)v? -+ o] —oana(xes — o — 31
—do3) — 2001fe0) — ooz — or + 20y, — oy F 4oy — 2x1ope)]
+ arp(—ouz + ao1) = 0.

Wenn wir betrachten daB « sich édndert, dann ist (35) dic Gleichung
der R(#, y, z)-Schar.

Die quadratische R(y, z)-Schar mit § nach (24a) bezeichnen wiv mit 22,(y, 2).
Ahnlich bezeichnen wir die quadratische R(y, z)-Schar mit f# nach (24b) mit
Ilz('?/, ~).

Satz 6. Die Berithrpunkte der Linien der R(n, y, z)-Schar uwnd der Ri(y. z)-
Schar liegen allgemein auf zwei Linien, die mit dem geometrischen Ort der Be-
rithrpunkte der Linien der R(w, y, z)-Schar und Ro(y, z)-Schar zusammenfullen.
Ahnlich liegen die Berivhrpunkte der Linien der R(n, y, z)-und Rs(y. z)-Scharen
allgemein auf zwei Linien, diese Linien fallen mit dem geometrischen Ort der
Berishrpunkte der Linien der R(wn, y, z)-und Ri(y, z)-Scharen zusammen. Beide
angefithrten Paare gehiéren einer Involution, die dwrch die Linien (', C'; und
durch die Fleknodalkurven der Fldiche @ bestimmt ist.

Beweis. Aus den Gleichungen (31) und (24a) bekommen wir leicht die
Gleichung der Linien, in deren Punkten die Linien der R(n. y, z)-Schar die Li-
nien der R;(y, z)-Schar beriihren.

B

(36) 2091 (12 |- OCQ]) - ’U(—Algag] — Asjo12 — 46(}',206._,] —- 49:”7621) 1
+ cag(—onz — ag1) = 0.

In der Gleichung (36) wird folgende Bezeichnung beniitzt:

(37) Ao = oo — o011 + 206,12 — Pay
Agy = ag2 — o1 — 20&/“ - 3,

’

)
v
22

Ahnlich bekommen wir aus ( 1) und (24b) die Gleichung der Linien. in deren

Punkten die Linien der R(n, y, z)-Schar die Linien der Ra(y. z)-Schar beriihren.

(38) ?)200_)1(0(13 -+ 0621) - 7)(—-44]212] — /"210612 -+ 406'1“)._,06._,1 —+ 4112131) -k
+ (o — o) = 0.

Der geometrische Ort der Berithrpunkte der Linien der R(#7. i, z)- und Ri(y. z)-
Scharen geniigt nach (35) und (24a) folgender Gileichung

(39) V2001 (o2 —azn) + v(Arga - Aorone — 4o, du,x3) -
4 oas(ane + awr) = 0.
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Ahnlich hat der geometrische Ort der Bertthrpunkte der Linien der R(#, y, 2)-
und der f22(y. z;-Scharen nach (35) und (24b) folgende Gleichung

(40) PR (o — o) o o(Arsaer A ooz A Aoy, A dorg,ad,)

4 oag(oe b oxar) = 0.

Dice Paxre von Linien (36). (40) sind gleich, analog sind gleich die Paare (38)
und (39).

Dic quadratische Form

b ’
----- a210? - (o2 = gy - /’}:{::lll 4 212 == 0

ist die Fleknodalform der IFliche @ (unter Voraussetzung von (22)); weiter
konnen wir die Gleichung 20 == 0 als Gleichung der Paare von Liniea ¢/, O,
betrachten (]5]0 N0 L.

Die Gicichung (40) kann man in der iform

N ’ ' . |
‘ll'—( Io1) - (o2 — app — /‘f:._:) = O(|~_g} (o124 oa1) |- 20 {1:L1;2 oth.’_,l J-
- 2ozeai(one 4 az1)f = 0

schreiben, dhulich kann die Gleichung (39) wieder in der Form

02 o) b n(oze - o — o) b e} (e oo )b 2ofon,a, — o),
— 20021 (12 - a1)f = 0
geschrichen werden,

Betrachten wir cine beliebige Erzeugende p (v = wy) der Fliche @. Zu dieser
Lirzeugenden und zu den Leitlinien ¢y, (', gehoren zwei Kegelschnitte &y (i),
ka(ue) in den Bbenen ¢, . Die Schmiegebenen der Linien der Ry (y, 2)-Schar
liings der Erzeugenden p hiillen einen Kegel mit der Spitze Vi(uy) (33a) ein,
seine Grundlinie ist £y(up). Die Schmiegebenen der Linien der Ri(y, z)-Schar
lings der Geraden p hiillen ebenfalls einen Kegel ein, seine Spitze ist der Punkt
Fa(uo) (33b). Die IKurve ky(uo) schneidet die Schnittgerade der bhenen ¢, es
in den Punkten M, M, durch diese Punkte gehen dann die gemeinsamen
Tangenten die Linien der Ri(y, z)-Schar und R(n, y, z)-Schar in den Punk-
ten N,V der Geraden p.

Nach Satz 6 gehen aber durch diese Punkte die gemeinsamen Tangenten
an diec Linien der Ro(y, z)-Schar und der R(#, y, z)-Schar, diese Tangenten
miissen in den zugehédrigen Schmiegebenen der Linien der sy, z)-Schar
licgen, diese Kbenen enthalten die Verbindungsgerade von Vi(uo) und Va(ug).
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CIEINMUAJIBHDLIE CUCTEMDBI PUHKINVATL
Moced Bama
Pesome

Cucrema Pukkatn (E-cuerema) aunmuit wa snmneiiuaroii HepaspepTHBAONeics 110BepX-
nocru @
x = y(u) + vz(u)
ABJIACTCA CUCTEMOI
vl x(u) 2800 - pluyr = 0,

riae of(w), plu), y(u) sajamisle QYHRIMIT OT HePECMENIIOro . JIHHUHIT R-CHCTCMBL RacaioTes
JIMHUIE QCUMIITOTUYECKOM CUCTeMbl B TOURAX IMIABHBIX JIHUHIT 3aTalH0il cucteMbl 1,

Mceeaenyorest epoiictna vrix R-cliereM, KOTOPBIE UMCIOT TVIABHBIC ST B cunmsx (7, ('
ITH CHCTeMBl HasbIBawT cucremamit f2(y, z). Kemu anmunn Cy, C; He aciMITOTUUECKIC 1T e
Paekioganblibe, TO CYIMECTRYIOT BOOOILC JIBC KBAJApaTHUIble cucreMbl [i(y, 2). ARcuabibe
cucremsl R(y, z) CyWECTBYIOT TOIHKO B TOM citydae, eciu Cy, C; ABIAIOTCH  COMPSEARCIITBIMI
nmo Teppaunnu (Terracini). I{pome TOro MCCHCHYIOTCHA TOKAILILIC CBOMCTBA KB (pa-
Tnuiex cuctem Ry, z) Bjoas oGpasyiomeii p mopepxiocti @. Jlasee 1HCCgCIVIOTCST CBOii-
CTBA H30rONAILUBIX cherem [ ya nmosepxuocrin .
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