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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV, 15, 2, 1965

PRUMER GRAFU SYSTEMU VLASTNICH PODPOLOGRUP
KOMUTATIVNI POLOGRUPY

BOHDAN ZELINKA, Liberec

Budiz S pologrupa, % systém vsech jejich vlastnich podpologrup. Grafem
(/(.Y) systému & nazyvame graf, jehoz uzly predstavuji prvky & a dva uzly
Jsou v ném spojeny (jedinou) hranou privé tehdy, jestlize odpovidajici pod-
pologrupy maji neprazdny prinik. J. Bosdk [2] dokazal, ze v pripadé,
ze N je komutativni, periodicka a obsahuje vice nez tii prvky, je (/(.%) souvisly
a jecho priumér [1] je roven nejvyse dvéma. V tomto ¢lanku je totéz tvrzeni
dokdzino bez piedpokladu, ze S je periodicka. Tim je zdroven pro komu-
tativni piipad fesen problém 1 z |2].

’ ’

Véta. Budiz S komutativni pologrupa obsahwjici vice neZ tit proky. Potom
qgraf G(S) je souwvisly a jeho pramér je roven nejvijse dvéma.

Ditkaz. Budiz S komutativni pologrupa s vice nez tiemi prvky a A, 5
jeji disjunktni vilastni podpologrupy. Ponévadz kazda pologrupa obsahuje
jako svoji podpologrupu pologrupu vytvoienou jednim prvkem, lze bez Gjmy
na obecnosti piedpokladat, ze podpologrupy 4. B3 jsou po fadé vytvorend
prvky a. b, Dokdzeme, Ze existuje vlastuii podpologrupa pologrupy S, majici
sl is B neprazdny prinik a tedy vzdéalenost jim odpovidajicich prvka v /(%)
neprevysuje dveé. Jsou-li obé konetné, obsahuji idempotenty eec A, fe 3
a dukaz vyplyva z toho, ze {e, f, ¢f} je viastni podpologrupa pologrupy N,
kterda ma s A is B neprazdny prunik. Uvazujme tedy dva piipady: (1) A je ne-
koneena, 3 je konecna; (2) 4 1 B jsou nekoneéné.

V pripadé (1) obsahuje B idempotentnii prvek p. Predpokladajme. ze pod-
pologrupa @ vytvotend prvky a2, p je totoznd s 8. Znamend to specialng,
ze = a2Fp kde & je prirozené éislo. Mane nyni

% = a?kpakp = a¥kp2 = qtkp = @k (ap) == aPa = 2T,

To je ovsem spor s tim, Ze 4 je nckone¢na (v tom pripade by vSechny moeniny «
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musely byt navzajem rizné). Pologrupa ¢ je tedy vlastni podpologripou
odpologrupy N, kterd ma neprazdny pranik s 4 1« 5.
poapologrup) ! Vi

vV opripadé (2) uvazujme pologrupu vytvofenou prvky «2. 02 Je-li tato
wlogrupa viastn{ podpologrupou pologrupy N, tvrzeni ziejme plati. Uvazajme

o 1 i & L o . ’ o o
tedy piipad, Zze tato pologrupa je totoZznd s S, V towm pripadd je specidlné
o= (2RO e @@mp2e kde k, Iom.on jsou prirozend ¢isla. Dokdzeme. ze
a2k 1h20 o 2inf2n 1

Mame

(,ﬂl;»1[)21)(,(2m,’)~.2n 1) — (”‘21.'-1[)21)([)271 lﬂ:m) -— (,(Zl.'vvlj)'ll-1)(,’,21/,[.'1»)
= (2R 1Y) e 2R 120
((l;’k 11,21)(,,2:1;52;: 1) — ([)‘_’rlr 1((2;)1)(“2/.' l[)'_’l) — ([)2)1 L2 l)(”ﬂ.'[)z/)
= (b2n-lg2m V) = g2mp2n 1,
Tim jsme zaroven dokdzali, ze 7 = a2b-102 = g2m2e-1 je idempotent a tedy
nelezi v 4 ani v B. Ddle mame pro libovolné piirozené » > 1
arh == qr(@@ 102 = qr Ya2kh2l) = " 1o = ar,
Dl == Qb == (a2mlre-0br . (q2nh2e)pr-1 = Hhr1 = br,
(Plati ovsem i ah = a, bh = b.) Oznacme nyni ¢ = «2* 1, d = h2. Pologrupa
vytvolrend prvkem ¢ (resp. d) budiz (' (resp. D): je to ziejmé podpologrupa
pologrupy A (resp. B) a je nekoneénd. Je ziejmé cd = i, ¢'h = ¢, drh = (.
Jsou-li s, ¢ prirozend ¢isla, s > ¢, mame
csdt = e t(cldl) = o5 ted)! = s tht = ¢S th = st e ()
Pro s << ¢ mame
csdt = (esds)dt s = (cd)sdt s = hsdts = hdt s = dts e ),

konedné pro s =
odt = osds = (ed)s = W8 = h.

Mnozina C U D U {h} je tedy podpologrupou pologrupy S. Je to viastni
podpologrupa, protoze ziejiné neobsahuje b; piitom ma neprazdny prunik

sAdis B.
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THE DIAMETER OF THE GRAPH OF THE SYSTEM
OF PROPER SUBSEMIGROUPS OF A COMMUTATIVE SEMIGROUP

Bohdan Zelinka
Summary
In this paper we consider a graph whose vertices are proper subsemigroups of a given
commutative semigroup with more than three elements; two vertices are joined by an edge

it and only if the corresponding subsemigroups have a non-empty intersection. It is
proved that the diameter of this graph is equal at most to two.
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