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SUR LA MEASURABILITE DES FONCTIONS
DE PLUSIEURS VARIABLES

ZBIGNIEV GRANDE

Désignons par R" I’espace euclidien a n dimensions (n > 1) et par R I’espace des
nombres réels.

Définition 1. (comparer [2], Df. 4) On dit qu’une fonction f: R — R posséde Ia
propriété (G) lorsque, quels que soient un ensemble A c R measurable au sens de
Lebesgue de mesure positive et un nombre € >0, il existe un intervalle ouvert
U =R tel que I'ensemble A N U est de mesure lebesguienne positive et osc f <€ sur
I’ensemble des points de densité de I’ensemble AnU.

La classe des fonctions ayant la propriété (G) contient toutes les fonctions de
premiére classe de Baire et certaines fonctions non-boreliennes ([3], Exemple 1).

Définition 2. ([4], Df.) On dit qu’une fonction f: R — R mesurable au sens de
Lebesgue est dégénérée au point x, € R lorsqu’il existe un entourage ouvert U du
point f(x,) tel que x, est un point d’éclaircie de I’ensemble f~'(U).

Théoréme 0. (comparer [2], Th. 4) Soit f: R?— R une fonction telle que toutes
ses coupes f’(t)=f(t, y) soient mesurables au sens de Lebesgue et toutes ses
coupes f.(t)=f(x,t) possédent la propriété (G). Pour que la fonction f soit
mesurable au sens de Lebesgue, il faut et il suffit que I'ensemble A(f)=
{(x, y)e R?:f” est dégénérée au point y} soit mesurable au sens de Lebesgue, de
mesure zé€ro.

Dans cet article je démontre un analogue du théoréme 0 rapporté aux fonctions
définies sur R"” (Th. 1) et en appliquant le théoréme 1, je donne la réponse
affirmative a la question suivante de Monsieur MiSik:

Probléme (L. Misik) Une fonction f: R" — R approximativement continue par
rapport a chacune des variables est-elle de classe de Baire n?

Remarque. Monsieur MiSik a remarqué que ce probléme est équivalent au
suivant:

Une fonction f: R" — R approximativement continue (continue dans la topolo-
gie de densité) par rapport a chacune des variables est-elle de classe n —1 du
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systéeme de Baire généré par la famille des fonctions approximativement continues
sur R"?

En effet, I’équivalence de ces formulations résulte des faits que chaque fonction
de deuxiéme classe de Baire sur R" est la limite d’une suite de fonctions
approximativement continues sur R" ([5]) et que chaque fonction approximative-
ment continue est de premiere classe de Baire.

Dans le cas o n =2 la réponse affirmative a la question de Misik est donnée par
Davies dans son article [1]. Supposons donc que n =3.

Lemme 1. (comparer (2], Lemme 3). Soit A = R* X R' un ensemble mesurable
au sens de Lebesgue. Il existe alors un ensemble B c A mesurable au sens de
Lebesgue et tel que:

1. m. (A —B) =0 (m; désigne la mesure de Lebesgue dans R');

2. B& B; c’est-a-dire tout point (x,y)eB, ou x e R* et y e R', est tel que:

2a. (x, y) est un point de densité de I'ensemble B;

2b. x est un point de densité de la coupe

B>={teR*: (t,y)eB};
2c. y est un point de densité de la coupe

B.,={teR':(x,t)eB}.

Lemme 2. Soit A = R" un ensemble mesurable au sens de Lebesgue. Il existe
alors un ensemble B — A mesurable au sens de Lebesgue et tel que:

1. m,(A—-B)=0;

2. Ba B; c’est-a-dire tout point (x,, ..., Xx,)€B ou x4, ..., x, € R est tel que:

2a. (x,, ..., x,) est un point de densité de I’ensemble B;

2b. x; est un point de densité de I’ensemble

Bx.,”..x,-_l., x,vu.....x,.: {tER: (xly cees Xic1y t’ xi*l, LREE] xn)EB}

pouri=1,2,....n;
2¢. (x3, ..., X,) est un point de densité de I'ensemble

B, ={(ts, ..., t,) ER"': (x4, 1y, ..., t,) € B}.

Démonstration. Nous démontrons ce lemme dans le cas ou n = 3. Dans le cas
général la démonstration est analogue. Il existe, d’aprés le lemme 1, un ensemble
A,c A tel que m;(A —A,)=0 et tel que, quel que soit un point (x,, x;, X;) € A,
(x1, X2, x5) est un point de densité de ’ensemble A,, x, est un point de densité de
I’ensemble (A))...,.., €t (X2, x3) est un point de densité de I’ensemble (A,),,. Dans
la suite il existe pour I’ensemble A, un ensemble A,c A, tel que m;(A,—A;)=0
et tel que, quel que soit un point (x,, x,, x;) € A, x, est un point de densité de
I’ensemble (A:).,...x, €t (x;, X3) est un point de densité de ’ensemble (A:).,.
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Désignons par C, I’ensemble A, — A,. L’ensemble C, étant de mesure lebesguien-
ne zéro, I’ensemble

D ={(t, t:) e R*: m%((C>)...,..) >0}

ou m* désigne la mesure extérieure de Lebesgue dans R', est donc le méme.
L’ensemble E={t;eR: m¥({t,eR: (t,, t;)e D})>0} est également de mesure
lebesguienne zéro. Posons B,=A,— (R X D)—(R?*X E). Remarquons que, quel
que soit un point (x,, X3, x3) € B,, x, est un point de densité de I’ensemble (B,) ,,..,
et x, est un point de densité de I’ensemble (B,).,. ...,. Il existe pour I’ensemble B,
un ensemble A;c B, tel que m,(B, — A,) =0 et tel que, quel que soit un point (x,,
X2, X3) € As, X5 est un point de densité de I'’ensemble (A,),, .,. et (x,, x,) est un
point de densité de I’ensemble (A;),,. Désignons par C; ’ensemble B, — A, et par
D, I'’ensemble {(t,, t;) € R*: m¥((C;) .,,..,)>0} et par D, ’ensemb e {(¢,, t;) € R*:
m*((Cs),,. ..,)>0}. Remarquons que les ensembles

H={t,eR: m:((A,— A.),)>0},

F,={t;eR: m¥({t,eR: (t,, ;) e D,})>0},
F,={t;eR: m¥({t:eR: (t,, ;) e D,})>0},
F;={t;eR: m**({t,eR: (t, t:) e D,})>0} et
F.,={t,eR: m¥({{t:eR: (¢,, t:) e D,})>0}

sont de mesure lebesguienne zéro. Posons
B=A;—(RxXD,)—(D,xR)—(R**<F,)—

—(RXF,XR)—(R*XF;)—(F,xR?*)—(HxXR?),
ou
D, X R ={(u,, u, us)€R’: (uy, us)eD,}.

L’ensemble B satisfait aux conditions 1 et 2 du lemme 2. Dans le cas général on
démontre, analogiquement, en appliquant bien des fois le théoreme de Fubini.

Etant donnée une fonction f: R"—>R, les fonctions d’une variable

fx|... VX e X - .x,,(t)=f(-xlv ey xl—h ty xi+17 ey xn)

(i=1,..., n) s’appellent coupes de la fonction f relativement a (x,, .., X,—i, X415 ...,
Xn).

Proposition. Supposons qu’une fonction f: R"— R est mesurable au sens de
Lebesgue. L’ensemble

A(f)= {(xl’ rey xn) GR": th WXy 1 Xpels . Xn
est approximativement continu au point x;pouri=1,2, . .,n}

est mesurable au sens de Lebesgue et m,(R" — A(f))=0.
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Démonstration. Soit {U,} une suite des intervalles ouverts aux extremités
rationnelles. Posons B, =f~'(U,) pour k =1, 2, .... Selon le lemme 2 il existe pour
tout ensemble B, un ensemble C,cB, tel que m,(B,—C.)=0 et Cia C,.

Remarquons que m, C) (B« — C.) ) =0. Afin d’établir notre proposition il suffit
q q ~ P

de démontrer que C=R" — O (B. — C) = A(f). Soit (x,, ..., x,) un point de
k=1

I’ensemble C. Evidemment (x,, ..., x,) ¢ B, — C. pour k=1, 2, .... Fixons I'indice
i <n. Démontrons que la fonction f,, ., , ... .. €St approximativement conti-
nue au point x,. Dans ce but fixons un nombre £ >0 et démontrons que x, est un
point de densité de ’ensemble

E={teR:|f(xi, .. X, 158, Xesry co0s X)) — (X1, ..., X,)| <€)

Soit U,, un intervalle ouvert de la suite {U,} contenant f(x,, ..., x,) et contenu
dans l'intervalle (f(x4, ..., x.) — ¢, f(x,, ..., x,) + €). Comme (x,, ..., x,) € B, et (x,,
ey X, ) € By, — Cy,,onadonc (x4, ..., x,) € C,. Mais C, @ C,, x, est donc un point de
densité de I’ensemble (C,,).,. ... . .., .. €t par consequent de I’ensemble E,
d’ou notre proposition.

Lemme 3. ([1], Lemme 2 et [3], Lemme 1) Soit (X, #, u) un espace avec la
mesure u qui est o-finite. Soit f: X— R une fonction telle que, quel que soit le

nombre € >0, la classe d’ensembles D, = {D eM:oscf< s} satisfait a la condition
D

suivante:

(1) il existe pour tout ensemble A € M de mesure u positive un ensemble D € D
tel que Dc A et u(D)>0. La fonction f est alors fi-mesurable, ot i designe le
complété de la mesure p.

Théoreme 1. Soit f: R"— R une fonction telle que toutes ses coupes
faro ix imar .x (i=1, ..., n) soient mesurables au sens de Lebesgue et toutes ses
coupes f,, . possédent la propriété (G). Pour que la fonction f soit mesurable au
sens de Lebesgue, il faut et il suffit que I’ensemble

B(f)= {(xl’ ...,x,.)ER"I fxl’ RS AT PP 5
n’est pas dégénéré au point x, pour [ =2, ..., n},

soit mesurable au sens de Lebesgue et m,(R" — B(f))=0.

Démonstration. La necessité résulte de la proposition.

Suffisance. Je démontre la suffisance dans le cas, ou n = 3. Dans le cas general la
démonstration est analogue. Dans ce but démontrons que la fonction f satisfait aux
conditions du lemme 3. Soient A = R’ un ensemble mesurable au sens de Lebesgue
de mesure positive et € un nombre positive arbitraire. Rangeons tous les intervalles
ouverts aux extrémités rationnelles en une suite { U, } et tous les intervalles fermés
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aux extrémités rationnelles et a la longueur <¢ en une suite {K, }. Désignons par
Q... 'ensemble de tous les points (x,, x3) € R? pour lesquels I’ensemble A . ., ,."U,
est mesurable au sens de Lebesgue de mesure positive et f(¢, x, x;) € K, pour tout
point de densité de I’ensemble A. ., .,nU,. Soit Q I'’ensemble de tous les points
(x1, x3) € R? pour lesquels I’ensemble A . ,, ., est mesurable au sens de Lebesgue et
de mesure positive. Toutes les coupes f,,,, ayant la propriété (G), on a donc

2, X3

U Q... 2 Q. Comme de plus m,(Q)>0, il existe donc un couple d’indices (r,, so)

telle que m%(Q,,.,)> 0. Désignons par B I’ensemble {(x,, x;) € R*: (x2, x;) est un
point de densité extérieure de I’ensemble Q,,,,}. L’ensemble B est mesurable au
sens de Lebesgue et m,(B) =m3%(Q,,..,)>0. Soit C=(U,, X B)nA. L’ensemble C
est mesurable au sens de Lebesgue et m;(C)>0, comme m,(C ,,.,)>0 pour
presque tous les points (x,, x;) € Q,, ,,. Soit D = CnB(f). D’aprés le lemme 2, il
existe pour ’ensemble D un ensemble E < D tel que my(D —E)=0 et EcE.
Evidemment E c A et m;(E)>0. Démontrons encore que f(x,, X, x;) € K,, pour
tout point (x,, x5, x,) € E. Fixons un point (x,, x,, x;)€ E. Comme E« E, donc
I’ensemble E,, ne se compose que de ses points de densité et il est mesurable au
sens de Lebesgue, de mesure positive. De plus chacun de ses sous-ensembles
mesurables au sens de Lebesgue de mesure positive coupe l'ensemble Q,, .
Supposons, par contre, que f(x,, x,, x;) ¢ K,,. La fonction de deux variables
fao(us, us) = f(x,, us, us) est mesurable au sens de Lebesgue sur I’ensemble E,,
([2), Th.2 et Th.4). Comme de plus f,(Q,.)cK,, on a donc (x)
my(E,, — (f,,) '(K,,)) =0. D’autre part, comme f(x,, X,, x,) ¢ K,, et la coupe f,, .,
n’est pas dégénérée au point x,, on a donc

mT(E1|.>.xgn JrI-J‘J) l(R—K$|)))>O'

Les coupes f,,.., ne sont pas dégénerées au point x5 pour tout point u,€ E,, ., N
(fo.xy) '(R—=K,), on a donc m%(E,,n(f,,) (R —-K,))>0, en contradiction avec
(%)

Théoreme 2. Supposons qu’une fonction f: R"— R est approximativement
continue par rapport a chacune de n variables. La fonction f est de classe de Baire
n.

La démonstration est analogue a la démonstration du théoréme 2 de I’article [1].
Dans cette démonstration intervient la mesurabilité de la fonction f qui résulte du
théoreme 1.
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