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INNERE TRANSLATIONEN
‘DER KLEINEN KATEGORIEN

JAN KASTL

Es ist bekannt, da man zu jeder kleinen Kategorie durch die cayleysche
Reprisentation eine isomorphe Kategorie bilden kann, deren Objekte die Mengen
und deren Morphismen die Translationen sind. In der Arbeit wird vornehmlich
Aufmerksamkeit den Bestrebungen gewidmet, solche Abbildungen zu charak-
terisieren, die Translationen in cayleyscher Représentation einer Kategorie werden
konnen. Dabei zeigt man, dal jede Abbildung zwischen zwei disjunkten Mengen
— mit zwei Ausnahmen — immer eine solche Translation ist. Die Abbildung einer
Menge in sich selbst ist die Translation von cayleyscher Reprisentation einer
kleinen Kategorie genau dann, wenn sie eine Translation von cayleyscher Re-
prasentation eines Monoids ist. Solche Translationen sind in Arbeiten [1], [2], [3]
ausfiihrlich beschrieben worden.

Einleitend bemerken wir noch, dal simtliche Beweise und Konstruktionen in
der Arbeit davon unabhingig sind, ob wir in der endlichen Mengenlehre (mit ¥
bezeichnet) oder in der unendlichen Mengenlehre (mit & bezeichnet) arbeiten. (In
N setzen wir die Geltung des Auswahlaxioms voraus.)

1. Transformationskategorien

Wir werden mit f: X— Y die Abbildung der Menge X in die Menge Y
bezeichnen, 1x: X— X bezeichnet die identische Abbildung der Menge X. Die
Komposition der Abbildungen f: X— Y und g: Z— V wird nur dann definiert
werden, wenn Yc Z gilt; sie wird mit fog: X— V bezeichnet. Die inverse
Abbildung zur Bijektion f bezeichnen wir mit f~'.

Definition 1. N sei eine Menge. Wir verstehen unter einer Transformations-
kategorie ({X.}..~;K) ein System der nichtleeren gegenseitig disjunkten
Mengen {X,}. .~ mit einem System K der Abbildungen zwischen diesen Mengen,
fiir das es gilt:
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1) Fiir jedes n e N ist 1x, € K.
2) Wenn fiir f, g € K die Komposition f.g definiert ist, dann ist fog €eK.
Es ist leicht zu sehen, daB die Operation der Abbildungskomposition eine kleine

Kategorie (K, o) bildet. {X,; neN} ist die Menge der Objekte und K ist die
Menge der Morphismen dieser Kategorie (siehe [5]).

Definition 2. Wir sagen, daB8 zwei Transformationskategorien ({X,}nn; K),
({Ym}mem; L) isomorph sind, wenn es eine Bijektion k: N— M und fiir jedes
n € N eine Bijektion h,: X,— Y. gibt, so daB das Folgende gilt:

Fiir jedes fe K, f: X, —X,, ist (h,) "'of oh,,€ L ; fiir jedes geL, g: Yn,— Ym,
iSt Bk 10g o(Aimpe-1) ' € K.

Man bemerke noch, da dann auch die kleinen Kategorien (K, o), (L, o)
isomorph sein werden.

Definition 3. Ein prizise Quelle der Transformationskategorie ({X,}. cn; K)
heiBt ein System der Elemente {x.}..n, so da3 das Folgende gilt:

1) Fiir jedes n e N ist x, € X,,.

2) Fiir jedes xe |J X, gibt es genau eine Abbildung feK, sagen wir f:

neN
X.,—X,,, so daB (x,)f =x giiltig ist.
Bemerken wir, daB die prizise Quelle {x,}, .~ durch einen Isomorphismus (z.B.
k,{h.}. c~n) wieder auf eine prizise Quelle {(X iy )Amp ' }m < m liberfiihrt wird.

Definition 4. (C, -) sei eine kleine Kategorie, und A sei ihre Menge der Objekte.
Wir bezeichnen mit F, (a € A) die Menge aller in a kommenden Morphismen
aus C, d.h. F,= | C(c,a). Fiir jedes x e C(a,b) (a,b € A) definieren wir eine

ceA
Translation p,: F,— F, folgenderweise: (y)p. =y x fiir alle y € F,.

Wir haben so eine Transformationskategorie gebildet. Diese Transformations-
kategorie wird die cayleysche Reprasentation der kleinen Kategorie (C, ') gen-
nant.

Man tiiberpriift auch leicht, da die Zuordnung von Objekten a+— F, und x — p,
von Morphismen ein Isomorphismus der urspriinglichen Kategorie (C, -) auf die
Kategorie ({p.; x € C},o) ist.

AuBerdem gilt 1, e F, fiir jede Einheit, und fiir jedes y € C gibt es b€ A (nur
dieses b), so daB (1,)p, = 1,-y =y klarist. {1,}, . a ist also eine prizise Quelle
der cayleyschen Repriasentation ({F.}aca; {Px; x€C}).

Definition 5. Eine cayleysche Kategorie heiBt eine solche Transformations-
kategorie, die mit einer cayleyschen Reprdsentation einer kleinen Kategorie
isomorph ist.

Wir sagen, daB ein System der Abbildungen S cayleysch ist, wenn es eine
cayleysche Kategorie ({X.}..~; K) gibt, fiir die S<K ist. Wir werden die
Abbildungen aus S cayleysche Abbildungen nennen.
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Wir sehen aus dem Obenerwihnten, daB jede cayleysche Kategorie wenigstens
eine prizise Quelle haben muB. Aber es gilt auch umgekehrt:

Satz 1. Die Transformationskategorie ist cayleysch genau dann, wenn sie eine
prazise Quelle hat.

Beweis. Setzen wir voraus, daB {x, },  ~ €ine prizise Quelle von ({X,}. c~; K)
ist. Wir werden zeigen, daB die Transformationskategorie ({X.}. ~; K) mit der
cayleyschen Reprisentation ({Fx, }» « n; {Ps; f € K}) der Kategorie (K, o) isomorph
ist. Dazu werden wir h,: X, — Fx, konstruieren.

Fiir y € X, gibt es genau ein f € K, so daB (ein n’ € N existiert und) (x,.)f =y gilt,
und eben fiir dieses f setzen wir (y)h. =f (f: X, —> X,, f € Fx,).

Da (x..)((y)h,) =y gilt, ist die Abbildung A, injektiv. Fiir ein beliebiges g € Fx,
ist dabei (x,-)g € X,, also ((x.-)g)h. =g ; h, ist deswegen eine Bijektion.

Fiir jede Abbildung fe K, f: X,,— X,, haben wir (h,) ' of oh.,= p;. Allerdings
fiir jedes g € X, gilt (9)(hz, of ohtn)) = ((Xa)g)(fohn,) = ((Xa-)(g o)), = gof =
= (g)p;. Jedes h, ist eine Bijektion: also gilt auch A, op;o(h,,)™" = f €K fiir jedes
ps: Fx,,— Fx,, (feK).

Dadurch haben wir gezeigt, daB die Transformationskategorie mit der préizisen
Quelle cayleysch ist.

2. Zentralisator

Definition 6. ({ X, }..~ ; K) sei eine Transformationskategorie. Ihr Zentralisator

C(K) heiBt die Menge von allen solchen Abbildungen h: |J X,— U X, so daB

neN neN
fiir eine beliebige Abbildung f e K, f: X,,— X,, die Gleichung ((x)f)h = ((x)h)f
fiir jedes x € X,,, klar und giiltig ist.
Da diese Gleichung auch fiir 1, (n € N) klar werden soll. bildet 4 jede Menge
X, in sich selbst ab. Man sieht weiter, daB die Abbildung 1 |J X, in C(K) liegt

neN

und daB C(K) beziiglich der Abbildungskomposition abgeschlossen ist. ( U X.;

neN
C(K) | ist eine Transformationskategorie mit einem Objekt, oder ein Transfor-
mationsmonoid.

Satz 2. {x.}..~ sei eine prizise Quelle einer cayleyschen Kategorie
({X.}n ens K).

Dann gilt fiir den Zentralisator: Zu jedem {y.}. e~ (¥» € X,) gibt es genau ein
h e C(K), so daB (x,)h =y, fiir alle n € N gilt.

Beweis. I. Eindeutigkeit: A€ C(K) und y sei ein beliebiges Element aus
U X.. Da wir y eindeutig in der Form y =(x.,)g schreiben kénnen (wo g:

neN
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X,,— X,, aus K ist), gilt (y)h=((x.)9)h = ((x.p)h)g. Die Abbildung h wird
eindeutig durch die Werte bestimmt, die diese Abbildung auf den Punkten {x.}
annimmt.

II. Existenz: Fiir ein beliebiges System {y.}x < n, ¥» € X, kOnnen wir umgekehrt
die Abbildung A: |J X,— |J X, durch die Vorschrift (y)k = (y.,)g definieren,

neN neN

wobei y = (x,,)g ein beliebiger Punkt aus |J X, ist. Da g: X, — X, ist, sehen wir,

neN

daB y und auch ()4 in derselben Menge X, liegen. Fiir f: X, — X, (f € K) und fiir

yeX,, giltdann: ((y)Hh = ((xa)(GofNh = (y2)(gof) = ((y)h)f. Das heiBt, daB
h e C(K) ist und dabei (x,)k =(y.)1k, gilt (fir jedes n € N).

Satz 3. {x.}..~ sei eine prizise Quelle einer cayleyschen Kategorie

({X.}n <3 K). Fiir jedes n ¢ N bilden wir Y, ={ye UX.; y=)f m'rfeK}.

neN
K* sei die Menge der Restriktionen aller Abbildungen aus C(K) auf diese Mengen
Y., d.h. K*={h|Y,; he C(K), neN}.
({Y.}. c~n; K*) ist dann eine cayleysche Kategorie mit der prazisen Quelle
{xn }n eN-
Beweis. Da {x,}..n~ eine prizise Quelle der urspriinglichen Kategorie ist,
sehen wir sofort, daB {Y,} disjunkte Mengen sind, |J Y, = |J X., und dabei in

neN neN

Y, genau ein x, liegt.

Seien x € Y, (n eN), fe K und (x)f werde definiert; dann gilt auch (x)f € Y..
Dazu ist nur zu beachten, daB x = (x,)g, wobei g € K, also (x)f =(x.)(gof).

Man nehme jetzt ein beliebiges & € C(K) und ein beliebiges n e N (wobei
(x.)h€Y,). Fir jedes yeVY,, y=(x.)f (feK) gilt dann (y)h=((x.)f)h
= ((x.)h)f € Y,.. Jedes h € C(K) bildet also die ganze Menge Y, in einer Menge
Y. ab. Aus den Eigenschaften von C(K) ist sofort zu ersehen, daB ({ Y, }. «~; K*)
eine Transformationskategorie ist.

v: Y,,— Y, sei eine beliebige Abbildung aus K*. In C(K) liegt dann die
- folgenderweise definierte Abbildung A: |J Y,— U Y.:

neN neN

h|Y,,=v, h|Y,=1y (fir n#n,).

x, (x)f (fir ein beliebiges fe K, f: X, — X,, und fiir jedes x € X,,) liegen in
derselben Menge Y,. Ist diese Menge verschieden von Y, so ist die Beziehung
((X))h =((x)h)f (=(x)f) evident klar und giiltig. Wenn x, (x)f in der Menge Y;,,
liegen, gilt die verlangte Beziehung dank v € K*.

Fiir jedes y € J Y. nehmen wir n,€ N, so daB y € X,, gilt. Da jede Abbildung

neN
aus C(K) X, in sich selbst abbildet, kann die Abbildung v € K* nur den Punkt x,,
aus dem System {x.}. .~ auf y abbilden; das heiBt, daB sie die Form v: Y,,— Y,
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haben muB. Die Existenz genau einer Abbildung v € K*, die (x,,)v =y erfiillt, folgt
jetzt leicht aus der Tatsache, daB genau ein & in C(K) zu finden ist, das (x.,)h =y
und (x,)h =x, (fiir n# n,) erfiillt. Damit iiberpriift man, daB {x, }. . ~ eine prizise
Quelle der Kategorie ({Y,}. en; K*) ist.

Man beachte einen speziellen Fall der Transformationskategorie, die nur ein
Objekt hat. Ein Transformationsmonoid (X ; M) ist cayleysch genau dann, wenn es
ein solches x € X gibt, daB fiir jedes y € X genau eine Abbildung f € M existiert, die
(x)f =y erfiillt. Der Satz 2 besagt dann, da wenn (X ; M) ein cayleysches Monoid
ist, auch (X ; C(M)) ein cayleysches Monoid ist.

Definition 7. Wir nennen ein System der Abbildungen S monocayleysch, wenn es
ein cayleysches Monoid (X ; M) gibt, so daB S = M ist.

Satz 4. Sei S ein System von Abbildungen aus einer Menge X, in Mengen X,,
{Xn}m em- (M ist eine beliebige Menge, die 0 nicht enthilt.)

Ist das System der Abbildungen S cayleysch, so ist ein System S’ monocayleysch,
das von allen solchen Abbildungen f: X,u |J X,.— X,u U X, gebildet wird, die

meM meM
flXo€S und f|X,. =1x, fiir m#0 (m e M) erfiillen.
Beweis. Wir konnen fiir das cayleysche System S eine cayleysche Kategorie
({X.}a e ~3 K) mit der prézisen Quelle {x, }. . ~ finden, so daB S = K und Mu{0} c

N gelten. H= {h|(Xou U X,,,); h e C(K) und h(x,)=x, fiir n=/0 (n eN)} .

meM
Es ist leicht zu sehen, daB H beziiglich der Komposition abgeschlossen ist und auch
die identische Abbildung auf X,u |J X.. enthilt. Aus dem Satz 2 sehen wir dann,

meM

daB es genau eine Abbildung h| (Xou U X,,.) €H zu jedem x € X, gibt, die

meM
(xo)h =x erfiillt ((x,)h =x, fir n#0).
Man erginze H mit einem System der konstanten Abbildungen G={c,;
ye U X,,.}. Die Abbildung ¢,: X,u U X,.—Xou |J X, bildet jeden Punkt

meM meM meM

x€X,u U X, im Punkt y ab. Da c,,0c,,=c,,=toC,,, C,,of = Cy,€G (fiir c,,,

meM

¢,, € G, t € H) gelten, ist auch HUG beziiglich der Abbildungskomposition abges-
chlossen. Es gibt genau eine Abbildung in HUG, die den Punkt x, auf den
gegebenen Punkt x e X,u |J X, abbildet. (Xou UX.; H uG) ist also ein

meM meM
cayleysches Monoid.
Jede Abbildung fe S’ kommutiert mit jedem t€ H und auch mit ¢, €G. f
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kommutiert offensichtlich mit ¢ auf den Punkten aus U X..; auf den Punkten aus
meM

X, kommutieren f und ¢, da ¢ eine Restriktion einer Abbildung aus C(K) ist, und
¢, of =c,=foc, gilt fiir jedes c,.
S’'c C(HuG), wobei (Xou U X.; C(HuG)) ein cayleysches Monoid ist.
meM
Folgerung. Ein System von Abbildungen der Menge X, in sich selbst ist
cayleysch genau dann, wenn es monocayleysch ist.

Beweis. Fiir ein cayleysches System S von Abbildungen aus der Menge X, in X,
—d.h. M=0 —ist S'=S.

3. Cayleysche Abbildungen

Jetzt werden wir eine solche Abbildung f charakterisieren, die ein Morphismus
einer cayleyschen Kategorie ist. Nach unseren Definitionen kann f die Form f:
Xo— X, oder die Form f: X,— X, (X,nX,=0) haben. (X,, X, sind nichtleere
Mengen.) Nach der Folgerung konnen wir einen Satz formulieren, der cayleysche
Abbildungen f: X,— X, charakterisieren wird.

Satz 5. Eine Abbildung der Menge X, in sich selbst ist cayleysch genau dann,
wenn sie monocayleysch ist.

Man kann eine monocayleysche Abbildung wie eine rechte innere Translation
eines Monoids auffassen. Aber die rechten inneren Translationen sind mit linken
inneren Translationen identisch, wenn wir sie von zwei gegenseitig dualen Mono-
iden hernehmen. Monocayleysche Abbildungen werden also ausfiihrlich in folgen-
den Arbeiten [1], [2], [3] charakterisiert, die alle Translationen von Monoiden
beschreiben.

Im Folgenden wird man die cayleysche Abbildung f: X,— X, beschreiben.

Man bemerke, daB man unter einem Urbild vom Punkt x e X, (bei der
Abbildung f) eine Menge (x)f'={y € Xo; (y)f =x} versteht.

Hilfssatz. f: X,— X, sei eine Abbildung zwischen zwei disjunkten nichtleeren
Mengen. Man setze voraus:

X, hat wenigstens zwei Punkte, und es gilt nicht, daB alle Mengen (x)f ™' (x € X,)
eine endliche und gleiche Anzahl der Elemente haben.

Dann gibt es eine cayleysche Kategorie mit zwei Objekten (X,, X, ; K), so daB3
feK ist.

Beweis. Man nehme ein solches Element a der Menge X, dessen Urbild (a)f ™'
die minimale Michtigkeit aus allen (x)f~' hat. Wir bezeichnen D = {x € X,;
(x)f"'#+0} und B'=D —{a} (D#9).

Man indiziere die Elemente aus (a)f™' durch injektives Verfahren mit Hilfe
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einer Menge I, d.h. (a)f"'={a:;; ielI}=A. Zugleich entnehmen wir zu jedem
Punkt x € B’ ein (injektiv indiziertes) System {x;},., von Elementen aus der
Menge (x)f ™', d.h. {x;; ieI} =(x)f'. Da die Menge X, wenigstens zwei Punkte
hat und die Urbilder von allen Punkten aus X, entweder ungleiche Michtigkeiten
haben oder unendlich sind (das kommt nur in & vor), kénnen wir immer die
Auswahl der Elemente x; so realisieren, daB es ein Element c e ((y)f™'— {y:;
iel}) fur ein y€eB'’ gibt. Dann konnen wir
B= {x;iel}, Xo—(BUA)=C+#@ zeichnen. Man wihle ein festes Element

xeB’

¢ € C und bezeichne noch A'=(X,—D)u{a}.

Wir sehen, daB A, B, C, A’, B' disjunkte Mengen sind, AUBUC=X,,
A'UB’'=X,. Man bemerkt dazu, daB alles sich auch fir I=0, d.h. a¢éD,
A =0 =B, ganz korrekt konstruieren lif3t.

Jetzt werden wir eine solche cayleysche Kategorie (Y,, Y,; H) konstruieren,
damit eine Abbildung ¢: X,uX,— X,UX,, die t|Xo=f, t| X, =1y, erfiillt, in dem
Zentralisator C(H) liegt.

Die Objektive sind Yo=CuBuUB’', Y,=AUA".

Nunmehr werden wir die Morphismen beschreiben. Fiir jedes y € Xo, y#c¢
definieren wir auf der Menge Y, eine Abbildung g, folgenderweise:

(x)g,=y firxeC

(x)g, = ((y)f): fiir jedes x, e B

(x")g,=(y)f fiir x'eB".

Es ist zu sehen, daB g, eine Abbildung aus Y, in Y, fiir jedes y € A ist, fir y e BUC
g,: Yo— Y, ist.

Fiir jedes z € X,, z#a definieren wir auf der Menge Y, eine Abbildung g,
folgenderweise :

(a)g. =z fiir jedes a,e A

(x)g.=z firx'eA’.

Diese Definition ist auch korrekt falls z ¢ B'; ist g, eine Abbildung aus Y, in Y,,
dann muB A = gelten. Wenn z € B’ ist, ist offensichtlich g,: Y,— Y.
Das folgende System der Morphismen

H={g,;yeXo—{c}}U{g.; z€ X, —{a}}U{ly, 1v,}

ist beziiglich der Abbildungskomposition abgeschlossen. Das ist aus dem folgenden
Schema von Implikationen zu sehen.

gy, Yo—> Y, N entweder y' € C — {c},
gy: Yo— Y, Y, y EXO—{C} > gy 09,=4g,

odery'=x,€B, (iel),
yeXo—{c} > 9yody =G
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Y
go: Vi Yo z’eB',ye BuC—{c) > g0y =Gor

gy: YO_)YO
g.: Y 1> Y, , , D=X,,
2'eB', yeA >
gy: Y0—> Yl é y gz"’gy:lYl
g.: Y- Y, VoA g:09: = G-,
_ , X —

0 Yo Y, Y, = L €A TlahzeXim{a} >y
g,: Yoo Y, y' =a, (iel), zeD =X,,
g.: Y1—9Y0, Yl ZGXl_{a} gy og: =0y

So ist (Y, Yi:; H) eine Transformationskategorie, wobei das Paar {c, a}
(c€e YouX,, aeY,uX,) ihre prazise Quelle bildet. Fiir jedes y e X,—{c} ist
namlich (c)g, =y, fir ze X,—{a} ist (a)g. =z.

Jetzt werden wir zeigen, daB3 die Abbildung ¢ in C(H) liegt. ¢ bildet die Menge
Y,, bzw. Y, in sich selbst ab. Jedes g, (r € Xo,uX, — {a, c}) bildet alle Punkte der
Menge X,, bzw. X, in derselben Menge ab. Darum geniigt es zu beweisen, daf3 ¢
mit g,, bzw. mit g,, auf der Menge Y,nX,, bzw. Y,nX,, kommutiert.

Fiir x € YonXo, y € Xo— {c} haben wir ((x)t)g, = (y)f = ((x)g,)f = ((x)g,)t;
fir xe Y,nX,, z€X,—{a} ist (x)t)g. = (a)g. = z = ((x)g.)t.

Aus dem Satz 3 geht hervor, daB wir eine cayleysche Kategorie aus C(H) durch
die Restriktionen bilden konnen. In unserem Fall ist es zu sehen, daB die
Restriktionen auf den Mengen X,, X, gemacht werden. Es gibt also eine cayleysche
Kategorie (Xo, X,; H*), und in H* liegt u.a. auch die Abbildung t|x,=f.

Dadurch ist der Hilfssatz bewiesen.

Satz. 6. Die Abbildung f: X,— X, (X,, X, sind nichtleere disjunkte Mengen) ist
nicht eine cayleysche Abbildung nur in folgenden zwei Fallen:

(1) Die Menge X, hat nur ein Element.

(2) Es gibt eine natiirliche Zahl m =2, so daB alle Urbilder (x)f™' von den
Punkten x € X, genau m Elemente haben.

Beweis. Wir werden einzelne Moglichkeiten durchnehmen, die fiir f vorkom-
men konnen. '

I. Die Menge X, hat nur ein Element. Lédge f in einer cayleyschen Kategorie,
gilte es fiir ihre prézise Quelle {x,} widerspriichlich (x,)f = (x,)1x,.

II. Die Menge X, hat wenigstens zwei Elemente, und alle Urbilder von
Elementen aus X, sind nicht zugleich endlich und noch gleichmichtig gro8. Wegen
des obenerwihnten Hilfssatzes gehort f zu einer cayleyschen Kategorie
(Xo, X3 H*).

III. Die Menge X, hat wenigstens zwei Elemente; die Urbilder von allen
Punkten aus X, sind genau einelementige Mengen, d.h. f ist eine Bijektion.

Wir konnen zwei Mengen A,, B, mit gleicher Machtigkeit, A,nB,=0, AcUB,<
X, derart finden, dafl die Menge D,= X, — (A,UB,) hochstens ein Element hat.
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Wir bezeichnen die Bildmengen von A,, Bo, D, bei der Bijektion f in Reihe mit A,
B,, D, c X,. Man nehme eine feste Bijektion g: A,— B, und wihle ein x,€ A,.
Wir bezeichnen noch x, = ((x0)g)f (€ B).

Fiir jedes a € A, (a# x,) definieren wir ¢,: Xo— X, durch folgende Vorschrift:

a fir xeA,
(x)c. ={(a)g fir xeB,.
x fir xeD,

Fiir jedes b € B, (b# x,) definieren wir ¢,: X,— X, folgenderweise :

b fir xeB,
x fir xeD,

b)Y og~'of) fiir xeA,
(x)c,,={

Sei
K={1Xo’ lxnf;f_l}u U {c,,,c,,of}u U {C,,,Cbof—l}.

a € Ag—{x0} b € By—{x;}

Die folgende Beziehungen zeigen, daB dieses System K beziiglich de Abbil-
dungskomposition abgeschlossen ist: C,.0C,=Ca, Caof = foCiaygys Cb'0Ch =Cos
Coof ' = fTlocqeynet (fiir jede a, a' € Ag—{xo}, b, b’ € B,—{x,}). Fiir jede
Abbildung ¢ e K liegen beide Elemente x, (x)t in genau einer Menge A UA,,
B,uUB,, D,uD,. Wir sehen so leicht, daB} (X,, X,; K) eine Transformations-
kategorie ist, und daB es genau ein ¢ € K fiir jedes x € (X,uX,;) — (Do,uD,) gibt, so
daB das Element x ein Bild von dem Punkt x, bzw. x, ist.

Wenn D, =@ (und auch D, =) ist — das kann immer gewahrleistet sein, wenn
X, keine endliche Menge mit ungerader Anzahl der Elemente ist — dann ist
(X,, X;; K) eine Transformationskategorie mit einer prazisen Quelle {x,, x,}.

Fiir den Fall @# Do={d}, D,={(d)f} geben wir zu (X,, X;; K) ein weiteres
Objekt {x.} (x.€X,uX,) und Abbildungen c,: {x,}—=>Xo ((x.)ci=d), cuy:
{x:} > X1 ((x2)cwy =(A)f) zu. (Xo, X, {x2}; KU{l(,y, Ca» Cay}) ist jetzt eine
Transformationskategorie mit einer préazisen Quelle {x,, x1, x.}.

Dadurch ist bewiesen, da jede Bijektion f: X,— X, eine cayleysche Abbildung
ist.

IV. Die Menge X, hat wenigstens zwei Elemente, alle Urbilder von Elementen
aus X, sind endlich, gleichmichtig gro und haben wenigstens zwei Elemente. Im
Widerspruch mit dem zu beweisenden Satz werden wir annehmen, daB f in einer
cayleyschen Kategorie ({X,}. e~; K) (0,1 € N) mit einer prazisen Quelle {x,}, c~
liegt.

C(K) sei ihr Zentralisator. Wir bilden (nach dem Satz3) aus C(K) die
cayleysche Kategorie ({Y.}.~; K*), deren prazise Quelle wieder {x,}.cn~ ist.
Eine beliebige Abbildung 4 € C(K) fiihrt alle Punkte der Menge (x)f “T(xeX,)in
die Menge ((x)h)f " iiber. Fiir y € (x)f ' gilt ndmlich ((y)h)f = ((¥))h = (x)h.
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Man wihlt zwei verschiedene Punkte z, 2’ (z#2’) in der Menge (x,)f~'. Wegen
Satz 2 gibt es Abbildungen 4, h' € C(K), so daB (xo)h =z, (x,)h = (x0)f ; (xo)h' =
Z', (x))h'=(xo)f gelten, d.h. (x,)(hoh’) = (x)f)R' = ((xo)h")f = @) =x,,
(x))(hoh) = ((xo)h)f =x, - (hoh')|Y,€ K* und (hoh)|Y, € K* folgen aus Satz 3.
Da fiir 1y, € K* auch (x,)1y,=x, ist, (hoh')|Y, = (hoh)|Y,=1y,. Wir bemerken,
daB die Punkte x, (x)f in derselben Menge Y, liegen, d.h. (x,)f ‘< Y,, und die
Abbildungen hoh, hoh' so auf (x,)f " identisch sind. Die Abbildung 4 ist also auf
der Menge (x,)f " injektiv und bildet (x,)f ' in der Menge ((x,)Af ™' = ((xo)f)f !
ab.

Da alle Urbilder bei f eine gleiche endliche Anzahl der Elemente haben, mu8
h|(x)f~' eine Bijektion zwischen diesen Urbildern sein. Darum findet man
re(x,)f', so daB (r)h =x,€ ((xo)f)f ' gilt. Daraus bekommen wir r =(r)(hoh)
= (xo)h=2,r=(r)(hoh') = (xo)h' =z’', und das ist ein Widerspruchzuz # z'.

Der Satz ist so giiltig fiir alle moglichen Formen der Abbildung f.

Folgerung. Eine cayleysche Abbildung f: X,— X, ist Morphismus einer cayleys-
chen Kategorie mit zwei Objekten X,, X, genau im Fall, wenn f keine Bijektion
zwischen zwei endlichen Mengen mit einer ungeraden Anzahl von Elementen ist.

Wenn die cayleysche Abbildung f eine solche Bijektion zwischen Mengen mit
einer ungeraden Anzahl von Elementen ist, wird f erst in einer cayleyschen
Kategorie mit drei Objekten X,, X,, {x,} liegen.

Beweis. Wir haben im Beweis des vorgehenden Satzes gesehen, daB3 jede
cayleysche Abbildung f in der beschriebenen cayleyschen Kategorie lag. Es ist zu
beweisen, daB die Bijektion f: X,— X, zwischen endlichen Mengen mit einer
ungeraden Anzahl von Elementen in keiner cayleyschen Kategorie mit zwei
Objekten liegt. Setzen wir widerspriichlich voraus, daB eine solche Bijektion f in
irgendwelcher Kategorie (Xo, X,; K) mit einer prazisen Quelle {x,, x,} liegt.

In C(K) wird dann eine Abbildung 4 liegen, so daB (xo)h = (x,)f ', (x.)h = (xo)f
gelten. Dann ist (x,)(hoh) = ((xo)f)h = ((xo)h)f =Xy, (x0)(hoh) = ((x)f )k
= (((x)F T of D) '=x0, also hoh = 1,,x,.

Man nimmt (wegen Satz 3) die Mengen Y,, Y, der Bilder von Xxo, x,-k|Y,:
Y,— Y, hlY,: Y,> Y, Wir bezeichnen Z=Y,nX,, Z'=Y,nXo, g=h|Z:
Z—>2',9'=h|Z':Z'>Z. Jetzt gilt ZUZ'=X,, ZNZ'=0, gog' =1z, g'og =
1-.. Aber das ist ein Widerspruch, denn man kann keine Menge X, mit der
ungeraden Anzahl von Elementen auf zwei gleichméchtig groe Teile verteilen.

Bemerkung 1. Die cayleysche Représentation einer kleinen Kategorie (C, )
ist mit Hilfe von rechten inneren Translationen gebildet. Ebenso kénnen wir mit
Hilfe von linken inneren Translationen eine Transformationskategorie bilden.
Diese Transformationskategorie wird identisch mit der cayleyschen Reprisenta-
tion einer Kategorie, die dual zu (C, -) ist. Die Beschreibung der cayleyschen
Abbildungen charakterisiert alle inneren Translationen kleiner Kategorien.
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Bemerkung 2. Oft sprechen wir iiber eine Transformationskategorie, die
(wegen Satz 3) aus dem Zentralisator C(K) gebildet wird, wie iiber eine Zen-
tralisatorkategorie. Wir konnen die Zentralisatorkategorie auch aus dem Zen-
tralisator einer beliebigen Transformationskategorie ({X,,}m « »; K) bilden. Dabei
miissen wir das System {Y,},.~ wie ein System der Aquivalenzklassen der
Zusammenhangrelation R definieren. (R ist die kleinste Aquivalenzrelation, die
die folgende Implikation erfiillt: Ist (x)f=y fiir ein fe K, dann xRy.) Die
Zentralisatorkategorie hat z.B. folgende interessante Eigenschaften (siche [4]):

K*=K***

{ rechte innere Translationen }*

{Iinke innere Transla tionen} .
einer kleinen Kategorie (C, -) ’

der Kategorie (C, *)

eine gemeinsame Quelle von K und K* ist fiir beide Kategorien eine prizise
Quelle.

(Die Quelle einer Transformationskategorie wird wie eine prazise Quelle
definiert, aber wir verlangen nicht (Definition 3), daB f die einzige ist.)

Dem Doz Z. Hedrlin méchte ich fiir seine wertvollen Anregungen und
Ratschlige vielmals herzlichst danken.

LITERATUR

[1] GORALCIK, P.—HEDRLIN, Z.: O cueurax noayrpynn II, CiopbekTHBHbIE Npeo6pa30BaHus,
Mat. Cas., 18, 1968, 263—272.

[2] GORALCIK, P.: O casurax nonyrpynn I1I, [Ipeo6pa3oBanus ¢ yBeTHYHTENLHON M Pe06pa3oBa-
HHUA C HEMPaBWILHOM 4acThio, Mat. Cas., 18, 1968, 273—282.

. [3] HEDRLIN, Z—GORALCIK, P.: O casurax nonyrpynn I, [Tepuognyeckue W KBa3HIepHOTHYEC-
kue npeobpasosanys, Mat. Cas., 18, 1968, 161—176.

[4] KASTL, J.: Monoidy, kinetony, kategorie, (Diplomarbeit), unveroffentlicht.

[S] MAC LANE, S.: Kategorien, Springer-Verlag, Berlin—Heidelberg—New York, 1972.

Eingegandem am 19.°2. 1975 Katedra zdkladnich matematickych struktur
Matematicko-fyzikaini fakulty KU
Sokolovskd 83
186 00 Praha

BHYTPEHHUME COBUI' MAIJIBIX KA’I;EI‘OPI/II?l
Su Kactn
Pesiome
B cTaThe COCPEAOTOYEHO BHHMAHHE Ha MaJbIX KOHKPETHbIX KaTeropusx. IIpuBeneHo onMcaHue

BHYTPEHHETO CIBUTa MaJIOH KaTErOPHHM HCTIONb3YIOLIEE PE3YNbTaThl O BHyTPEHHHX CBUrax IoJjyrpyn,
sBefieHHbIe I1.Topanbunkom u 3.TegpauHoM.
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