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АЦИКЛИЧЕСКИЙ ХРОМАТИЧЕСКИЙ КЛАСС ГРАФА 

ИОСИФ ФИАМЧИК 

В статье мы рассматриваем только конечные неориентированные графы 
без петелъ и кратных ребер. Пусть Е - множество ребер графа Г. (Правиль
ной) раскраской ребер графа Г назовем такое разложение множества Е на 
непересекающиеся классы (называемые цветами), что ребра в каждом классе 
независимы, т.е. что смежные (инцидентные) ребра принадлежат различным 
классам (имеют различный цвет). Раскраску ребер назовем ациклической 
если ни одна пара цветов не порождает цикл. Наименьшее число цветов 
необходимое для ациклической раскраски ребер графа Г, назовем ацикличес
кий хроматический класс графа Г и обозначим через а (Г). 

Наш основный результат содержит следующая 

Теорема. Пусть к - максимальная степень вершины графа Г. Ациклический 
хроматический класс удовлетворяет неравенствам: 

(У) Если 1^А:^3, то а(Г)^2к - 1. 
(И) Если к =4, то а (Г) ^ 9. 

(Ш) Если к ^5, то а(Г)*^ к ( А : - 1 ) + 1 . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Любой граф с максимальной степенью вершины к 

можно уложить в регулярный граф степени к (см. [1, стр. 16]). Неравенства 
теоремы докажем в следующих трех частъях, причем в первой (второй) части 
будем рассматривать только регулярные графы степени 3 (4). 

Л ) Неравенство (/) докажем для регулярного графа Г степени 3 (оставша
яся часть очевидна). По известной теореме Визинга, четыре цвета достаточ
ны для правильной раскраски ребер графа Г (см. [6] или, например, [1], [3], 
[5], [7]). Поскольку Г имеет не менее шесть реберь, то ребра графа Г можно 
правильно раскрасить множеством цветом {1, 2, 3, 4, 5} =Х. Такой раскрас
кой мы можем создать множество циклов 5 ,̂ в котором ребра каждого цикла 
окрашены некоторой парой цветов: 12, 13, 14, 15, 23, 24, 25, 34, 35, 45. 

В дальнейшем мы увидим, что перекраской некоторых ребер графа Г 
(цветамы из X) можно исключить из У произвольный цикл таким образом, 
что не создаем новый цикл и не изменим правильность раскраски ребер графа 
Г. 

139 



Пусть С = х1х2х3х4х5...хп-2хп-1хпх1 - цикл, приведенный на рис.1, ребра 
которого ххх2, х2х3, ..., хпхх раскрашены в цвета 1 и 2. Ребро хгх2 имеет цвет 1. 
При исключении цикла С будем рассматривать два случая: 

Случай 1. Пусть ребра и = ххуи V =х2у2 окрашены в один цвет, например, 3. 
Цикл С будем исключать перекраской ребра е=х1х2 в свет 4 (5). Если 
каждым цветом создаем цикл, то в Г создаем большее три новых цикла: 

С1=х1х2у2у
1

2...у\у1х1; 

С2 = х1х2у2у\...у\у1х1\ 

Оз = X\Х2Х37.27.2.. .7.17.1ХпХ1. 

Pиc.l 

(В случае, когда несоздаем цикла, исключение закончено.) Так как ребро е 
можем перекрасить в один из цветов 4 и 5, достаточно рассмотреть случай, 
когда каждым цветом создаем не менее одного цикла. 

Пусть прекраской ребра е цветом 4 создаем циклы С,, С3 и цветом 5 цикл 
С2. Тогда с вершинами уг и у2 инцидентны ребра, раскрашенные в цвета 3, 4, 
5. Если ребро е перекрасить в цвет 5 и ребро и перекрасить в цвет 1, то 
исключим цикл С из 5̂  (раскраску оставшихся ребер Г не изменяем). Тем 
самым исключим циклы С, и С3. 

Случай 2. Пусть ребра и ИV окрашены в различный цвет. Пусть ребро и (у) 
окрашено в цвет 3 (4). На рис. 1 представлен случай, когда вершина ух =у2 (в 
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противоположном случае поступаем аналогично). В рассматриваемом случае 
ребро е можно перекрасить только в цвет 5. Такой перекраской мы можем 
создать цикл С3 (см. выше), ребра которого окрашены в цвета 5 и 2. Поменяв 
друг с другом цвета ребер пути С — ххх2 (цвет 1 в цвет 2 и обратно), мы можем 
создать или цикл С\ = х1х2х3121\... 1\7.\Хпхи ребра которого окрашены в цвета 
5 и 1, или цикл С1 = ХпХп-гХлХзЫг... г\ъ\Хп, ребра которого окрашены в цвета 
2 и 5. Если теперь ребро х2х3 перекрасить в цвет 3, то цикл С\, а значит и цикл 
С, исключим из У (с вершиной т.2 инциденты ребра, окрашенные в цвета 1, 2, 
5). Для исключения цикла С\ достаточно ребро х3г2 перекрасить в цвет 4. 
(Теперь с вершиной г2 инцидентны ребра, окрашенные в цвета 1, 2, 4). Тем 
самым цикл С полностью исключен из У. 

Так как множество У конечно, то посредством конечного числа шагов мы 
исключим из У всякий двухцветный цикл. 

Доказательство утверждения (У) завершено. 
В) Переходим к доказательству части (и) теоремы. По теореме Визинга 

можем ребра регулярного графа Г степени 4 правильно раскрасить множес
твом цветов X. Тогда в Г можем создать множество циклов У (см. выше). 
Циклы из У мы исключим лексикографическим образом. Во всяком цикле, 
ребра которого окрашены в два цвета 1а, а е {2, 3,4, 5}, по меншей мере одно 
произвольное ребро, окрашенное в цвет 1, перекрасим в новый цвет 

6 (раскраску оставшыхся ребер графа не изменяем). Аналогично, во всяком 
цикле, окрашенном в цвета 26, б е { 3 , 4, 5} ребро, окрашенное в цвет 2, 
перекрасим в новый цвет 7 ; во всяком цикле Зс, с е {4, 5} ребро, окрашенное 
в цвет 3, перекрасим в новый цвет 8 и во всяком цикле 45 ребро, окрашенное 
в цвет 4, перекрасим в новый цвет 9. После такой перекраски, очевидно, 
У = 0, но в графе Г мы можем создать новое множество циклов У*, в котором 
ребра всякого цикла окрашены одной из следующих пар цветов: \\, $, \еХ,), 
1е{6, 7, 8, 9}. 

Покажем, что множеством цветов {1, 2, ..., 8, 9} = У мы можем исключить 
любой цикл из У*. Прежде всего покажем, каким образом можно исключить 
из У* двухцветный цикл, ребра которого окрашены в цвета ц. Без потери 
общности предположим, что 1=1 и 1 = 7. 

Пусть С = х1х2х3х4...хп-1хпх1 - цикл, ребра которого окрашены в цвета 
1 и 7 - см. рис.2. (Ребра хххп, х2х3еС получили цвет 7 после исключения 
циклов С1=х1хпи1и2... ир-1ирх1; С2 = х2х^^2... V^-1V^x2, ребра которых были 
в У окрашенные некоторой парой цветов 26). 

Положим Е = {е1=х1ир, е2 = х1у1, е3 = х2у2, е4 = х2\)г) и рассмотрим следу
ющие случаи: 

а. Все ребра множества Е окрашены по-разному; 
Ь. Две пары ребер из Е окрашены по-разному; 
с. Два ребра из Е окрашены в один цвет. 
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Случай а. Пусть ребра из Е окрашены в различные цвета. Тогда 
с вершинами хх и х2 инцидентны ребра, окрашенные множеством цветов {1,7, 
се„ 1 = 1 , 2, 3, 4} = Уи где се, обозначает цвет ребра е{. Введем обозначение. 
Если Л, В конечные множества, то через А—В будем обозначать разность 
этих множеств, а через | Л | будем обозначать мощность множества Л, т.е. 
число его элементов. Предположим, что цвет а еУ— Ух отличен от цвета 
ребра хпт.х(\У — Ух\ = 3 ) . Если теперь перекрасим ребро е =ххх2 в цвет а, то 
исключим цикл С из :У*. 

Pиc.2 

Случай Ь. Здесь возможны два подслучая: 

1. сех = се4 и се2 = сеъ. Тогда с вершинами хх и х2 инцидентны ребра, 
окрашенные множеством цветов {1, 7, сех, се2} = У2. Любым цветом из 
множества У— У2 = % мы можем перекрасить ребро е. Если любым цветом 
создаем цикл (в противоположном случае исключение цикла С из 5^* завер
шено), то в Г можем создать не более семи новых циклов: 

Кх=ххх2у2у\...у\уххх\ 

К2 = ххх2у2у\...у\уххх\ 
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К3 = х1х2у2у
3

2...у
3

1у1Х1; 

К4 = ххХгОАз \. ..и1

рирх1; 

К5 = х1х^^2

г...и
2

рирх1; 

К6 = х1х2х3г2г\...г\т.1хпх1; 

К7 = х1х^яг-1..л2ь1х31211-.'1211Хпи1и2...ир-1ирх1щ 

Решающей при создании циклов Кь 1= 1, 2, ..., 7 является раскраска ребер 
множества Н= {уху\9 уху

2

и у^Уи ири
2

р9 ирир} и цвет ребра хпгх. Так как | ^ | = 5 , 
то достаточно рассмотреть случаи, когда: 

(1) одно ребро из множества Н окрашено цветом из множества У2, или 
(2) два ребра из Н окрашены в тот же самый цвет из множества ЭГ, или 
(3) ребра множества Н окрашены всеми цветами из Ж. 

(Во всех остальных случаях, когда ребра множества Н окрашены таким 
образом, что имеют место не менее два из приведенных трех типов раскраски 
(1), (2), (3), или полностью итсутствуют приведенные типы, то в множестве 2Е 
есть такой цвет, в который можно прекрасить ребро е). 

Покажем, как можно исключить цикл С из У* в случае (1). Если ребра хп1х 

и ирцр окрашены в различные цвета (в противоположном случае рассмотрим 
раскраску ребра ири

2

р) и если теперь ребро е перекрасим в цвет ребра ирмР, а 
ребро ех перекрасим в цвет 1 (из построения множества У* следует, что ребро 
ирмр_1 не окрашено в цвет 1), то исключим цикл С из У*. В случае раскраски 
(2) или (3) цикл С из У* исключим аналогично, 

2. сс1 = се3 и се2 = се4. В этом случае ребро е можно перекрасить в произ
вольный цвет из множества ЗГ, причем в графе Г можно создать не более пяти 
новых циклов: ж„ , , 

К[=х1х2у2у2...и;ирх1; 

К2=х1х2у2у\...и2

рирх1; 

К'3=Х1Х2Угу
1

г...у\у1Х1; 

К4=х1х^^2...у2у1х1 

и цикл К6 (приведенный выше) - см. рис. 3 (на котором изображена только 
отличительная часть от рис.2). В этом случае цикл С исключим из У* таким 
образом как выше. 

Случай с. Здесь рассмотрим три подслучая: 
1. сег = се4. Тогда с вершинами хг и х2 инцидентны ребра, окрашенные 

множеством цветов {1, 7, сеи се2, се3} = У3. Перекраской ребра е произволь
ным цветом из множества У — У3 = Т можем создать в графе Г не более 
четырех циклов К4, К5, К6, К7 - см. рис.2. Цикл С исключим из У* так, как 
показано в (1). 
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2. се2 = се3. Тогда с вершинами хх и х2 инциденты ребра, раскрашенные 
множеством цветов {1, 7, сеи се2, се4} = У4. В этом случае ребро е можно 
перекрасить произвольным цветом из множества У— У4, причем в графе Г 
можно создать самое большее четыре цикла Ки К2, К3, К6 - см. рис.2. Если 
теперь ребро е перекрасим в цвет ребра уху\ и ребро ххух перекрасим в цвет 1, 
то цикл С исключим из У*. 

Pиc.З 

3. сех = се3 (се2 = се4). Тогда с вершинами хх и х2 инцидентны ребра, 
окрашенные множеством цветов У4(У3) с мощностью 5. Перекраской ребра е 
любым цветом из множества У— У8 = 5,8 = 3 ,4 можем создать в графе Г не 
более трех циклов К[, К2, К6 (К3, К4, К6) - см. рис.3. Поскольку | 5 | = 4 , то 
очевидно, что в множестве 5 есть такой цвет, которым можно перекрасить 
ребро е; и посредством конечного числа шагов мы исключим из У* всякий 
двухцветный цикл \], \еХ, ]еР = {6, 7, 8, 9}. 

В случае, когда в 5^* создаем двухцветный цикл, ребра которого окрашены 
в цвета )\, ], \еР, то исключим его из У* аналогично, как цикл С. 

Доказательство части (и) закончено. 
С) Неравенство в части (т) теоремы докажем индукцией по числу/? ребер 

графа Г, который имеет максимальную степень вершины к>4. Пусть X -
множество цветов с мощностью |Х| = к(к — 1). Для любого графа Г с р^ 
\Х\ + 1 ребрами результат очевиден. 

Рассмотрим граф Г с р ^ |Х| + 2 ребрами и предположим, что для графа Ги 

образованного из Г удалением любого ребра е =ху, имеет место неравенство 
(ш). Если добавим ребро е в граф Ги т.е. если создаем граф Г = Гх + е, то 
ребро е можно окрасить в новый цвет с ё X (число ребер, инцидентных 
с вершиной х(у) в Ги не более чем |Х|). 
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Утверждение (ш) доказано. 
Так как все возможные случаи разобраны, доказательство теоремы завер

шено. 
Замечания. 1. Оценка (У) теоремы для к = 3 точна, она выполнена на 

полном 4-графе (графе тетраэдра). 
2. Гипотеза. а(Г)^к + 2 для любого графа Г с к2*4. 
3. Если наша гипотеза для к =4 верна, то верхняя оценка выполнена на 

графе регулярного восьмигранника (графе октаэдра). 
4. Грюнбаум в работе [4] рассматривает ациклическую раскраску вершин 

графа. В [4] на стр.391 высказана гипотеза, что пятью цветами можно 
раскрасить вершины планарного графа таким образом, что любая смежная 
пара вершин окрашена в различные цвета, причем никакая пара цветов не 
порождает цикл. 

Наша теорема характеризует один класс графов (не обязательно планар-
ных), для которого гипотеза Грюнбаума верна. 

Пусть граф Г имеет максимальную степень вершины к ^ 4 и пусть далее ни 
один из семи графов Ср, р = 1, 2, 3, 4, 5, 7, 8, приведенных в [5] на стр.96 (или, 
например, в [3] на стр.406, или графов Нр в [1] на стр.189), не является 
порожденным подграфом графа Г. Тогда пять цветов достаточно для ацикли
ческой раскраски вершин графа Г. 

Доказательство. Если ни один из графов Ср не является порожденным 
подграфом графа Г (поскольку Г имеет к ^ 4 , то графы С6 и С9, приведенные 
в [5] на стр.96, не могут быть порожденными подграфами графа Г), то 
существует такой граф Н, которого реберный граф ̂ (Н) изоморфен графу Г 
(см. [2] или, например, [1], [3], [5]). Из оценки (У) теоремы следует, что 
д(Н)^5 (максимальная степень вершины в Н есть ^3 ) . Ациклическая 
раскраска ребер графа Н порождает ациклическую раскраску вершин графа 
Г. 

Доказательство закончено. 
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