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DIE SCHWERPUNKTE DER DREIECKE
IN EINIGEN ENDLICHEN QUASIGRUPPEN

JAN GATIAL

In dieser Arbeit werden wir uns mit dem Studium des Quasischwerpunktes eines
Dreiecks in einigen endlichen A-Strukturen befassen.

Definition 1. Eine idempotente, mediale und kommutative Quasigruppe werden
wir A-Struktur nennen.

In [2] haben wir den Begriff des affinen Raumes zu einer A-Struktur verall-
gemeinert.

Definition 2. Die Elemente der Menge Q° = Q X Q X Q nennen wir Dreicke. a,
b, c heissen Eckpunkte des Dreiecks (a, b, c).

Definition 3. Sei (a, b, c)e Q>. Jedes Element t € Q, fiir welches (ta)(bc)=t
gilt, nennen wir einen Quasischwerpunkt des Dreiecks (a, b, c¢). Ein Dreieck,
welches gerade einen Quasischwerpunkt hat, bezeichnen wir als Schwerdreieck
und seinen Quasischwerpunkt dann als Schwerpunkt. (Siehe [3]).

Beispiel 1. Sei p eine ungerade natiirliche Zahl und (Z,, +) eine abelsche
Gruppe der Restklassen modulo p. Dann kann man durch zwei eindeutig di-
vidieren, und das Grupoid (Z,, -) mit der Verkniipfungvorschrift:

Z,xZ,~Z,, (y)-"3t
ist eine A-Struktur.

Betrachten wir jetzt Dreiecke und ihre Quasischwerpunkte in endlichen Quasig-
ruppen aus dem Beispiel 1; te€Z, sei der Quasischwerpunkt des Dreiecks
(a, b, c)e Z}, dann gilt nach Definition 3

t——l- (t+a+b+c>
2\ 2 2 )
a+b+c=3t.

169



Umgekehrt, wenn die letzte Gleichheit erfiillt ist, dann ist es leicht zu beweisen,
dass ¢ der Quasischwerpunkt des Dreiecks (a, b, c) ist.

Beispiel 2. In Z; ist jedes Dreieck ein Schwerdreieck, weil die Gleichung a = 3¢
(wo a gegeben und ¢ unbekannt ist) immer genau eine Losung hat. In Z, hat das
Dreieck (3, 4, 7) keinen Quasischwerpunkt, weil die Gleichung

14=3¢t

hier unlosbar ist. Umgekehrt, das Dreieck (1, 2, 3) in Z, hat drei verschiedene

Quasischwerpunkte, und zwar: ¢, =2, t,=5, t; = 8. Diese Punkte bilden sogar eine
Unterstruktur der A-Struktur Z,, weil

L+t
2

=tk

fir jede Permutation (i, j, k) des Dreitupels (1, 2, 3) gilt. Die angegebene
Unterstruktur ist mit der A-Struktur Z, isomorph.
Dieses Beispiel zeigt, dass es bei dem Studium der Schwerpunkte in der

A-Struktur Z, sehr wichtig ist, ob man p durch die Zahl drei dividieren kann oder
nicht.

Satz 1. Sei (a, b, ¢) ein Dreieck in der A-Struktur Z, (p =3 ungerade), dann
gilt:
I. Wenn p#0 mod 3, dann ist das Dreieck (a, b, ¢) ein Schwerdreieck.
II. Wenn p=0mod 3 und a + b + ¢ =0 mod 3, dann hat das Dreieck (a. b, c)
genau drei Quasischwerpunkte.
I11. Wenn p =0 mod 3 und a + b + c#0 mod 3, dann hat das Dreieck (a, b, c)
keinen Quasischwerpunkt.
Beweis. Wenn b € Z,, dann hat die Gleichung b =3x in Z,
I. genau eine Losung fiir p#=0 mod 3,
II. genau drei Losungen fiir p=0 mod 3, und b =0 mod 3,
III. keine Losung fir p =0 mod 3, und 5# 0 mod 3.

Folgerung. Das Dreieck (0, 1, 2) hat in Z, genau drei Quasischwerpunkte,
deshalb ist die A-Struktur der Quasischwerpunkte dieses Dreiecks das ganze Z,.
Beniitzen wir jetzt das Cartesische Produkt auf die in der Folgerung angegebene

Situation. Wir definieren die A-Struktur Z; X Z; ,,durch die Koordinaten‘* mittels
der Vorschrift

X, +x 1+
(x“ Y1)'(x2, y2)= (—% s )’—2)’_2) .

Jeder Punkt der A-Struktur Z; X Z, ist ein Quasischwerpunkt des Dreiecks ((0, 1),
(1, 2), (2, 0)), daher hat das angegebene Dreieck genau 9 Quasischwerpunkte.
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Aus der letzen Betrachtung ergibt sich folgende Behauptung:

Es existieren zwei nicht isomorphe A-Strukturen von derselben Michtigkeit,
und zwar Z, und Z, X Z,.

Eine direkte Verallgemeinerung des letzten Resultates ist der folgende

Satz 2. Sei (Q, -) ein Cartesisches Produkt der A-Strukturen Z,,,, Z,,, ..., Z,_;

n=2und p,, p,, ..., p. alle ungeraden und sei p, =3 fiir jedesi=1,2, 3, ..., n. Die
Verkniipfung - auf Q sei mittels der Vorschrift

((xh x27 ey xn)’ (Yl, y27 eeey yn))H

Xty x,ty, xn+yn>
"’( 2 > 2 T2

gegeben. Dann gilt:

1. Wenn p,¥0 mod 3, i=1, 2, ..., n, dann ist jedes Dreieck in (Q, -) ein
Schwerdreieck.

2. Wenn m die Anzahl derjenigen Zahlen p; (i=1, 2, ..., n) bezeichnet, fiir die
p;=0 mod 3 ist, dann hat jedes Dreieck in (Q, -) entweder genau 3™ Quasis-
chwerpunkte oder keinen Quasischwerpunkt.

Beweis. Der erste Fall ist nach dem Satz 1 evident. In dem zweiten Fall hat
entweder jedes betrachtete Dreieck ,,die Koordinate des Quasischwerpunktes* in
jedem Bestandteile oder es gibt einen Bestandteil, in dem keine ,,Koordinate des
Quasischwerpunktes‘‘ existiert. Nach dem oben Gesagten entspricht dem zweiten
Fall kein Quasischwerpunkt.

Folgerung. Fiir jede natiirliche Zahl m gibt es eine A-Struktur (Q, *) und ein
Dreieck (a, b, c) e Q so, dass die Anzahl der Quasischwerpunkte von (a, b, c)
genau 3™ ist.
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HEHTPBI TAXECTH B HEKOTOPBIX KOHEYHbBIX KBA3UTI'PYIIAX
SAunTatunan
Pestome
CraTbb SBIS€TCA NPOROAXeHHeM paboT [2] u [3]. B Helt uccneayroTcs UEHTPH TAXKECTH TPEYroONb-
HUKOB B HEKOTOPBIX KOHEYHbIX A-CTPYKTypax. CaMbIM IJIaBHbIM BBIBOJIOM CTaThH ABJIAETCA CIEAYIOLI-

ee: AN KaX[IOro HaTypaJbHOro 4ucia m cymecTByeT A-ctpyktypa (Q, -) u Tpeyronbhuk (a, b,
c) € Q, YMCNO KBA3HIIEHTOB TSXKECTH KOTOPOrO PaBHO MMEHHO 3™.
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