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Math. Slovaca 29,1979, No. 4,411—424 

ЭНТРОПИЯ НА АЛГЕБРАИЧЕСКИХ СТРУКТУРАХ 

ОТОКАР ГРОШЕК 

Методы, применимые в сегодня уже «классической» теории информации 
были в первую очередь естественным образом продолжены в работах Кол­
могорова и Синая. (Обзор дан например в книгах [1], [11].) Позже была 
опубликована статья трех американских математиков [7], где была введена 
топологическая энтропия. Риечан в статье [10] изучал некоторые общие 
свойства топологической энтропии и энтропии Колмогорова—Синая. Ввел 
общую схему, частичным случаем которой являются эти энтропии. 

В настоящей работе исходим из этой общей схемы. При этом стоят в центре 
внимания алгебраические аспекты, которым не было до сих пор посвящено 
надлежащее внимание. 

1. Введение 

Напомним некоторые основные алгебраические понятия и свойства. 
Частично упорядоченное множество 5 называется верхней полуструкту­

рой, если каждое двухэлементное подмножество {а,Ь} множества 5 имеет 
объединение в 5 ; в этом случае а^Ь эквивалентно равенству аVЪ=Ъ ([3], 
стр. 44). 

В верхней полуструктуре справедливо: Если х^уии^у, то XVи^уVV. 
Пусть 5 ь 5 2 — две верхние полуструктуры, а /* - гомоморфизм, /: 51—>82. 

Тогда не трудно показать, что / сохраняет упорядочение. Справедливо 
следующее утверждение: Если х^у, т.е. у =xVу, тогда /(у) = /(xVу) = 
= ^^(x)V^:(у). Значит, /(дс)^/(у), что и требовалось доказать. 

Полуструктура 5 называется полугруппой Кронекера, если выполняется: 
х V у = 0 для всех х Ф у. 

Буквой 2 будем обозначать множество целых чисел, а кардинальное число 
множества М будем обозначать через | М | . 

Определение 1. Пусть 5 — верхняя полуструктура и Т — эндоморфизм на 5. 
Энтропия - это функция Н: 5 —> (0, <» ) обладающая следующими свойствами: 
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а) Если х ^у, то Н(х)^Н(у); 
б) Н(Тх)^Н(х); 
в) Н(^СVТ^СV...VТп^с)^Н(^СVТ^СV...VТ/^с) + Н(Т/+1^СV...VТл^с) 

для всех х е 8, п >О и /, О^/ ^ и — 1. 
П р и м е ч а н и е 1. Ясно, что энтропия Н зависит от 5 и Т и для произволь­

ных 5 и Т всегда существует по крайней мере одна энтропия, а именно: 

Н = СОП81. 
П р и м е ч а н и е 2. Свойство в) из определения 1 слабее чем, свойство 
в') Н 0 ^ у ) ^ Н 0 с ) + Н(у), 

потому что из в) не вытекает в'). Чтобы показать это, достаточно положить 
8 = {х, у, XVу}, пусть Т - тождественный автоморфизм и выполняется 
Н(х) = 2, Н(у) = 3, Н(xVу) = 6. Тогда Н - энтропия, но Н(xVу) > Н(х) + 
+ Щу). 

В дальнейшем положим Н(xVТxV...УГ" 1х) = Нп(х). 

Определение 2. Упорядоченая пара (8, Т) называется базисом энтропии Н, 
если 8 — верхняя полуструктура, Т — эндоморфизм, определеный на 8, а 
Н — энтропия. 

Определение 3. Пусть (8, Т) - базис энтропии Н. Ь - энтропией (=пре­
дельной энтропией) элемента х е 8 называется функция Н, определенная 
равенством: 

Н(х) = \\т п~1Нп(х) 
п—»°° 

для всех х е 8. 
П р и м е ч а н и е 3. Доказательство существования предела смотри, напри­

мер, в [7], [10]. 

Лемма 1. 

/.(*) =/i (Vr'*) 
V ; - 0 ' 

для всех натуральных чисел к. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно определению 3 можно писать: 

Н(х) = \\т (п+к-1)~1Нп+к-г(х) = \\т (п + к-1)'1-
П—*оо п—юо 

^Н[(XVТXV...VТкx)VТ(XVТXV...VТкx)V...VТп~1(XVТXV...VТкx)]. 

Это равенство верно ввиду того, что все элементы 5 - идемпотенты и Т 
эндоморфизм. Если положим и = х V Тх V... V Ткх, получим 

И(х) = \\т (п+к-1)~1Нп(и) = \\т п(п + к-1)~1\\т п~1Нп(и) = И(и). 
Л—*оо п—*°° П—*°о 
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Теорема 1. ^ - энтропия является энтропией в смысле определения 1. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . 1) Если мы применим последовательно изотонность 

эндоморфизма Т, Получим для х^у отношение 

УТх^уТу. 
1=0 1=0 

Теперь достаточно применить монотонность энтропии Н и определение 3. 
2) Докажем, что для всех д :е5 выполняется Н(х) = Н(Тх). Из свойств 

функции Н вытекает, что Нп+\(х) ^ Н(х) + Нп(Тх), т.е. Н(х)^Н(Тх). С 
другой стороны, из монотонности Н вытекает, что Нп(Тх) ^ Нп+\(х), т.е. 
Н(Тх) = Н(х). Следовательно, Н(х) = Н(Тх). 

3) Свойство в) из определения 1 просто и вытекает из леммы 1. 

Следовательно, базис энтропии Н является тоже базисом соответствующей 
^ - энтропии. ^ - энтропия к, это специальный выбор энтропии, принад­
лежащей базису (5, Т). Кроме того, ^ - энтропия, принадлежащая к данной ^ 
- энтропии, является функцией тождественно равной нулю, что непосред­
ственно вытекает из леммы 1. 

П р и м е ч а н и е 4. Если полуструктура 5 имеет нуль, конечное число 
элементов или если Т - тождественное отображение, то Н(х) = 0 для всех 

Ввиду примечания 1 возможно к базису (5, Т) энтропии Н определить еще 

одну энтропию. 

Определение 4. Энтропия эндоморфизма Тпри определенном базисе (8, Т) 
— это число (может быть тоже °°) 

/1г = $ир Н(х). 

r»*\ П р и м е ч а н и е 5. Если (5, Т) - базис энтропии Н, то для к >О (5, Т ) уже 
не должна быть базисом энтропии Н и наоборот, как показывают следующие 
примеры. 

П р и м е р 1. Пусть 5 и Н имеют то самое значение, как в примечании 2: 
5 = {х, у, XVу}, Н(х) = 2, Н(у) = 3 и Н(х Vу) = 6. Определим эндоморфизм Т 
равенствами: Тх = у, Ту =х и Т(х Vу) = XVу. Тогда (5, Т 2) — базис энтропии 
Н, но (5, Т) не является базисом ввиду того, что 

6 = Н(xVТx)>Н(x) + Н(Тx) = 5. 

П р и м е р 2. В этом примере быдет (5, Т) базисом энтропии Н, в то время 
как (5, Т2) не будет. Пусть 5 — свободная полуструктура над множеством 
X = {хг; I е2}. Пусть Т-сдвиг, т.е. если и =x^VX^V..^хк,то Ти =х1+1 Vx^+1 V 
V...V хк+1, а функция Н определена следующим образом: Н(и) = 2,5 для 
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иеС = {х^Х1+2;1е2,} и Я ( м ) = | | н | | для иеЗ — С, 

где || гг || — длина слова иеЗ. Покажем, что (5, Т) — базис энтропии Я . 
Функция Я, очевидно, сохраняет упорядочение, так как и^V влечет за 

собой ||г/1| ^ ||г>|. 
Так как сдвиг сохраняет «расстояния» между индексами, то Н(Ти) = Н(и) 

для всех и еЗ. 

Остается показать, что Я полуаддитивная функция относительно операции 
„V44. 1) Если V ё С, то 

УТ^ёО 
1=0 

для произвольного п. Кроме того, ||г# Vг̂  || ^ | |и | | + | | И | и> следовательно, 
(используя Н(Ти) = Н(и)) Нп&) ^ Н,(ь) + НяЧ(у) для \Щ^п. 

2) Если V еС, то Я„(г;) = п + 2 для л > 1 и 

гЯ1(г;) + Я 1 (и) = 5 для п=2; 
Я „ ( г ; ) ^ | я 1 ( г ; ) + Яп-1(г;) = 2,5 + .п + 2 для п > 2 ; 

IЯу(лг) + Я„_у(г;) = / + 2 + П - / + 2 для К / < п - 1. 

Следовательно, (5, Т) — базис энтропии Я, но (5, Т ) не является базисом 
для Я. Дело в том, что Н(x^VТ2x^) = 2,5>Я(*,) + Н(Т2х() = 2. Так как 
отображение Т «линейно» увеличивает индексы, то выполняется 

Н(и) = Ит л ^ Д , ^ ) = 1 = /г*. 

(Доказательство этого равенства смотри в примере 6.) 
П р и м е ч а н и е 6. Если бы мы рассмотривали в примере 2 вместо множества 

С множество Ск = {х>^х1+к ; / е 2 } , то (5, Т)— базис, а (5 , Т ) не является 
базисом энтропии. 

Теорема 2. Пусть к — натуральное число и пусть (3, Т) и (3, Т ) — базисы 

энтропии Я . Тогда справедливо равенство: к** = к• М*. 

Д о к а з а т е л ь с т в о смотри, например в [7], [10]. 
П р и м е р 3. Если в примере 2 «выгладим» функцию Я, т.е. определим 

Н'(и)= | |« | | для всех и еЗ,то (3, Т) и (3, Т ) будут базисами энтропии Я ' и, 
следовательно, Ъ*~к = к• к%, 1г* = 1. 

2. Теоремы для вычисления энтропии эндоморфизма 

В энтропии Колмогорова-Синая существуют специальные разбиения, ко­
торые достаточно применить, чтобы вычислить соответствующую энтропию 
метрического автоморфизма. Следуя эту идею, Риечан определил в [10] 
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некоторое подмножество О полуструктуры 5. (Определение 5.) В теореме 
3 покажем, что О - полугруппа Кронекера. В определении 6 определим 
некоторое подмножество полуструктуры 5, которое можно использовать для 
вычисления энтропии эндоморфизма. 

Определение 5. Пусть (8, Т) - базис некоторой энтропии и О <=5. Будем 
говорить, что О - характеристическое множество для базиса (8, Т), если 
выполнены следующие условия: 

О Если 0е8, то ОеО; 
И) Для всякого х е 8, хФО, существует у е О, у Ф 0, и число к так, что 

«=0 

Ш) О - это наименьшее подмножество 8 со свойствами У) соотв. И) в том 
смысле, что не существует С ФОсо свойствами У) и И). 

Теорема 3. Пусть О - характеристическое множество для базиса (8, Т). 
Тогда выполнено одно из следующих условий: 

а) О = {у}, т.е. О имеет только один элемент; 
б) О содержит 0 и О - полугруппа Кронекера. 
Доказательство. Предположим, что О - характеристическое множество 

для (5, Т), и пусть у\Фу2\ уь у2еО. Тогда у\ и у2 несравнимые элементы. 
Действительно, если у\<у2, то у\ можно исключить и, следовательно, О не 
удовлетворяет условию 111) определения 5. Это противоречит предположению 
теоремы. 

Рассмотрим элемент х =у\\/у2е8. Покажем, что х = 0 . Если бы хФО, то 
существовало бы такое у*еО, у*Ф0, что 

к 
УГу*^у\чу2^у\, 
1=0 

(соотв. =у2). Очевидно, элемент у* не сравним ни с ух, ни с у2. Следователь­
но, из этих неравенств мы получаем: 

Значит, 

T l\/ry*) = Ty,, V Ty i= Tyu 
\ i = 0 / i + 1 

y * v V Ty* = V Fy* -= Tyu 

\jry*^Ty\, \/ry* = T2y\, ..., \Jry* = Tmy\. 
i = 0 i = 0 i = 0 

415 



Если мы теперь перемножим левые и правые стороны последних неравенств, 
то мы получим: 

(1) "\7Гу*Ш\/Гу, 
1=0 1=0 

для всех т = 1, 2, ... Так как у* е О, у*^=0, то О не является минимальным, 
а это противоречие. 

Значение характеристического множества в следующем: 

Теорема 4. Пусть О — характеристическое множество для (5, Т). Тогда 

Н$ = тахИ(у). 
У е О 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим два случая (ввиду теоремы 3). Если О е О , 

то ввиду примечания 4 Н(х) = 0 для всех хе8. Следовательно, Н%=0. Если 

О ё О , то О = {у}. Согласно лемме 1 

Л(у) = А ( У Г у ) 
1=0 ' 

и по определению 5 для всех х е 8 существует к так, что 

хШУТ'у. 
1=0 

Следовательно, 

Н(х)^Н [УГу)=Н(у), И$ = <>ирИ(х) = И(у). 
1=0 ' х е 5 

П р и м е ч а н и е 7. Пусть У - система всех подполуструктур полуструктуры 
5. Определим отображение г: О—*У* следующим образом: 

а) Если у е О, у Ф 0, то 

rO=Jx;VT';v--JC, * e s ) ; 

б) Если 0 е 5 , то г(0)={0} . 
Это отображение индуцирует на 5 топологию. Этой топологии посвящена 

работа [2]. 

Определение 6. Пусть С — подмножество коммутативной полугруппы 5. 
Множество С называется почти идеалом в 8, если выполнено следующее 
условие: Для всякого 5 е8 существует д еС, что зд еС. 

П р и м е ч а н и е 8. В дальнейшем 5 обозначает верхнюю полуструктуру. 

Почти идеалом будет посвящена работа [9]. 
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Теорема 5. Пусть (5, Т) — базис некоторой энтропии Н и С - почти идеал 
в верхней полуструктуре 8. Тогда 

к$ = $ир к(д). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Имеет место: 

8ир к(д)Ш$ир к(х) = к$. 
ЯеС х€5 

С другой стороны, для всякого хе5 существует д'еС, что XVд' = д еС 
Следовательно,/1(0) = к(xVд') ^, к(х), 

$ир к(д)^ъщ> к(х) = к%, 

что и требовалось показать. 
Следствие 1. Пусть {дс,},°=1 - последовательность элементов 5 и пусть для 

всякого и еЗ существует п так, что х„=и. Тогда 

/1г=Иш Н(хп). 
л - • » 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно положить С = {х<; / = 1, 2, ...}. 

Следствие 2. Пусть О = {у } и 

С = \\/Гу; * = 0 , 1 , 2 , . . . ] . 
I 1=0 ' 

Тогда 

\\тк (\/Гу) = \\т к(у) = к(у) = кЬ 
*—°° Ч,=о / *—°° 

Последовательность из следствия 1 в работе [7] называется "гегшт^". 
В примере 2, очевидно, не существует характеристическое множество для 

базиса энтропии. Никакое одноэлементное подмножество не удовлетворяет 
условиям 1)—111) из определения 5 и, кроме того, 0 ё 5 . 

В примере 1 для базиса (8,Т ) выполняется 5 = О-
В следующем тривиальном примере О будет одноэлементным множеством. 
П р и м е р 4. Пусть 5 — полуструктура натуральных чисел с операцией аVЬ 

= т а х { а , Ь } , отображение Т определим равенством Та=а + \ и пусть 
ЭНТрОПИЯ Н = СОП81. 

к 

Так как \/Га = а + к,то О = {д}, где д -любой элемент полуструктуры 5. 
1 = 0 

3. Изоморфизм базисов энтропии 

В этом параграфе объясним, при каких условиях два базиса энтропии 
изоморфны. Кроме того, покажем, что энтропия отображения, вообще гово-
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ря, не является полным инвариантом для базиса энтропии в следующем 
смысле: Если (5, ТО и (5, Т2) — два базиса энтропии Н и, кроме того, 
И^х = к%, то они не должны быть изоморфны (Определение 7.). 

Определение 7. Пусть ( 5 Ь Тг), (82, Т2) -два базиса некоторых энтропии Н, 
соотв. Н'. Говорят, что ( 5 Ь Т1) можно погрузить в (52, Т2), если существует 
гомоморфизм /: 51—>Б2 так, что для всякого х е$1 выполняется: 

а) ПТ,х) = Т2Г(х); 

б) Н'(/(х)) = Щх). 
Если / — изоморфизм, говорят что базисы изоморфны. 

Теорема 6. Пусть ( 5 Ь ТО можно погрузить в (82, Т2). Тогда выполняется: 
а) Н(х) = И'(/(х)); 
б) Н%^Н%; 
б) Если / - изоморфизм, то Н\Х = Н%2. 

Д о к а з а т е л ь с т в о этой теоремы является следствием определения 7. 
(Смотри тоже [10].) 

Теорема 7. Пусть / - изоморфизм базисов ( 5 Ь Тг) и (82, Т2). Кроме того, 
пусть О1 - характеристическое множество для (8и Т1). Тогда / ( О 0 = О2 -
характеристическое множество для (82, Т2). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Требуется доказать во-первых, что 0 2 удовлетворяет 
свойствам 0 и и) определения 5. Выберем ^ еОгих е г (я) (Смотри прим. 7.). 
Из неравенства 

УТ\яШх 
1=0 

вытекает: 

f(\/Tl

1q)=\/Ti

2f(q)^f(x). 
\^,=0 / i = 0 

Теперь докажем, что множество Ог удовлетворяет свойству 111). Приведем 
доказательство от противного.Пусть множество Ог = {(0\) — {1&)} удовле­
творяет условиям 0 и и) характеристического множества. Согласно первой 
части доказательства множество / _ 1 (Ог) удовлетворяет первым двум свой­
ствам характеристического множества. Кроме того, ^ё^^~1(^2) и О ц з 
=>/ (О2), а это противоречит минимальности множества О ь 

Теорема 8. Пусть О и О' — два характеристических множества для базиса 
(8,Т). Тогда | 0 | = | 0 ' | . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим два случая. 1) Пусть О = {у} и | С | > | 0 | . 
Согласно теореме 3 О е О ' (соотв. 0 е 5 ) , а это и противоречит предположе­
нию 0 = {у}. 2) Пусть теперь | 0 ' | > | 0 | > 1 . Тогда существуют элементы 
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у еО и р\, р2еО' так что у ет(рх) п т(р2). Согласно определению характе­
ристического множества существуют числа к\, к2 так, что выполняется: 

^ГР1Шу, \?Гу^р2. 
1=0 1=0 

Точно так же, как в доказательстве теоремы 3 

кг+к2 к 

V Гр^ГуЪрг, 
1=0 1=0 

т.е. р2ет(р\). Последнее противоречит минимальности множества С 

Следствие. Если базисы (8\,Т\) и (82, Т2) изоморфны, то справедливо 
равенство \0\\ = \02\. 

Д о к а з а т е л ь с т в о вытекает из теорем 7 и 8. 
П р и м е р 5. Пусть 51 = {1, 0}, Т - тождественное отображение и Я ' = соп$1. 

Пусть, далее, (5, Т) — базис энтропии Н = соп$1 из примера 4. Тогда можно 
базис (5, Т) при помощи гомоморфизма / ( а ) = 1 для всех ае8 погрузить 
в базис ( 5 Ь Т\). Кроме того, у ( 5 Ь Т\) существует характеристическое мно­
жество 0\ = 8\, а для (5, Т) характеристическое множество не существует. 

Вопрос, при каких условиях из равенства \0\\ = |<Э2| вытекает изоморфизм 
базисов является открытым. 

В примере 6 определим один специальный базис энтропии. Он будет 
изоморфный базису из примера 3, а это нам позволит вычислить соответству­
ющие Ь -энтропии. 

П р и м е р 6. Обозначим 51 полуструктуру всех конечных подмножеств 
множества 2, с операцией А у В = А иВ. Обозначим д функцию д (а) = а — 1, 
а е 2 и определим Т\А =д~1(А). Не трудно показать, что ( 5 Ь Т\) - базис 
энтропии Н: Н(А)=\А\, Ае8\. Для соответствующей Ь-ентропии выпо­
лняется : 

й(А) = Птп~1'\АиТ1Аи...иТп\~1А\^Пт^^=1, 

где IV наибольшее натуральное число по абсолютной величине, принадлежа­
щее А. С другой стороны, для аеА справедливо {а}^А и выполняется 
й(А)^й({а}) = 1. Следовательно, для всякого А е8\ й(А)=1, Л$. = 1. 

Покажем, что базис (5, Т) ентропии Н' из примера 3 изоморфен базису 
( 5 Ь Т1) энтропии Н. Определим отображение /: 5-»51 следующим образом: 
/(*.) = ( 0 , А" V*) = /(и)и/(*,). 

Отображение /, очевидно, изоморфизм (Сравни тоже с [3], стр. 174.), для 
которого справедливо утверждение: Если и = х1г V *,2 V... V х1к ,1\<п <... /*, то 
/(Ти) = /(х ( 1 +^х1 2 +1 У . . . У х1к+1) = {Л + 1,1 2 +1, ..., 1к + 1} и Т\/(и) = Т\{п, /2, 
. . . , ' * } = Я~1{1и12, ..., I*} = {11 + 1 , 1 2 + 1 , ..., 1к + 1};Н(/(и)) = Й({ги *2, ..., 
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1к}) = к и Н'(и) = \\и\\ = к. Следовательно, базисы ( 5 Ь Тг) и (5, Т) изоморф­
ны. Ввиду теоремы 6 имеет место: И$г = к$= 1. 

4. Условная энтропия 

Пусть 5 - верхняя полуструктура и 5^ - система всех подполуструктур 
полуструктуры 5. На 5^ определим операцию умножения комплексов. Если 
О и соответственно С2 - две подполуструктуры, определим упорядочение на 
Э>: С\^С2 о С^С2 = С2. Если теперь определим на 5 х У умножение: 
(х\, С\) V (х2, С2) = (х^х2, С^02), вновь получим верхнюю полуструктуру. 

Определение 8. Пусть (5, Т) - базис энтропии Н. Функция Н, определенная 
на 8х& равенством Н[(х, С)] = М {Н(xVд) — Н(д); деО}, называется 
условной энтропией элемента х относительно полуструктуры С 

П р и м е ч а н и е 9. Пусть О = {д}. Тогда Н[(х, С)] = Н(xVд) — Н(д). Сог­
ласно принятому обозначению в теории информации будем в этом случае 
употреблять обозначение: Н[(х, С)] = Н(х/д). 

П р и м е ч а н и е 10. Функция Н не является энтропией в смысле 
определения 1. (Н не является монотонной относительно упорядочения на 
5 х У . ) Все-таки понятие условной энтропии будет полезно для вычисления 
Ь -энтропии. 

Ввиду теоремы 3, если О - характеристическое множество для базиса 
(5, Т), возможно вычислить Н[(х, О)]. Имеет место: Н[(х, О)] = 0, если 
0еО;Й[(х, О)] = Н(x/^), если О = {^}. 

5. Энтропия в узком смысле слова 

Если мы хотим доказать дальнейшие свойства Ь-энтропии (аналогичные 
теории информации) мы должны пользоваться более специальными свой­
ствами функции Н. 

Определение 9. Пусть 81 - верхняя полуструктура с единицей 
и Т - эндоморфизм, определенный на 81. Энтропия в узком смысле слова 
— это функция Н: 8 —> (0, °°)у для которой выполнены следующие условия: 

а) Н(xVу)-Н(у)^Н(xVг)-Н(^) для т.^у \ 
б) Н(Тх) = Н(х) для всех х е8х. 

Лемма 2. Если (81, Т) — базис энтропии в узком смысле слова Н, то 
функция Н - ентропия в смысле определения 1. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно, достаточно доказать, что Н удовлетворяет 
условиям а) и в) из определения 1. Докажем а). Пусть хе8х и г=У=\х. 
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Применяя упорядочение на 5 1 , можно условие пункта а) определения 
9 переписать так: Н(х)-Н(у) ^ Н(х) — Н(г). Следовательно, Н(т.)=\Н(у) 
для т. ^у. 

Докажем в). Если г = 1, то можно условие пункта б) определения 
9 переписать так: Н(хчу)-Н(у) ^ Н(х)-Н(1) ^ Н(х), т.е. Н(х^у) ^ 
Н(х) + Н(у). Последнее неравенство сильнее, чем требует пункт в) определе­
ния 1. 

П р и м е ч а н и е 11. Ввиду леммы 2 — энтропия в узком смысле слова 
является энтропией в смысле определения 1. Следовательно, выполняются 
все утверждения предыдущих пунктов. В терминологии пункта 4 условие а) из 
определения 9 принимает вид: Н(х/у) ^ Н(х/т.) для т.=у. 

Ввиду теоремы 1 существует тоже к (х /у) = Н(хуу)-Н(у) и справедлива: 

Ь е т т а 3. Если (5 1 , Т) - базис энтропии в узком смысле слова Н, то 
соответствующая Ь-энтропия является энтропией в узком смысле слова. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Ввиду теоремы 1, Н(х) = Н(Тх). Кроме того, 
Нп(х\,у)-Нп(у) ^ Нп(хч7.)-Нп(т.), т.е. Н(х/у) ^ Н(х/г) для т. ^у. 

Теорема 9. Пусть Н - энтропия в узком смысле слова. Тогда 

Н(х) = \\шН ^ /у Тх\ . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Существование предела вытекает из условия теоремы: 
последовательность 

I* (*ÆVC> 
- невозрастающая. Непосредственным вычислением можно проверить равен­

ство : 
л - 1 

H Çÿґx) =н(x> + | ; н (x/vťx) 

Теперь достаточно делить это равенство числом п и применить известное 
утверждение о пределе Чезаро для сходящихся последовательностей. 

Следствие. Н(х) = Н[(х, С)], где С -полуструктура, образованная элемен­
тами Тх, т.е. С = [{Тх', 1 = 1, 2, ...}]. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Справедливо: 

Н[(х, С)] = М Ы(х/\/Тх\ ; т , л = 1,2, ...} = 

=-1П* \н(х/\/Тх\; 1 = 1,2, ...\ШН (х/\/Тх\. 
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Следовательно, 

Н[(х, 0)]=Ппт1 Н (х /\/Т1х) =Н(х). 
П-°° \ / . = . / 

С другой стороны, последовательность 

- невозрастающая и справедливо: 

Н(х)^н[х/\/Тх\, Н(х)^Й[(х,С)]. 

Только что доказанное равенство можно применить к вычислению 

Н%: к\=ъщ> т г Н(х^). 
хе51 д е С 

6. Ъ -энтропия на некоторых специальных полуструктурах 

В этом пункте покажем, что специальным выбором базиса энтропии 
получим разные виды энтропии, изученные в литературе, и новый пример 
энтропии на коммутативных полугруппах. Кроме того, приведем доказатель­
ство, что энтропия автоморфизма группы является энтропией в узком смысле 
слова. 

А) Основным типом энтропии в узком смысле слова - это энтропия 
Колмогорова-Синая, которая детально исследована, например, в [1, 11]. 

Пусть (О, 2Р, Р) — вероятностное пространство и Т — метрический автомор­
физм. Пусть а, 1> две конечные разбиения ^. Если определим аVр = 
= {А1г\В}; Л . е а , В, е()}, то множество этих разбиений 5 вместе с умноже­
нием «V» — верхняя полуструктура. Энтропия определена естественно: 

Н ( а ) = - Х^(А)1о8Р(А(). 
А- е а 

Б) В работе [7] авторы предупредили, что можно говорить о энтропии 
эндоморфизма группы. 

Пусть О - коммутативная группа, А - ее конечная подгруппа, <р — 
эндоморфизм, определенный на С. Умножение подгрупп определено естес­
твенно: А VВ = М = {аЬ ; а еА, Ь еВ}. Нетрудно показать (смотри напри­
мер [4]), что в случае коммутативной группы М тоже является конечной 
группой. 

Если обозначим 5 полуструктуру конечных подгрупп группы О с умноже­
нием «V » и ТА =<р(А) для А е 8 , то (5 1 , Т) - базис энтропии Н, определен­
ной следующим равенством: Н(А) = 1о§2 |А|. 
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Теорема 10. Пусть (51, Т) - базис энтропии Н, принадлежащий абелевои 
группе С. Если Т - автоморфизм, то соответствующая энтропия удовлетво­
ряет условиям определения 9. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Ввиду упорядочения на 5 1 выполнено: А=\В <=> 
оАчВ =В. Это равносильно случаю, что А с В . Тогда для всяких С е 5 
имеет место канонический изомофизм фактогрупп ([5] стр. 31): С/СпА ~ 
~ С У А / А и С/СпВ ~ СУВ/В, а также справедливо: 

\СУА\ \С\ 
а) | C v A / A | = | C / C n A | , т.e. 

б) | C v B / B | = | C / C n ß | т.e 

| A | | C n A | ' 

| C v B | \C\ 

\В\ | С п В | ' 

Делением этих равенств получим 

\СпВ\ _ [ С У А | \В\ 

| С п А | ~ | С У В | | А | * 

Потому что | С п В | : | С п А | _ _ 1 , т о 

| С У А 1 ^ 1 С У Б 1 

| А | ~ \В\ ' 

Следовательно, Н(С/А) = 1о§2 | С У А | - 1 О § 2 \А\ __ 1о§2 | С У Б | - 1о§2 | В | 

= Н(С/В). Далее, |ТА | = |А | , т.е. Н ( Т А ) = Я ( А ) . 
Приведем еще один новый пример вычисления энтропии автоморфизма 

группы. 
П р и м е р 7. Пусть С2={е, хи х2, ...} - свободная коммутативная группа 

с определяющим равенством х2 = е для / = 1, 2, ... Пусть 5 соответствующая 
полуструктура конечных подгрупп. Определим автоморфизм ср: ср(е) — е, 
<р(Хг) = Хг+и ср(х1х^ = х1+гХ1+и Если, например, А еЗ1, А = {е, хх}, то Н(А) 
1 о ё 2 2 = 1 и А у Т А у . . . у Т п _ 1 А = {е, хи х2, ..., хп, хи х2, ..., ххх2хъ...хп}, т.е . 
Н„(А) = \о%2 2" = п. Следовательно, к (А) = 1. 

Вообще говоря, произвольную группу СеЗ1 и СФ{е} можно получить 
следующим образом (1<1*1<*2 < . . . < 1к): Пусть С — группа, образованная 
множеством М={е, х^-г, х12-и ..., х1к-\}. Тогда С = Т 1 1 А У Т ' 2 А У . . . У Т ' * А . 

Далее, 

С^\/ТПА. 
п=0 

Согласно теореме 3 О = {А } - характеристическое множество для (5 , Т) и 
в силу теоремы 4 Нт = к(А)=\. Из этого вытекает:Н(С) = 0 если С = {е} и 
Н(С)= 1, если СФ {е} и энтропия автоморфизма группы Т — А т = 1. 

П р и м е ч а н и е 12. В случае свободной коммутативной группы Ск = {е, Х\, 
х2, ...} с определяющим равенством х к = е для / = 1,2, ... получим И $ = 1о̂ 2 к. 
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В) Энтропию эндоморфизма группы можно обобщить следующим 

образом : 

Пусть Р 1 - коммутативная полугруппа с единицей. Пусть 5 - полуструкту­

ра всех конечных подполугрупп с единицей и с операцией умножения ком­

плексов. Далее, пусть <(> - эндоморфизм на Р\ ТА=<р(А) для А 6 8 1 и 

Н ( А ) = 1о&2|А|. Тогда ( 5 1 , Т) - базис энтропии Н. В этом случае уже Н не 

является, вообще говоря, энтропией в узком смысле слова, как показывает 

следующий пример: 

П р и м е р 8. Пусть Р1 = {0, 1, аи а2, сх, с2, р} верхняя полуструктура, для 

которой справедливо 

\^а,^а2^0, 1 ^ с , ^ с 2 ^ 0 , 

ах^р^с2, С\й-р=\а2. 
Если 

А ={0,а2, 1}, В = {0, аиа2, 1}, С = { 0 , с , , с 2 , 1}, 

Тогда 
С У А = { 0 , Я 2 , с 2, с , 1}, СVВ=Р . 

Следовательно, 

А с В и Н(С/А) = 1 о ё 2 ^ р - = 1 о ё 2 | , 

Н(С/В) = \оё2

1-^^- = \оё2

7-, 

а это противоречит условию а) из определения 9. 
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