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Math. Slovaca 31,1981, No. 1, 23—38 

О ПРИМЕНЕНИИ БЕСКВАДРАТУРНОГО МЕТОДА 
К РЕШЕНИЮ НЕКОТОРЫХ ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ 

УРАВНЕНИЙ 

ПАВЕЛ ГАЛАЙДА 

Полное и подробное изложение бесквадратурной номографии для метода 
выравненных точек, разработано И. А. Вильнером в работах [1]—[9]. 

В настоящей работе дается теория построения вещественных транспарант-
ных номограмм для системы уравнений рассмотренного ниже типа. Найдены 
необходимые и достаточные условия для существования требуемой анамор­
фозы. Эти условия имеют простой практически эффективный характер, т-к 
требуют лишь вычисления значений исвестных функций и их обыкновенных 
производных не выше второго порядка. Исследован смешанный бесквадра-
турно-дифференциальный метод решения функциональных уравнений не 
только для метода выравненных точек, но и в теории транспарантных 
номограмм, указанных в морфологической теории д'Оканем, разработанной 
Маргулисем и практичеки широко и систематически разработанной Г. С. 
Хованским. 

§1. Пусть имеем систему уравнений 

(1.1) Р(г\; 1г; 1ъ; и; г5; г6; г7; -г8) = О 
Р(и; 1г; 1ъ; и; т.5; г6; г?; 1%) = О 

связывающих 8 переменных. 

Найдем условия, при выполнении которых система (1.1) имеет своим след­
ствием систему 

(1.2) /(-!!; т.г) -/(гз; и) = /(г5; г6) -/(-г7; г»), 
!(1х; г2) - /(гз; г4) = !(г5; -г6) - /(гт; г8), 

где два последних уравнения независимы. 
Уравнения (1.2) изображаются номограммой с двумя бинарными полями 

Х\г = ]\г-> У\г = ]\г\ 

ХЪ4 = У34> У 34 = /з4 
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в плоскости л и двумя бинарными ПОЛЯМИ 

-*56 = / 5 6 , ^ 5 6 = /56 '•> 

* 7 8 = / 7 8 > У 7 8 = / 7 8 

в плоскости наложения л'. 
Отметим, что этот тип номограммы позволяет выполнять над ней, как мы 

увидим, преобразование вида 

х' = ах + Ду + у 
у' = ах Н- Ру + у . 

Кроме того, очевидно положение плоскости л:' на л: можно выполнять 
и другой стороной, т. е. совмещение точки (^1; 12) и точки г^, а также точки 
(т.з; и) и точки г78 можно заменять обратным и совершенно безразлично 
какие два поля строить в плоскости л и какие в плоскости л\ как и не играет, 
следовательно, роли, какая из плоскостей считается неподвижной и какая 
подвижной. 

Отсюда видно, что если структура данных зависимостей такова, что указан­
ные свойства с ними несовместимы, то к таким зависимостям рассматривае­
мая интерпретация неприменима. 

Мы предположим — это, конечно, существенное ограничение, — что 
каждое из уравнений (1.1) удовлетворяет условиям Гурса—Ррмоловой отно­
сительно переменных г.ч, 1ь и г7, гн, т. е. 

(1-3) ф 5 6=/1234, ^78 =/1234-

Найдем такие функции одного переменного Ф и Ф, что 

(1 .4) Ф<?56 - ФЦ>18 = Ф/1234 - Ф/1234 - / , 2 ~ /,4 • 

Задача, таким образом, приводится к определению функций Ф и Ф таких, что 

( 1 . 5 ) Ф / , 2 3 4 ~ Ф / . 2 3 4 - Ф / 1 , 2 , 3 4 + Ф / 1 , 2 , 3 4 -

- Ф/.гэи1 + Ф/ти1 + Ф/^гии1 - Ф/1,2,зи1 = 0. 

В этом частном случае, когда ф5в и ф78 функции одного переменного, мы 
будем иметь вместо двух бинарных полей две шкалы, например г5 или г( и г7 

или %н. 

Естественно тогда перенумировать переменные и считать Ф <>б = 75 и ̂ 7 8 = %«. 
Тогда (1.4) перепишется так 

(1-6) 7,5 = II234, -Зб = 7 1214 

Ф ( г 5 ) - Ф(1ь) = Ф/1234 - Ф/,23*. 

Случай, когда (1.1) приводит к (1.3), т.е. когда имеют место условия 
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Гурса—Ермоловой по группам переменных (г5, г<) и (т.\, г2, г3, и) или (г?, г«) и 
(гь г2, г3, и) для первого и второго уравнений (1.1), не являются самым 
общим. 

Пусть из (1.1) следует, что 

(1-7) 7.1 =]\23456, -̂ 8 = / 1 2 3 4 5 6 , 

и пусть Ф и Ф — неизвестные функции двух переменных. Тогда из (1.7) 
получим 

( 1 . 8 ) Ф ( г 7 ; г 8 ) = Ф(^\2345б \ /123456) 

Ф(7.1 ; г 8 ) = Ф(/123456 ; /12345б) . 

Легко теперь получить функциональное уравнение проблемы общей анамор­
фозы системы (1.1) в виде системы (1.2). 

Мы получим 

( 1 . 9 ) Ф(/123456 ; /12345б) ~ Ф(/12345 , 6 1 ; /12345 ,61) ~ 

- Ф(/\х2хзх4х5б \ / И г ' з ^ Ч б ) + Ф(?\х2хзх4х5хбх \ /\'г'зи^б1) = О 

( 1 - 1 0 ) Ф(/12345 , 6 1 ; / 1 2 3 4 5 , 6 , ) - Ф ( / 1 , , 2 1 , 3 4 5 , 6 , ; / 1 , , 2 , , 3 4 5 , 6 , ) -

- Ф(/х23ХХ4ХХ5Х6Х ; / 1 2 3 , , 4 , Ч , 6 , ) + Ф(/\ХХ2ХХЗи4ХХ5Х6Х ; / 1 , , 2 , , 3 , , 4 , , 5 , 6 , ) = 0 

и аналогичные два уравнения для функции Ф вместо Ф. 
Легко видеть, что условия (1.9), (1.10) достаточны для того, чтобы функ­

ция двух переменных Ф была требуемого вида. Действительно, выражая из 
(1.10) Ф(/12345,б1; /1234<;,6,) и подставляя вместо второго слагаемого уравнения 
(1.9) (или просто, складывая почленно (1.9) и (1.10) и разрешая относительно 
Ф(/123456; /12345б), МЫ ПОЛуЧИМ 

Ф(/\23456; /12345б) = Ф(/\23ХХ4ХХ5Х6Х \ / ^ З 1 V ' з ' б ' ) + 

+ Ф ( / . , , 2 , , 3 4 5 , б | ; /1 , , 2 П 345 1 6 1 ) + Ф(/\Х22314Х56 \ / ^ г ' з Ч ^ б ) ~ 

- Ф($^гХ3Х4Х5Х6Х \ / ^ г ' з и Ч ' б 1 ) - Ф($\ХХ2ХХ3ХХ4ХХ5Х6Х \ / ^ Ь ' ^ ' Ы ' ^ ' б 1 ) . 

и аналогичные равенства для Ф. 

Фиксируя прозвольные постояннь е г1, г2, г3, т.\, г1, 7.1, т.\\ г\\ т.\\ г\х 

произвольным образом, в частности, полагая г!1 = г\, г\х = 1\, 2.У = г\, 7.У = г4 

М Ы ПОЛуЧИМ С ПОМОЩЬЮ ( 1 . 8 ) , ЧТО ф у Н К Ц И И Ф(/12345б ; /1234->б) И Ф(/х2345б \ /12М«>б) 

будут требуемого вида. 
Итак, дело сводится к разыссканию общего решения функционального 

уравнения (1.11), решение которого дает и Ф, а согласно (1.8) приводит 
к требуемому представлению. Разрешимость функционального уравнения 
(1.11) необходима и достаточна для анаморфозы. 
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Таким образом, можно сказать, что наиболее общая задача характеризует­
ся общим выражением одной неизвестной функцией Ф от двух аргументов 
с помощью функционального уравнения (1.11), а частная задача анаморфо­
зы (1.3) или — что по трудности то же самое — анаморфозы (1.6) с двумя 
шкалами г5 и г6 в плоскости я и двумя полями (г г; т,2) и (г3; г4) в плоскости л' 
приводит к определению двух функций одного аргумента Ф и Ф, точнее их 
обычных производных Ф'/1234 и Ф'/12з4, с помощью функционального уравне­
ния (1.5). К этому решению мы и перейдем. 

Применяя смешанный метод, мы будем обозначать условые производные 
/^зЫ, а обычные, например, по 12 /МзЫ- Это означает, что в частную 
производную 

Э/123 4 

Эг2 

поставлены вместо 1Х и 1Ъ соответственно г\ и г3, а /угФ! означает, что в 

Э4/1234 

Э.Г2 Эг? Эг 4 

вметсо т.\ поставлено 1и вметсто г2 поставлено г\, вместо 7з поставлено г\ и 
т. д. или что тоже заменить в /!234 1\ на 1и г2 на г2, 1з на г\, где г\, г\, г\ — 
новые переменные, затем взяли производную 

Ъ1\Ъг\2Ъг,' 

Впрочем, нам здесь производные выше первого порядка по каждому аргумен­
ту не потребуются. Если же обычных производных нет, то вместо того, 
чтобы писать /уг'зЧ мы будем просто писать / ^ ' з ^ 1 . 

Мы еще условимся, как это принято в теории функциональных уравнений, 
сложную функцию Ф(/1234) и т. п. писать так: Ф/1234. 

§2. Дифференцируем (1.5) в обычном смысле: по ги потом по г 2 ; по гъ, 
потом по г 4 ; по г\, потом по г\; по г\ потом по г\. Мы получим соответствен­
но 4 системы линей\ых уравнений. Принимая во внимание, что обращение 
относительно Ф'/12 3 4 и Ф'/12 3 4 в нуль этих 8 частных производных необходимо 
и достаточно для постоянства левой части (1.5), а, следовательно, тождес­
твенного выполнения необходимого и достаточного условия анаморфозы 
(1.5) (поскольку, в частности, при г\ = -гь г\ = г2, т.\ = г3, г\ = г4 заведемо имеем 
слева в (1.5) нуль, а, значит и при любых г ь г2, 1з, и, г!, г\, г\, и), мы 
заключаем, что удовлетворение этим четырем системам уравнений необходи­
мо и достаточно для возможности требуемой анаморфозы. При этом мы 
получим по паре вырежений для Ф'/12з4 и Ф'/12 3 4. Приравнивая между собой 
два выражения для Ф'/12 3 4 с одной стороны, а затем два выражения для Ф'/12 3 4 
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с другой стороны, мы автоматически получим из этих пар представлений 
функций Ф'/1234 и Ф'/1234 необходимые условия разрешимости россматривае-
мой анаморфозы как условия тождественности двух видов решений. 

Но мы выше отметили, что эти решения для Ф'/12з4 и Ф'{\234 обеспечивают 
выполнение необходимого и достаточного условия анаморфозы (1.5). 

Будут ли эти два условия тождественности двух форм решений необходи­
мыми и достаточными условиями рассматриваемой анаморфозы? Мы позже 
каснемся этого интересного вопроса. 

Здесь же отметим, что из изложенного выше следует важная теорема 
Колмогорова, что, если условия (1.5) тождественно выполняются для одной 
системы фиксированных постоянных г!, г\, г\, г\, то они выполняются и для 
всякой другой г\, г\, т\, г\. 

Дифференцируя (1.9) по г и по т.2, по 7з, по г4, мы получим 

И П ^ 1 О г1 ООООО , ^ 0 1 7100000 _ _ , V 1 0 г1 ООООО д . У О 1 7 1 0 0 0 0 0 Л 

(-:. 1 ) Ф 1 II /123456 Т ^ 1 II /123456 ~ Ф I II /123456 " Ф щ ]\2345ХЬХ = О 

Решая указанные в конце предыдущего параграфа четыре системы линей­
ных относительно Ф'^2з4 и Ф/1234 уравнений, мы получим следующие двоякие 
выражения для неизвестных: (заимствует обозначения §3 работы [1]; усло­
вимся обозначать выражения в скобках буквами А с индексами, причем 
выражения в скобках, от личающиеся лишь тем, что сходственные члены 
входят в одном с черточками сверху над А, а в другом без черточек над А с 
сохранением индекса) 

/О ОЧ ^<гг к\к2 — кзк4 ^ , г АзА2~~А1А4 ; -
( 2 . 2 ) Ф'/1234 = 7-2 Ф {1*2*3*4* 7^ Ф{ 1*2*3*4* = 

Л5Л6 Л5Л6 

_ А 7 А 8

 — А9Аю , , - А7Аю — А9А8 ^ , ^ 
= Г ! Ф ПХ2*3*4* 7—. Ф {\*2*3*4*, 

ЛцЛ12 Л ц Л 1 2 

/о-5\ л*/* к\к4 — А3А2 ^ , х А3А4 — А Д 2 г , 7 _ 
(2.3) Ф'/,234 = Г"5 Ф /-^з1-*1 Г1 Ф 1\хг*з*4* = 

Л5Л6 Л5Л6 
A

9
A

8
 — A

7
Aio ,,- A

9
Aio

 —
 A

7
A8 ==,? 

= r — 5 <P f 1*2*3*4* 7—^ &f 1*2*3*4* 
A11A12 A11A12 

Условно дифференцируя равенства (2.2) и (2.3) по г ь г2, г3, г4, т. е. полагая 
7.1 = 1\, 12 = 7.2, 7з = т\, 4̂ = ^4, мы получим, как легко проверить с помощью 
выражений (3.1) работы [1], важные, очевидно тождественные, равенства 

(2.2') Ф'1х*2*3*4* = Ф'{1*2*3*4* = Ф'{х*2*3*4* , 

(2.3') Ф'{1*2*3*4* = Ф'!1*2*3*4* = Ф'{1*2*3*4* • 

Важность этого факта заключается в том, что фиксируя условные производ­
ные, т. е. придавая т.\, г2, г\, гИ какие — нибудь определенные значения, мы 
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можем в равенствах (2.2) и (2.3) заменить Ф'/.'г'з1-..1 и Ф'/\1

2

]зЫ1 произвольны­
ми постоянными а и /3. Таким образом, имеем общие решения 

(2.4) Ф7,2Э4 = а А | Я Г . Л з Л 4 - > 9 * з А 2 ~ Х ' Я 4 -

AnAi2 

(2.5) <P7.2,4 = g " ' # t t / ^ 2 - / 3 i A 

A A
6 

A7Л8 ~ A9Я10 

ЯцAi2 

ЯjЯ
4
 — Я3Я2 

, _ а
 A

5
A

6 

A^A^ — Я
7
Я ю 

•ß 

Я5Я6 

Я7ЯЮ — Я 9 Я 8 

^ 3 ^ 4 — Я1Я2  

ß 

A5A6 

A9A10 ~ A7A8 

Я11Я12 А\\А\2 

Следовательно, основные необходимые условия анаморфозируемости запи­
шутся так: 

кП А". Р Я Д 2 ~ Я з Я 4 ЛлЛ* ~ Я 9 Я ю ~ Я з Я 2 — Я1Я4 Я7Я10 — АуАя 
(А. О) Г\2Ъ4 л л — л - , С / 1 2 3 4 — л л — л - -

Л 5 Л 6 Л ц Л 1 2 Л<>Лб Л ц Л 1 2 

/у ]\ р __А\А4~ ЯзЯ2 ЯнЯс> —Я7Я10 

Я5Я6 A11A i 

Г\ Я з Я 4 ~ А\Аг _ АдАю — АчАъ 

Я 5 Яб Я11Я12 

Представляет интерес упрощение этих условий, но мы не будем этим зани-
матся. 

Точный смысл необходимого и достаточного условия анаморфозы (1.5) 
заключается в том, что если существуют такие функции Ф и Ф, что имеет 
место (1.5), то анаморфоза возможна, т. е. Ф / т * ~ Ф/ИЗА имеет вид / 1 2 ~ / 3 4 . 

Но выполнение условий (2 4) и (2.5), хотя необходимо и достаточно для 
выполнения (1.5) в такой формулировке: если существуют Ф и Ф такие, что 
имеют место (2.1) и (2.5), то анаморфоза возможна. 

Но условия (2.6) и (2.7), не содержащие вовсе неизвестных функций Ф и Ф, 
уже только следствия уравнений (2.4) и (2.5), и поэтому априори только 
необходимые условия для выполнения уравнений (2.4), (2.5), а это равносиль­
но выполнению условия (1.5). Не удалось пока показать, что из условий (2.6) 
и (2.7) 1ыте ет возможность найти такие функции Ф и Ф, чтобы имели 
место равенства (2.4) и (2.5). 

Для этого достаточно было бы, очевидно доказать, что обозначенные нами 
через Р и О тождественные выражения, стоящие в левых и правых частях 
каждого из двух равенств (2.6), являются функциями / т 4 , а обозначенные 
нами через Р и О тождественные выражения, стоящие в левых и правых 
частях каждого из двух равенств (2.7), являются функциями / т 4 . 
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Пока это не доказано, приходится присоединить к условиям (2.6) и (2.7) эти 
требования в форме требования, чтобы ранги двух матриц из четырех 
столбцов и трех строк 

(2.8) 

p i o o o 
* 1 2 3 4 

pOioo 
Í 1 2 3 4 

pooio 
-Г 1234 

p o o o i 
* 1 2 3 4 

^ 1 ooo 
IJ1234 

^ 0 1 0 0 
CM234 

^ O O Ю 
CJ1234 

л O O O l 
C / 1 2 3 4 

rlOOO 
I1234 

/OIOO 
I1234 

/OOЮ 
II234 

/OOOl 
I1234 

piooo 
II234 

p O Ю O 
-Г 1 2 3 4 

p O O Ю 
* 1 2 3 4 

pOOOl 
* 1 2 3 4 

^чюoo 
CJ1234 

• - 4 0 1 0 0 
C/1234 

•=)001() 
CM234 

> Ã 0 0 0 1 
C / 1 2 3 4 

7 1 0 0 0 
I1234 

7 0 1 0 0 
II234 

лOOЮ 
I1234 

# 0 0 0 1 
I1234 

(2.9) 

были равны, или что тоже, чтобы существовали как функции точки, а не 
направления, производные 

" I I 2 3 4 " С м 234 иГ 1234 " С ? 1234 
(2.10) 

d/i2 d/, <*/.: <*/.: 

Эти условия в принципе проверяемые в форме равенства нулю якобианов 
второго порядка: 

(2.11) 
IJ(P1234 'y / l234) 

D(z>;Zi) 
= 0 ; D\CJl234 ', / l234) 

D(z,;-y) 
= 0, 

- Р ( ^ 1 2 3 4 ; /1234) _ п . Р(Ои34\ /1234) _ п ,* << I — 1 ? ^ А 

ОСг,-;*,) #(-г. ;г,) 

Вероятнее всего, условия (2.11) независимы от необходимых условий анамор­
фозы (2.6), (2.7). Для доказательства независимости условий (2.11) от (2.6) 
и (2.7) достаточно, очевидно, построить пример, когда имеют место (2.6), 
(2.7) и не имеет место хотя бы одно из условий (2.11). 

Независимо, однако, от решения этого вопроса, из вышеизложенного 
следует, что условия (2.6), (2.7), (2.11) необходимы и достаточны для сущес­
твования требуемой анаморфозы. 

Наши критерии (2.6), (2.7), (2.11) имеют, очевидно, в принципе простой 
практически эффективный характер, т-к требуют лишь вычисления значений 
известных функций /1234, /1234 и их обыкновенных производных не выше 
второго порядка в (2.11). 

Пусть условия (2.11) удовлетворены и, следовательно, существуют такие 
функции одной переменной Р, О, Р, О, что 

(2.12) P1234 — P/l234, Cf 1234— Q/1234, P1234 — P/l 234, CJ 1234 ~ Oj 1234 • 
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Тогда, в силу (2.4), (2.5) 

(2 13) Г / 1 2 3 4 Г ' 1 2 3 4 

^ " } Ф/1234=« Р/12^/,234-/3 0/,234«#. 2,4 + У , 

(2 14) - - Г / т 4 -- - Г/,2Э4 

Ф/1234=« ) 1 ] ( Р/1234^/1234-/3 ( ] ] О! 1234^11234 + У , 
- ! 7 1 1 2 1 з 1 4 - ' / 1 1 2 1 з 1 4 ' 

где /1234 в (2.13) и /1234 в (2.14) суть верхние пределы интегралов, а у и 
у-произвольные постоянные интегрирования. Нижние пределы можно взять 
любые. 

Мы видим, что функции Ф/1234, Ф/1234 0пределны с точностью до афинных 
преобразований 

х' = ах- (Зу + у, х' = ах ~Ру + у, 

где существенно, что коэффициенты при х и х, у и у одинаковы, а свободные 
члены у и у произвольны. 

Подставив (2.13) и (2.14) в (1.5) и разрешив затем уравнение (1.5) относи­
тельно Ф/1234-ф/1234,мы получим представление этой разности в виде /1 2 — /34, 
а вместе с тем и равенство (1.4) или (1.6) в зависимости от того, рассмотри-
вается ли частный случай (1.3) системы (1.1) или случай (1.4). 

Вычисление функций Ф/1234И Ф/,234 может быть существенно упрощено так. 
Пологая в (2.13) и (2.14) слева и справа _̂  = гз, и = и, легко найдем, что 

Г У 1 2 3 4 Г 7 1 2 3 4 

^/l23141- = a\ I>/l23141d/l23141 " j8 í Qfl23Wdfl2,W + Y , 

J
r A 23 4 _ _ c^l23 4 _ 

P/l23141d/l23141-/3| i i f Q/l2314'd/l2314 + ý , 
/1V3V J/1V3V 

Либо же полагая в (2.13) и (2.14) г1 = г1, 1г = г\ мы найдем 

С'\ 2 34 Г ' 1 

(2.16) 
J "Һ 2 34 Ґ I 1 2 34 

PfxWз4dfxwз4-ß\ Qfx*2ыdfx^ы + ү 
t 1 1 1 1 I /• ï 1 1 1 
/ l 2 3 4 - / / l 2 3 4 

J
r Л 2 34 _ ґ Л 2 34 

Pfll2l34df^2l34-ß I . ж . _ Q/ľ2134ö7l12134+ У . 
/ l 2 3 4 • ' 1 2 3 4 Равенства (2.15) или (2.16) по сравнению с (2.13), (2.14) проще для вычисле­

ний тем, что функции Р, О, Р, О, определяемые с помощью равенств (2.12), 
находятся из более простых уравнений. В этом можно убедиться, вычисляя 
с помощью формул (2.1) согласно (2.6) и (2.7) функции Р ^ и 1 , ОизЫ', Риз1*1, 
0из14\ фигурирующие в (2.12) в случае (2.15), и функции Р , ' ^ 4 , О ^ ^ , А^э-ь 
01121з4, фигурирующие в (2.12) в случае (2.16). 
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Тогда соответственно получим 

(2.15') р«и'« , =х;. ° 1 2 3 ' 4 ' = Ь р 1 2 3 ' 4 ' = Ь ^ 1 2 3 ' 4 ' = я; 

( 2 . 1 6 ' ) Р112134 = Т ~ ' 01 12 ,34 = 7 - > -Р1,2134 = Т ~ , С112134 = 7 -
Ли Ли Ли Ли 

Для вычислнения равенств (2.12) при г1 = г!, г2 = 2̂ соответственно при 
1з = гз, -!4 = и, т. е. для существования функций одной переменной Р, О, Р, О, 
удовлетворяющих следующим соответствующим частным видам уравнений 
(2.12): 

( 2 . 1 5 " ) Р123Ч1 = Р/123'41, О п з Ы 1 = ОЛгз1-»1, Р123Ы1 = Р / т ' ^ , О т Ч 1 = О / т Ы 1 , 

( 2 . 1 6 " ) Р112,34 = Р/1 ,2 ,34, 01 12 ,34 = 0/1 ,2 ,34, Л ' г Ы = Р/\12134, 0\12134 = 0/\*2134 , 

необходимо и достаточно выполнение следующих следствий совокупности 
условий ((2.11): 

Р ^ ; / , ^ . ) Р(О,-зи-;/,ми0 = 0 

-0(^1 ;г2) ^ и . ; ^ ) 

Р(Р\гз'4'',игзх4х) ^ п Р ( р 1 2 3 1 4 1 ; Л г з У ) п 

0(г,;*2) ' Р ^ ; ^ ) 

/О 1/1",Ч Р ( Р 1 1 2 1 3 4 ; / 1 1 2 1 3 4 ) _ 1 П Р ( 0 1 У 3 4 ; / 1 ' 2 ' 3 4 ) п 
( 2 . 1 0 ) г-"7 ^ - I I , ргт ч = 0 , 

Г>(г3;г4) Р ( г 3 ; г 4 ) 

Р ( Р 1 1 2 ' з 4 ; / 1 1 2 1 3 4 ) ^ п Р ( О 1 'гЫ ', /\хгЫ _ п 

^(^з',и) ' ^(^з',^4) 

Условия (2.15'"), (2.16'") являются, конечно, следствиями условий (2.11), но, 
конечно, не наоборот. Мы здесь же отметим, что условия (2.6) и (2.7), если 
положить 7.з = -Гз, и = г\ либо 1\ = г\, 1г = 1г, как легко проверить с помощью 
(2.1), тождественно удовлетворяются. Следовательно условия анаморфозы 
свелись бы лишь к (2.15'") либо к (2.16'"), если бы мы, однако, не доказали 
уже, что условия (2.6) и (2.7) должны удовлетворяться при переменных г ь г2, 
г3, г4. 

Мы здесь же отметим, что определение функций Р, О, Р, О вовсе не 
является необходимым для вычисления функций 

(Ф/1234, Ф/1234), (Ф/123'41, Ф / т Ы 1 ) , (Ф/^гЫ, Ф?\1гЫ). 
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Когда условия соответственно (2.11), (2 .15'"), (2 .16'") выполнены, то мы 
можем в ((2.13), (2.14)), (2.15), (2.16) выполнить все интеграции как интегри­
руют полные дифференциалы, заменив согласно соответственно (2.12), 
(2.15"), (2.16") стоящие под знаком интегралов функции, выраженные 
через фигурирующие в правых частях этих ревенств функции Р, О, Р, О 
равными им левыми частями, одновременно заменив 

^/123 4 , С1/\2Ъ
Х41, <1{\Х2ХЪ4, ^\2Ъ4, С1[\2Ъ

Х4Х, 4/\Х2ХЪ4 

их резвернутыми выражениями согласно формулам соответственно 

1С /1000 I , /О НЮ 1 , /0010 I , /0001 » 
й}\2Ъ4:=1]12Ъ4 «^1 +-/1234 « . 2 2 + 11234 ЯТ-Ъ + ] \2Ъ4 «^4 , 

I/ г 1000 I • /0100 
а}\2ЪХ4Х=Т\2ЪХ4Х аг\^Т\2Ъ 4 1 , 

^Л12134 = / 1 ^ 3 4 ^ 3 + / 1 ) Ь , 1 3 4 ^ 4 

и аналогичными равенствами для функции /. 

Заметим, что при этом в интегралах в равенствах (2.13), (2.14), а также (2.15) 
и (2.16) верхний предел надо будет заменить точкой соответственно (^1; г2\ 
7з; г4), (г.; г2), (г 3 ; г4). Мы, однако, при интегрировании полных дифферен­
циалов, помня это, не будем указывать верхний предел, как и нижний. Мы 
будем помнить, что нижний предел везде есть либо точка (г\\г\\г\\ г 4 ), либо 
соответствующие ей значения функций /^ 'зЧ 1 и /нг'зи1, а верхний либо точка 
(1\ \ 1г\ 1ъ\ -Г4), либо соответствующие ей значение функций /1234 и /1234. При 
этом, как легко проверить, у = Ф/\1

2*3и , а у = Ф/уг'зЧ1, чем мы и воспользуем­
ся сейчас. 

Таким образом, вместо (2.13), (2.14), (2.15) и (2.16) будем иметь другие 
формулы, которые мы не будем выписовать ввиду их очевидности. 
Согласно (1.5), (2.15), (2.16), (2.15'), (2.16'), (2.15"), (2.16") будем иметь 
искомое представление, помня, что 

У = Ф / 1 » 2 1 3 1 4 1 , У=Ф!\Х2ХЪХ4Х 

Получаем: 

Ф/1234 - Ф/1234 = (Ф/\2ЪХ4Х ~ Ф / п з Ы ' ) + (Ф{\Х2ХЪ4 ~ Ф/\Х2ХЪ4) + 

+ Ф{\Х2ХЪХ4Х ~ Ф{\Х2ХЪХ4Х = (Ф/123'4 1 - Ф/123*4*) + (Ф?1Х2Х34 ~ Ф / . ^ Э - О + у-У = 

= (а\-^- <//123 V - /3 М Л{\2ъ
х4х - а I -^ ^/,2з V + 

+ 4 ^ / 1 2 3 ' 4 1 + Г " ?) + (а1Ь\ ^ ^ - ^ ^ Л ' г ' з * -
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~a\J^ d/i v 3 4 ^P\j± dfx »2

,34 + Y-YJ + y-Y 

Или 

(2.17) <Í>L234 - 0L234 = (<* J ^ d/,23'4' ~ | * d/12,.4. + 0 J - ^ dfl23W + 

+Y df i2*w+Y)+(aj~^ <//>,-,«+xi; d/«,-,«+ 

+ ^ d / . M l'2'З^-J-1 d/lVз^+ӯ), 

или 

(2.18) Ф/1234 - Ф/1234 = (аци + /ЗУ12 + у) - (а/л34 + ̂ 3 4 + у) . 

Меняя значения а и /3, получим 

(2 19) Ф/1234-Ф/12Э4 = (а1]и12 + /?^ 1 2 + у)-(а 1]и 34 + /?^з4 + у). 

Уравнения полей (~1; 12) и (- 3; г4) будут 

(2.20) х12 = а д ^ + /?У12 + у, х34 = а//34 + /?У34 + у 

(2.21) у12 = а1 (и1 2 + /3, у,2 + У\, у34 = а!]из4 + /?1У34 + у-. 

Таким образом номограмма рассматриваемого типа допускает общую шес-
тичленную группу. Эти поля не будут вырождаться, если 

(2.22) 
D ( г , ; z 2 ) ' D(zз;z4) 

Вырождение в изолированных точках мы не исключаем. 
Условия (2.22) дают 

(2.23) 
aß 
aфi 

Ф0, *0, Џъ4 ЏЪ4 
* 0 , 

где выражения для функций /л12, У\2, 1ЛЪЛ, У3 4 непосредственно усматриваются 
из сравнения (2.18) и (2.17). 

После этого написать выражения для двух якобианов (2.23) не представ­
ляет никакого труда. Можно их написать в форме: 

(2.24) 

•M '1000 ^ 3 71000 . >M /OIOO f±Ъ_ 70100 
л I123V "~ л I123V, л I123V"~ л I123V 
Л5 Л5 Л5 Л5 

Л-3 rlOOO , >M 71000 . >M /OIOO , ^l 70100 
" ~ IiгзV т — /i2 3V , — T~ IiгэV т т- /123 V 

Л5 Л5 Л5 Л5 
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A\ A 3 

A5 A5 

k 
Я5 Я 5 

r\ 000 г\ 000 
I123V I123V 

*o. 
/

)100 ТОГ 

12зУ I12 

Или, используя предпоследнюю формулу (2.1), получим 

А\А\ Л3Л3 
(2.24') 

XI 
(iiФQ 

Условие (2.24) с помощью (2.1) можно заменить более простым 

(2.24") L ^ 0 , 

где в скобках есть значение Я5, являющимся согласно (2.1) лишь функцией 7Х 

и 7.2 при г1 = г!, "2 = -32, отличие от нуля которого всегда можно обеспечить, 
если только 

(2.24'") PIЬФO. 

Так просто выглядит условие невырождаемости поля (г., 12) в двухпарамет-
рическую шкалу. Аналогично мы получим 

A s rOOlO • A IQ TOOIO A s /OOOl • A\Q ~0001 
- Il12134 I - Il'2'34 - / l 1 2 l 3 4 1 Q Il'2'34 
An An An A\\ 

AlO /O010 A s 70010 A10 H)001 ^ 8 70001 
- Il12134—'| / l 1 2 1 3 4 - Il'2'34 - Il'2'34 
An An An ^11 

(2.25) 

-A8 
Яю 

Aп A„ 

Яю -A8 

НЮ10 70010 
) 1 , 2 , 34 / г г ' з ^ 

/
)001 70001 
1 1 2 1 3 4 Л « 2 1 3 

Л и Л 1 

Или, используя последнюю формулу (2.1), получим 

АъАъ — А\оА\о 

= 0. 

(2.25') 
Л ц 

•n2mo. 

Условие (2.25') с помощью (2.1) можно записать более простым 

•Г /71000 /О100 /-1000 70100 

-ЯпС/Уг'зУ Л У з У - Л У з У ЛУз1. (2.25") 
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где в скобках есть значение Яи, являющимся лишь функцией г3 и и при гъ = г\, 
г4 = 1А, отличие от нуля которого всегда можно обеспечить, если только 

(2.25'") /л2Я"пМ-0. 

Так просто выглядит условие невырождимости поля (гз; и) в двухпараметри-
ческую шкалу. 

Эти последние исследования полей (1Х\ г2) и (г3; г*) существенно важные 
для нас тем, чо они выявили ограничения, которым необходимо подвергнуть 
условные дифференцирования или, что то же самое априори, произвольные 
постоянные значения г!, г!, т.\, т.\, фигурирующие во всех формулах, можно 
выбрать совершенно произвольно, лишь бы не выполнялись неравенства 
(2.24'") и (2.25'") и, как видно из формул (2.4), (2.5), чтобы 

(2.26) ЯДДиЯп-ёО 

Имея ввиду выражение [1\ и \12 через А6 и Яи (см. два последних равенства 
(2.1)), мы видим, что необращение в нуль \1Х и \12 в (2.24'") и (2.25'") 
вытекает из неравенства (2.26). Далее, так как Я5 = Х\2(т.ъ = 1ъ; и = т.\) ; и Яи 
= К{1\ = 7.\\ 12 = 11

2), то возможность удовлетворения неравенства (2.26) 
вытекает из неравенства 

(2.27) Я6Я12-Й0. 

Поскольку это обеспечивает возможность выбора таких т.х = т.\, г2 = г\, 1ъ = г\, 
г4 = г\, что //^2^0, то к (2.27) согласно (2.24'"), (2.25"') остается добавить 
требование 

(2.28) Я'Дц-ёО. 

Это всегда можно будет обеспечить, так как из (2.1) видно, что 

(2.29) Я5 = Я12(гз = г3; и = т.\), Яц = Я6(г1 = г11; г2 = г2):Я6Я12-^0. 

И так, условие невырождаемости полей есть 

(2.30) Я6Я6Я12А12-Й0 

Точнее: при условях (2.30) существуют постоянные г\, г\, %\, г\ такие, что 
если выполнены необходимые и достаточные условия анаморфозы (2.6), 
(2.7) и (2.11), то существует требуемого вида номограмма с невырождаю-
щимся полями. Если же Я6Я12 = 0, но имеет место (2.27), то будем иметь 
номограмму с одним или двумя вырождающимися полями в зависимости от 
того, будет ли: 1) Я6 = 0, Я^-ёО (поле (г3; и) вырождается в двух параметри­
ческую шкалу согласно (2.25'")); 2) Х6-ё0, Я!2 = 0 (поле (^1; 12) вырождается 
в двухпараметрическую шкалу согласно (2.24'")); 3) Я6 = 0, Я12 = 0 (оба поля 
вырождаются в двухпараметрические шкалы). 
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Остается открытым вопрос определятся ли с помощью (2 15') или (2 16') 
при выполнении (2.6) и (2.7) те же самые функции Р, О, Р и О как и при 
общем подходе к их определению с помощью (2.12). 

Если бы это оказалось так, то необходимые и достаточные условыя 
анаморфозы (2.6), (2.7), (2.17) заменились бы более простыми условиями 
(2.6), (2.7), (2.15'") либо равносильными им в этом предположении у ловия-
ми (2.6), (2.7), (2.16'"), а само вычисление функ щй Ф/12 4, Ф/. с помощью 
(2.13) и (2.14) заменилось бы более простым в силу (2.15') или (2 16') 
вычислением с помощью равенств соответственно (2 15) или (2.16). Вероятно 
это так и есть. 

Но этот анализ не входит в задачи этой статьи, цель которой показать 
значение смешанного метода бесквадратурной анаморфозы для решения 
систем функциональных уравнений, встречающихся не толь о в ме оде 
выравненных точек, но и в транспарантной номографии. 

Это тем более стоило сделать, положив тем самым начало соответст у-
ющим исследованиям, потому что в книге [11], посвященной своду результа-
г в в области функциональных уравнений, помимо других практиков, ничего 
е говорится о функциональных уравнениях транспарантной номографии и не 

рассматривается важный бесквадратурный и смешанный методы решения 
функциональных уравнений. 

В этом методе попрежнему остается важнейшей нерешенной задачей 
указание эффективного критерия зависимых однозначных недифференци-
руемых функций. 

Заключение 

Таким образом, в настоящей работе выведены >словия, при выполнении 
которых система (1 1) имеет своим следствием систему (1.2) и изображается 
номограммой с дв>мя бинарными полями Найдены функции Ф и Ф удовлет­
воряющие уравнению (1.5) Получены функциональные уравнения (1.9) 
и (1.10) проблемы общей анаморфозы. Эти условия достаточны для того, 
чтобы функция двух переменных Ф была требуемого вида. Далее дело 
сводится к разысканию общего решения функционального уравнения (1.11), 
резрешимость которого необходима и достаточна для анаморфозы. 

Общие решения (2.4) и (2.5) исследованы смешанным бесквадратур-
но-дифференциальным методом в теории транспарантных номограмм. Усло­
вия (2.4) и (2.5) необходимы и достаточны для выполнения (1.5), но условия 
(2.6) и (2.7), не содержащие неизвестных функций Ф и Ф, только необходи­
мые условия. Не удалось пока показать, что из условий (2 6) и (2.7) вытекает 
нахождение функций Ф и Ф, чтобы имели место равенства (2 4) и (2.5). 
Поэтому, пока это не доказано, нужно к условиям (2.6) и (2.7) присоединить 
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требования, чтобы ранги двух матриц (2.8) и (2.9) были равны, или что тоже, 
чтобы существовали как функции точки, а не направления, поизводные 
(2.10), проверяемые во форме (2.11). Тогда искомые ф>нкции Ф и Ф 
найдутся интегрированием уравнений в полных дифференциалах (2.2), (2.3). 
Искомое представление (1.4) мы получим, разрешая уравнение (1.5) относи­
тельно Ф/1234- Ф/1234. Показано тоже упрощение вычисления функций Ф / ^ 
и Ф/1234. После интегрирования уравнений (2.2) и (2.3) получим (2.19) 
и уравнения полей (2.20) и (2.21). Таким образом, номограмма рассмотривае-
мого типа допускает общую шестичленную группу. Далее выведено условие 
(2.30) невырождимости полей и разобраны его особые случаи. 
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