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TRANSLATIONS DES ENSEMBLES ORDONNES

JIRI RACHUNEK

Dans I'article [3] G. Szdsz a introduit la notion de translation du demi-treillis de
cette maniere: Soit A =(A, A) un demi-treillis et soit ¢: A — A une application.
Alors, on dit que @ est une translation de A si @(x Ay)=@(x)Ay pour tout couple
d’éléments de A. Pour des propriétés des translations des demi-treillis et,
spécialement, des treillis, voir aussi [1], [4], [5] et, récemment [2].

Dans cette note nous définissons des translations des ensembles ordonnés et
nous montrons que certains des résultats de la théorie des translations des
demi-treillis admettent aussi une généralisation pour le cas des ensembles
ordonnés.

Soit A=(A, =) un ensemble ordonné et soient x;, ..., x.€ A. Notons
L(xi,...,xs) = {z€A; z=x; pour tout i=1, ..., n}. Soit ¢p: A—>A une ap-
plication. Alors, on dit que @ est une translation de I'ensemble ordonné A siona

Vx,yeA; @(L(x,y))=L(p(x),y).

Une application ¢: A— A est appelée opérateur intérieur de A si on a

(1) Vx,yeA; xSy > e(x)=@(y);
(2) VxeA; p(x)=x;
(3) VxeA; g(ex))=q(x).

Théoréme 1. Toute translation d’un ensemble ordonné A est un opérateur
intérieur de A.

Démonstration. Soit @ une translation de A.

1. Soient X, yeA, x=y. Alors xeL(y)=L(y,y), d’ou
@(x)e L(@(y))NL(y). Donc @(x)e L(@(y)), c’est-a-dire @(x)=@(y).

2. Soit xe A. Alors, par 1, (pour x =y) @(x)e L(x).

3. Soit xe A. Alors @(L(p(x)) = @(L(x, (x)) = L(g(x), ®(x)), donc
@(x)=q@(t) pour certain t = @(x). Ceci implique @(x)=@(p(x)).

Soit A un ensemble ordonné, @# Bc A. Alors, on dit que B est un demi-idéal
de A si

1. VxeA,beB; x=b > x€B;

2. Vx,yeB; il existe xvy = xvyeB. Pour une application ¢: A—A,
notons I, = {xeA; p(x)=x}.
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Théoréme 2. Si A est un ensemble ordonné et si @ est une translation de A,
alors I, est un demi-idéal de A.

Démostration. 1. Supposons x€A, ael,, x=a. Dans ce cas L(x)
= L(p(a), x) = ¢(L(a, x)) = L(p(x), a) = L(@(x)). Il s’ensuit que @(x) =x.

2. Soient x, yel, et supposons qu’il existe xvy. Alors x =@(x)=@(xVvy),
y=@()=@(xvy), donc xvy=g@(xvy). Ainsi, p(xvy) = xvy.

Théoréme 3. Si (A, =, A) est un demi-treillis, alors ¢: A— A est une
translation de I'’ensemble ordonné (A, =) si et seulement si @ est une translation
du demi-treillis (A, A).

Démonstration. a) Soient @ une translation de (A, =) et x, ye A. Alors
@(xAy) = @(x), p(xAy) = xAy =y, Cest-a-dire p(xAy) = @(x)Ay. D’autre
part @(x)Ay € L(p(x),y) = @(L(x,y)) = L(p(xAy)), donc @(x)Ay =
@(xAy).

b) Soient @ une translation de (A, A), x,ye A. Alors ze€ @(L(x, y)) si et
seulement si z=@(xAy) = @(x)Ay, et cela signifie p(L(x, y)) = L(@p(x), y).

Théoréme 4. Soient @ et ¢ deux translations d’un ensemble ordonné. Alors
oY =Y@. '

Démonstration. Soit x € A. Alors y(x)=x, ainsi p(y¥(x)) =q@(x). De plus

o(p(x)) = y(x), et donc, d’aprés le théoreme 2, Y(e(y¥(x))) = e(y(x)). Il
s’ensuit que @(¥(x)) = Y(e(¥(x))) = Y(p(x)). De la méme maniére, on a
V() = p(y(x)).

Note. Deux opérateurs intérieurs de ’ensemble ordonné A ne sont pas en
général permutables. Par exemple, soient A ={o, a, b, ¢, d}, 0<a<c, a<d,
o<b<d, b<c, p(o)=@(a)=10, p(b)=@(d)=b, @(c)=c, ¥(o)=y(b)=o,
Y(a)=y(c)=a, y(d)=d. Alors @ et ¥ sont des opérateurs intérieurs de A, mais
ils ne sont pas des translations. (En effét, (L(c, d)) # L(@(c), d), ¢(L(d, ¢)) #

L(y(d), c).) Néannoins, @(y(c)) = @(a)=o0, ¢(@(c)) = ¥(c)=a.

Théoréme 5. Soient @ et Y deux translations d’'un ensemble ordonné (A, =) et
soient I, =1,=1. Alors ¢ = .

Démonstration. Soit xeA. Cela signifie que @(x), y(x)el et ainsi
o(p(x)) =y (x), Y(p())=@(x). Alors, d’apres le théoréme 4, ¢ = .

Théoréme 6. Soit ¢ un opérateur intérieur d’'un ensemble ordonné (A, =). .
Alors @ est une translation de (A, =) si et suelement si
(a) Vx,yeA; o(x)=x,y=x > @(y)=y.

Démonstration. a) Supposons qu’un opérateur intérieur ¢ satisfait a la
condition (a). Soit z € L(¢(x), y). Alors @(z)=z. En outre z=¢(x)=x, et donc

338



zeL(x,y). Mais cela signific que z=@(z) € @(L(x,y)), et ceci implique
L(@(x),y) c @(L(x, y)).

Réciproquement, soit u € @(L(x, y)). Alors u=q(v), ol v=x,y, et p(v)=
¢(x), e(v)=v=y. Donc u=¢(v) € L(@(x),y), cest-a-dire @(L(x,y)) <
L(q(x), y).

b) L’implication opposée est évidente.

Théoreme 7. Si @ et Y sont deux translations d’un ensemble ordonné (A, =),
alors, @ = si et seulement si @y = 1.

Démonstration. Soient =y, x € A. Alors @(y(x)) = p(Y(x)) = yP(x).
De plus, puisque @ est une translation, (¥ (x)) = y(x). Cela signifie gy = .

Réciproquement, si gy =y et x € A, alors Y(x) = @(y(x)) = @(x), c’est-a-d-
ire Yy=¢.

Théoreme 8. Si @ est une translation d’un ensemble ordonné (A, =) et si
x€A, alors I,nL(x) = L(p(x)).

Démonstration. Ona @(x)=x, @(@(x))=@(x), ainsi ¢(x) e I,nL(x). Sup-
posons b € I, nL(x). Alors b=x, b = @(b), d’olt b = @(x). De plus, il est clair que
I, nL(x) est un demi-idéal de (A, =). Donc I,nL(x) = L(@(x)).

Théoréeme 9. Pour un demi-idéal I d’un ensemble ordonné (A, =) les condi-
tions suivantes sont équivalentes : )

a) Pour tout x € A il existe k. €I tel que InL(x) = L(k:).

b) II existe une translation ¢ de (A, =) telle que I, =1.

Démonstration. 1. Soient x, ye A, x=y. Alors L(x)c L(y), donc L(k:)c
L (k,). Cela signifie k. =k,.

2. Soit xe A. Alors L(k:)c L(x), ainsi k. =x.

3. Soit xe A. Alors InL(k:) = In(InL(x)) = InL(x) = L(k.), donc
k(k,) = kx.

4. Supposons x, yeA, k.=x, y=x. Puisque xel et puisque I est un
demi-idéal, on a aussi y € I. D’ou InL(y)= L(y), c’est-a-dire L(y)=L(k,). Par
suite y =k,.

D’aprés le théoréme 6 une application ¢: A — A telle que @(x) = k. pour tout
x € A est une translation de (A, =), et trivialement, I, =I.

L’implication opposée est, d’aprés le théoreme 8, évidente.
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