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О РЕШЕТКЕ РАДИКАЛОВ КОНЕЧНОПОРОЖДЕННЫХ 
/ГРУПП 

Н. Я. МЕДВЕДЕВ 

В работе Я. Якубика [1] поставлен следующий вопрос: «Пусть Сг-конечн-
опорождённая решёточно упорядоченная группа. Может ли длина решётки 
радикалов О быть бесконечной?» В этой заметке доказано слуществование 
конечнопорождённых решёточно упорядоченных групп (/-групп) с бесконеч­
ной длиной решётки радикалов, что даёт положительный ответ на отмечен­
ный выше вопрос. 

Основные факты и определения по линейно и решёточно упорядоченным 
группам можно найти в [2] и [3], по теории групп - в [4] и [5]. 

Пусть 0ФТ - класс /-групп, обладающий следующими свойствами: 
1) Т замкнут относительно изоморфизмов; 
2) если Не Т и /^-выпуклая /-подгруппа Н, то Ке Т; 
3) если О-/-группа и если {Н} - семейство выпуклых /-подгрупп О, 

таких, что каждая Н принадлежит Т, тогда чН также принадлежит Т. 
Тогда Т называется радикальным классом [1]. Пусть Т-радикальный класс, 

тогда единственным образом определяется радикальное отображение д(Т) 
(детали в [1]), сопоставляющее каждой /-§шрре С наибольшую выпуклую 
/-подгруппы д(Т)(С)еТ, которая называется Т-радикалом /-группы О. 
Отметим, что если Н-выпуклая /-подгруппа О,тогда д(Т)(Н) = Ялд(Т) 
О) для любого радикального класса Т. Примерами радикальных классов 
являются /-многообразия [6]. 

Пусть С и С - нетривиальные группы. Полное сплетение групп О и С ([5], 
стр. 482) определяется следующим образом. Возьмём 

Ш 
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- декартову степень группы С, состоящую из всех функций ф:С—>С, 
перемножаемых покомпонентно. Далее для каждого с е С определяем отоб­
ражение 

сеС 

в себя следующим образом (3: ср-+срс по правилу: срс(у) = ср(ус) для всех 
у е С. Тогда /? является автоморфизмом группы 

ПСс 
сеС 

и множество всех таких автоморфизмов есть группа, изоморфная С Пусть Р 
- расщепляемое расширение 

иос 
сеС 

при помощи этой группы автоморфизмов. Умножение в группе Ропределяет­
ся по формуле 

( с ь ср) • (с2, \р) = (схс2, ср^хр), си с2еС\ ср, гр е 1~] Сс 
сеС 

Тогда Р называется полным сплетением групп С и С и обозначается С\УгС 
Пусть теперь С — /-группа, а С-линейно упорядочена. Определяем на С\УгС 
частичный порядок по следующему правилу: (с, ср)е С\УгС^е, если с>е 
при линейном порядке С, либо с = е и ср(с)^е для каждого се С. Непосред­
ственная проверка показывает, что относительно этого порядка СХУгС яв­
ляется /-группой. Через Ось, где с0еС, обозначим множество всех 
(е, ср) е С\УгС, удовлетворяющих условию ср(с) = е, если сФ с0. Очевидно, что 
Ось - выпуклая /-подфуппа СХУгС 

Лемма. Любую счётную I-группу С можно изоморфно вложить в I-группу 
Н с двумя порождающими, причём образ С при этом вложении - выпуклая 
1-подгруппа 1-погруппа I-группы Н. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть С=(с), В = (Ь) - бесконечные циклические 
группы. По теореме Н е й м а н а ([2], стр. 62) группа С изоморфно вложима 
в фуппу Н\ с двумя порождающими а, Ь, являющуюся подгруппой 
(С\УгС)\УгВ, причём образ С при этом вложении совпадает с Се в (С\УгС)е. 
Пусть теперь С и В линейно упорядочены, тогда (С^гС)УУгВ - /-группа 
относительно порядка, определённого ранее, причём (С\УгС)е - выпуклая 
/-подфуппа в (С№гС)1№гВ, а Се - выпуклая /-подгруппа в (С\УгС)е. Поэтому 
Се - выпуклая /-подгруппа в (С\УгС)\УгВ. По теореме Неймана Се содер­
жится в подфуппе Н\ с!(С\УгС) ХУгВ, для некоторого элемента 
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а е(С\УгС)]УгВ. Тогда тем более Се содержится в /-подгруппе Н е 
(СХУгС)(\УгВ, порождённой элементами а и Ь. Но Се - выпуклая /-подгруппа 
в (С\УгС)ХУгВ, поэтому Се - выпуклая /-подгруппа в Н. 

Теорема. Существует 1-группа Н с двумя порождающими, длина решётки 
радикалов которой бесконечна. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Покажем, вначале, что существуют счётные /-группы 
с бесконечной длиной решёткы радикалов. Действительно, как показано в [7], 
[8] существует счётая, бесконечная, строго убывающая цепь /-многообразий 

V^=>V2^...=>Vп=>Vп+^=>... (леАГ) 

Поскольку Vп =э ^ + 1 , то существуют конечнопорождённые /-группы С„, 

такие, что Спе Уп\Уп+1. Рассмотрим теперь /-группу 

= Пa, 
л є N 

являющуюся /-прямым произведением /-групп Сп. По отмеченному ранее 
каждое V (*е1У) является радикальным классом. Очевидно, что д(У§)(С„)^ 

р(К+1)(Оп) для каждых /, п е N. Далее, по выбору Оп, д(Уп)(Оп)Ф 
Ф д( Уп+\)(Сп) для каждого пеN. Используя брауэровость решётки /-идеалов 

и свойство радикала, отмеченное ранее, получаем 

[э(V)(̂ ) = е(V)(^)л(Vо„)=V(е(V)(^)Аа)=Vр(V)(а) = 

= Де(^)(а.) 

Аналогично 

Из установленных выше включений следует, что д(У{)^)=>д( У^\)(^)-
Следовательно длина решётки радикалов /-фуппы ^ бесконечна. По лемме 
/-группа ^ изоморфно вложима в /-группу Н е двумя порождающими, причём 
образ ^ при этом вложении является выпуклой /-подфуппой в Н. Поскольку 
длина решётки радикалов выпуклой /-подфуппы меньше либо равна длины 
решётки радикалов /-группы, то Н — искомая /-фуппа. 
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