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Math. Slovaca 33, 1983, No. 2, 189—198 

НЕКОТОРЫЕ СИМПЛЕКТИЧЕСКИЕ СТРУКТУРЫ 
НА КАСАТЕЛЬНОМ И КОКАСАТЕЛЬНОМ 

ПРОСТРАНСТВЕ 
ФРАНТИШЕК ГУСАРИК 

Определение симплектического пространства известно из [2]. Пусть М 
- дифференцируемое многообразие, сНт М=2п. Пусть (о - замкнутая 2-фор-
ма, которая в каждой точке многооразия М имеет постоянный класс 2п. 
Говорят, что (М, са)-симплектическое многообразие (пространство), 
а а>-симплектическая форма на М. 

Пусть М - дифференцируемое многообразие. Пусть 5Е\ ТМ^> Т*М 
- линейный морфизм над к\м. Отношением 

% № У) = ДО01(У) 
определена билинейная форма на М. Наоборот, когда (о - билинейная форма 
на М, то отношением 

Х*->1х(о, где \х(о(У) = (о(Х, У) 

определен линейный морфизм 5Еа\ ТМ^> Т*М над 1с1м. Когда (*', у') и (х, _г;) 
- локальные координатные карты на ТМ и Т*М, тогда морфизм У! в 
локальных координатацх имеет запись: 

х = х , 1г = А,у(дг)У и (о& = Лц(х) с .* '® Ах1. 

Говорят, что линейный морфизм 5Е\ ТМ—> Т*М над 1с1м симметрический, 
когда форма (о& симметрическая. 

Обозначим 5Е*Х линейную форму на 7М, определенную морфизмом 5Е и 
формой Лиувилля Я = г. Ах1 на Т*М, т. е. 

$*\(Х) = \(Т2Х), 

где Т!Е - касательное отображение морфизма %Е. 
В координатах &*к = Лу(х)у* дх'. 

Если ^регулярный морфизм, то (ТМ, дЗ?*Л) симплектическая структура на 
ТМ и морфизм 5в является симплектическим отображением симплектических 
многообразий (ТМ, <\%*К), (Т*М, с!А). 
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Лемма 1. Пусть У= у'д Эу' — поле Лиувилля на ТМ. Тогда на симплекти-
ческом многообразии (ТМ, А58 А) справедливо 

\У&58~Х = 58'Х. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Как известно, для симплектического многообразия 
(Т*М, с!А) справедливо 1ус1А = А, где У=г,Э Эг, - поле Лиувилля на Т*М. 
Используя локальное координатное выражение, легко установим, что 
Т58(У)=У. Поэтому А58'Ч(У, Х) = АХ(Т58У, Т58Х) и, следовательно, 
\у(\58*Х(Х) = \т*уЩТ58(Х)) - \у &Х(Т58(Х)) = ЦТ58Х) = 58'к(Х). 

Припомним, что гамильтоновой системой симплектической структуры 
(М, со) называем поле У на многообразии М, для которого форма [у<о 
замкнута, т. е. сПуа; = 0, где с! - символ внешнего дифференцирования. 

Пусть Г - обобщенная связность на ТМ, заданная уравнением Ау' = 
а](х, у) 6х\ Как известно (см. [1]), существует только одно Г-горизонтальное 
поле Н на ТМ, которое является дифференциальным уравнением второго 
порядка. В координатах 

Н-у'Э/дх' + а1

;(х, у)у'Э Эу'. 

Лемма 2. Необходимым у словим для того, чтобы поле Н было гамильто­
новой системой симплектической структуры (ТМ, А58'Х) является симмет­
ричность изоморфизма 58. 

Д о к а т е л ь с т в о 

3 А 
А2*к=^ У &хк л Ах1 4- А- с!/ А Ах1 

1нА^^ = [ ( ^ - ^ ) у у к + АукУ

к1\Ах'-Ачу'Ау 

*- ̂ Ч=Ш^ уук+# *к+л- Щук\ **•***•+ 
\ЭА„ „ /ЭА,к ЗАЛ к 5а1 к Л 

лдх'— А{] 6у'л6у; (1) 

Из этого уже видно, что форма А1Н &58*к = 0 для любых двух векторов и, 
следовательно, для любых двух вертикальных векторов только тогда, когда 

Когда морфизм 58 регулярный и симметрический, структура (М, со^) яв­
ляется квази-римановой структорой. 

Пусть I" - линейная связность на ТМ с уравнением Аук = Гк,](х)у) Ах'. 
Абсолютное дифференцирование формы оо^ для связности I" обозначим 
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Угй^. Как известно (см. [3]), существует только одна симметрическая линей­
ная связность, называем квази-риманова связность, для которой ЧгЫх^О. 
Тоже известно, что Уг<Ох = 0 тогда и только тогда, когда 

ЗА-
^=-А«Гк1-А«П1 (2) 

Лемма 3. Если ^В— симметрический изоморфизм, то только квази-римано­
ва связность структуры (М, о)&) является единственной симметрической ли­
нейной связностью, для которой форма Шн <!<&*& полубазисная. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из (1) вытекает, что форма с!_н (-_.?*А полубазисная, 
т. е. 6\н сЦ_?*А = 0, когда по крайней мере один из векторов X, У вертикаль­
ный только тогда, когда 5Е симметрический и 

ЭАц к , /ЭА,* ЭАЛ к Л Эа5

к к л к п ,~, 

ъ7у +(-ъ7-ъ7)у +А»ъ?у + ^ = ° <3> 
Уравнение (3) в случае, когда Г - линейная связность, т. е. когда а) = Г)ку

к, 

имеет вид 

/ЭЛ/ ЭА*_9А^ г Л И - 0 
IЭ** + Эх1 Эх' + А и / к> + А*Г>к)У ~ ° 

и справедливо для любых ук только тогда, когда 

л /г*___г«Л дАд ЭА,у ЭА1к , 

Легко установим, что (4) эквивалентно (2), и этим лемма доказана. 

Теорема 1. Если 5Е - симметрический изоморфизм, то квази-риманова 
связность структуры (М, (х)х) единственная симметрическая связность, для 
которой поле Нявляется гамильтоновой системой симплектической структу­
ры (7М, с!___?*А), и при этом фунцкия /3 = 1/2 А^у'у1 является гамильтонианом 
системы Н. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Найдём поле Х= у'Э/Эх' + А'Э/Эу', которое является 
дифференциальным уравнением 2-ого потядка, так, чтобы \х о!___?*А = — &($. 
Вычислением получим: 

ЗА• ЗА-

\х _^*А = ^ у'у" АХ' - =^2 уУ АХ" + АцА1 Ах' - А,у _ / , 
Эх ОХ 

ЛР = ^^уУйxк-АIIу'ау^. 

1*1 



Сравнивая \х с1^*А с с!/? получим: 

ЭЛ/у , к ЭЛк] I к I 1 ЭЛ к 1 к , 
Э^У'У --^ГУ'У +А,А=--^гуу 

1 ЭЛк, к у 1 ЭЛ> у * 1 ЭА,* * у 

2 \ Эх' Эх Эл:у Г у 

Если связность I" симметрическая \\ 5Е - симметрический изоморфизм, то из 
(4) вытекает, что ГЬу]ук = Л\ Этим мы доказали что \х 6^''Х = — (1/3 только 
тогда, когда поле X является полем Н, определенным квази-римановой 
связностью структуры (М, а>л). Тогда уже очевидно, что с11н сЦг?*А = 
с1( —с!/?) = 0. Этим теорема доказана. 

Пусть р - проекция расслоения р:Т*М^>М и пусть ср: М^>Т*М 
- сечение. Тогда каноническим вертикальным параллелизмом, который 
определен идентификацией \ТнТ%нМ=Т%нМ, определено вертикальное век­
торное поле 2<р на Т*М. В координатах, если 

(р: х =х', *,- = у,(х), то 

2,<р = ф,(х)Э/Э11. 

Вертикальные векторные поля на Т*М, определенные предыдущей кон­
струкцией, будем называть полями типа Ьь'. 

Пусть Т*Х - поле на Т*М, которое является продолжением поля X на М 
при помощи продолжающего функтора Т* из категории локальных дифео-
морфозмов многообразий в категорию векторных расслоений. 

Если Х= а'(х)Э/Эх', то 

Т*Х=а'(х)д/дх'—^1ъд/дъ 

Теорема 2. Пусть У - проектирующее поле на Т*М пае ро1ет X на М. 
Тогда поле У является гамильтоновой системой симплектической структуры 
(Т*М, о1 А) тогда и только тогда, когда существует поле 2^ типа У так, что 

У=Т*Х+2<Р, 

где ф - замкнутая форма Пфаффа на М. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть У = а'(х)Э/Эх' + Л,(х, 7.)Э/Эт.,. Тогда 1Уо!А = 

А, с!*' - а1 с1г, и 

сПу с1А=-г—/ си'лс.дг' Ч--г—-' с!г,лс1д;' — — 7 с1дгулс1г.. 
Эх' Эт., Эх1 
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Следовательно, сНус1Я=0 только тогда, когда 

___•____• Э А = _ < _ _ 

Эх1 "Эх19 Эг>" Эх' 

Так как функции а1 зависят только от (х\ ..., хп), то 

А / = - ^ г,+ <?,(*) (5) 

и следовательно, К = Т * Х + 2 ^ . Следует ещё указать, что форма ф(х) = 

фг(х) (\х' замкнута, т .е . 6ф = 0. Если рассмотрим (5), то условие -—-•' = ——̂  

справедливо только тогда, когда 

*2Л ъ™. т&Л Э а' дф> _ _ Э а1 , дфк 

х1 Эхк * ' 

Из этого можно вывести, что 

" Ә*' Эxk Zi + Эxk Эx" Эx' Zj~ Эx' 

Эфi _Эą>k 

Эx" ~ Ә.ť 

и этим теорема доказана. 

Лемма 4. Для любово проектирующего поля У, которое является гамиль-
тоновой системой симплектической структуры (Т*М, с1Я), 5р^аVеШ^Vо 

1У6Х = -6(Х(У))+Т*р(ф), 

где ф замкнутая форма на М, определенная полем У, и Т*р(ф) форма на 
Т*М. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть У=Т*Х+2.<Р. Легко установим, что Х(Т*Х) = 
Я(У). Поэтому 1Ус1Я = -т>х+^с1Я = 1г*х АХ + х^АХ = -А(Х(Т*Х)) 
+ г^йьлЛх' = -А(Х(У)) + ф*(х)Ах' = -с!(Я(У)) + Т*р(ф), где Т*р 
— кокасательное отображение проекции расслоения р: Т*М-^>М. 

Пусть Г - обобщенная свазностьь на Т*М. Тогда абсолютным дифферен­
цированием линейной формы у на М для связности Г (см. [4]) называем 
отображение Vу: ТМ—> УТ*М, определеное отношением Vу(X) = Уху 
= VгТу(X), где Уг - морфизм связности Г, т . е . уг:ТТ*М—• УТ*М. В 
координатах, если А^ = а^(х, -) Ах} - уравнение связности Г, то координат­
ным выражением морфизма связности является 

уг: х = х 

Ъ = Ъ 
% = т;-ац(х, -)%', 

где (х, т.,, !='', ту) - локальные координаты на ТТ*М. 
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Если сечение у: М—» Т{М имеет координатное выражение 

у: х = х 

г. = у,(дг), 

то, используя каноническую идентификацию IУу ( т )ТтМ—• Т„М, получим 
отображение 1Уу: 7М—> Т*М, которое в координатацх имеет запись: 

' Эу 
= *'> z, = ^-(i,}(x, z, = ү,)Jÿ. 

Линейный морфизм 1Уу будем обозначать У\\ ТМ—• Т*М и билинейную 
форму на М, определенную морфизмом ^Ег

у, будем обозначать соу. Обозначим 

А„=^-щ(х, у). 

Тогда сОу = Ач о!дг'®о!д:;. Говорят, что сечение у Т-регулярное, или же Г-сим-
метрическое, когда форма соу регулярна, или же симметрическа. 

Если у Т-регулярное, то (ТМ, с1(^у)*Я) является симплектическая структу­
ра, симплектически изоморфна с (Т^М, с1Я). 

Пусть у Т-регулярное. Пусть У - векторное поле на М, для которого 
справедливо &Г

У(У) = у. Используя продолжающий функтор Т и Т*, получим 
поля ТУ и Т*У. Из теоремы 2 уже известно, что поле Т*У является 
гамильтоновой системой симплетической структуры (Т*М, о!Я). 

Теорема 3. Поле Тс/ является гамильтоновой системой симплектической 
структуры (ТМ, о!(^у)*Я) тогда и только тогда, когда 

Т2у(ТУ)=Т*</ 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как симплектические структуры (ТМ, с1(^у)*Я) и 
(Т*М, с1Я) симплектически изоморфны, то доказательство теоремы эквива­
лентно доказательству того, что поле Т^Г

У(ТУ) является гамильтоновой 
системой симплектической структуры (Т*М, с1Я). В координатах поле 
У=А' укЭ/Эх', где А'к - обратная матрица для матрицы Ац. Тогда 

Т ^ = А ' * у * Э ' Э л : ' Ч Э ( ^ Г / с ) УЭ Эу'' 
Эх1 у 

Т*У=А,кукд/дх!-Э^ / ^ 2,Э Эг/ 
Э.г 

ТХ(ТУ) = А'кукЭ/дх' + ( | ^ ' у'Ак"уи + А„ Э(*Ук) / ) э Э-, 

Поле Т^ЕГ

У(ТУ) проектирующее над полем У и поэтому из теоремы 2 выте­
кает, что оно является гамильтоновой системой симплектической структуры 
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(Т*М, _Я) тогда и только тогда, когда существует поле 2~ типа Ь", опреде­
ленное замкнутой формой <р на М так, что 

Т25СПГ)=Т*&+2, (6) 

В координатах (6) имеет вид 

/ЭЛ_ .*„ ^ . д(А*ук)\ , Э(А"*у«) „ . , , , , , , 

Из (7) вытекает, что <р,(дг) = 0, и этим теорема доказана. 
Конструкцией полей Т*Х на Т*М и любой точкой И е Т*М определено 

отображение <рЛ: ^
1ТМ)рн-+ТнТ*М следующим образом: Пусть 

ие^1ТМ)рн. Существует локальное векторное поле X: М—> ТМ так, что 
\рнХ=и. Положим ^)и(и)=Т*X(Н). В координатах, пусть Н = (х, г,), тогда 
<рЛ: (.*', я', а)) —> (.*;', г,, -7', — а)ъ). Пусть Т - обобщенная связность на ТМ, 
т .е . Т:ТМ—>/ !ТМ. Тогда ^)ноГ: ТрИМ —> ТНТ*М. В координатах, пусть 
Т: (*', у') -> (.*', у', / = «;:(х, у)). Тогда для Н = (х', г,) имеем 

<рЛоТ: (*', / ) - > ( * ' , г„ / , -а)(х, у)ъ). 

Из этого вытекает: 

Лемма 5. Отображениями <рЛоТ определена на Т*М связность тогда 
и только тогда, когда связность Г линейна. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Отображения <рл о Т являются линейными тогда и толь­
ко тогда, когда а)(х, у) = Г)к(х)ук. Из этого вытекает утверждение. 

В случае, когда Т линейная связность на ТМ, связность на Т*М, порождае­
мую отображениями <р/,оТ, будем обозначать Т*Г. В координатах, если 

с1/ = Г)ку
к 6х} — уравнения связности Т, то 

с!г/= — Г)к& &хк —уравнения связности Т*Г. 
Т-симметрическим и Т-регулярным сечением определена квази-риманова 

связность х структуры (М, соу), для которой символы Кристоффеля выте­
кают из условия (4) и 

г»-- лик(ЭЛ{5 ЭА1к ЭЛк5\ 
1 и ' 2 А \Эхк Эх5 ЭхЧ ( 8 ) 

Теорема 4. Пусть сечение у: М—> Т*М Г-симметрическое и Г-регулярное 
и пусть у - замкнутая форма на М. Тогда поле Т^у(Т^) является гамильто-
новой системой структуры (Т*М, с!Я) тогда и только тогда, когда горизон­
тальные подпространства, определенные связностью Т*х, которая индучиро-
вана квази-римановой связностью х структуры (М, о)у), являются касатель­
ными подпространствами подмногообразия у(М) с Т*М. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . В случае, когда <р,(л;) = 0, отношение (7) справедливо 
тогда и только тогда, когда 

| ^ Л А " У и + Л ^ у . + Л Ж ^ + ̂ СгИ,„ + Эх Эх Эх Эх 

+ А"к^Ат = 0. 
Эх 

Из условия А,,А"к = дк вытекает 

| % д . . + д,"ľ.„. 
Эx Эx 

Тогда 

+ Л - Л " А | ^ = 0. 

Эх 

В случае, когда у Г-симметрическое сечение, последнее уравнение имеет вид 

/ЭА-, ЭАис ЭАк5\ ки Эу,- Эу-

(э?-э^-^) Л ^+э7+э^ = 0-
Если используем (8), то получим 

В случае, когда у - замкнутая форма, наконец получим 

-Пу»=1±. (9) 

Связность Т* х на 7* М определена уравнением 

(1г.-= -Пги4х' (10) 

Сравнением отношеный (9) и (10) теорема доказана. 
Пусть у: М—> Т * М - замкнутая 1-форма на М. Тогда Т*р(у) тоже замкну­

тая 1-форма на Т*М. Пусть 2ГУ: Т*М—> УТ*М - вертикальное векторное 
поле на Т*М, определенное каноническим вертикальным параллелизном на 
Т*М. 

Лемма 6. В симплектической структуре (Т*М, с!Я) справедливо 

[гуЫ = Т*р(у). 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . ~у = у{Э1Эт.1, Т*р(у) = у< дх', тогда 12у с1Я = у, о!.*'. И 
этим лемма доказана. 

Пусть у Г'-симметрическая форма на М. Обозначим 

Р=\А^Ъ 

функцию на Т*М, определенную формой соу = А,у (\х'(2)дх;. Тогда 

1 ЭА/у 

с!^ = - — г 7.&1 &хк + АЧ1г <3гу. 

Пусть I7 - векторное поле на Т*М, для которого 1Рс1Я=с1/3. Если 
_Р= а'(х, г)Э/Эх' 4- А,(д:, г)Э/Эг/, то 1/г с1Я = А,<\х1 + а' д&. Поэтому 

Л 1 Э Л " < Л * 

2 Э - ^ ад'' д = - А гу -

Припомним, что Р является геодезическим потоком финслеровой структуры, 
определенной функцией /3 на Т*М (см. [2]). 

Теорема 5. Пусть у Г-регулярная и Г-симметрическая замкнутая форма на 
М. Тогда 

[~У,Р] = -Т*У 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 

1 а д у 
[~У, Р] = [у,Э/Эг„ -А'уг/Э/ЭУ + - - ^ г ^ Э / Э г , ] = 

= -АУ>Э/Эх* + ̂ К укуЭ/Эъ + | ^ А^-Э/Э-ГА = ол: а* 

= - А*у<Э/Эх' + ( | ^ у Л у + А \ | 4 ) э / Э г . = - Т * ^ . 

Когда (М, со) симплектическая структура, то известно, что скобка Пуассо­
на (а,/3) = ^([Xа, Хр]). При этом ^ - изоморфизм ^: 7М—> Т*М, где 

^(xа) = а, ^(x(^) = р и ь(Х) = 1ха>. 

Лемма 7. В симплектической структуре (Т*М, о!Я) для скобки Пуассона 
(Т*р(у), 6(3) в случае, когда у Г-регулярная и Г-симметрическая замкнутая 
форма на М, справедливо 

(Т*р(у),Щ = й(ЦТ*У)). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из леммы 7 вытекает, что 1^ с1Я = Т*р(у) а по предпо­
ложению 1гс1Я = с1/?. Тогда используя теорему 5 и лемму 4, получим: 
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(T*p(y), d/3) = i|Zy,F|dA= -ÍT-.,dX=d(X(T*</)). 
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