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Math. Slovaca 35,1985, No. 2,199—210 

ZUR MENGENTHEORETISCHEN 
DARSTELLUNG GEWISSER PRIMIDEALE 

STEFAN SOLeAN 

Das „klassische Kurvenproblem" gehört zu anspruchsvollen Problemen, die 
einen grossen Arbeitseinsatz erfordern. L. Kronecker formulierte es als Erster 
(1882): „Jede algebraische Varietät im rc-dimensionalen Raum ist ein Durch
schnitt von höchstens n + 1 Hyperflächen". Weitere Studien der Problematik 
orientierten sich auf: 
(a) Verminderung dieser Grenze, 
(b) Bestimmung der Bedingungen, unter denen diese Grenze minimal ist. 
Die vorliegende Arbeit ist ein Beitrag zu (b). In der algebraischen Sprache kann 
man das Problem folgendermassen formulieren: Es sei a ein r-dimensionales Ideal 
in einem ri-dimensionalen kommutativen noetherschen Ring A. Gibt es s = n — r 
Elemente au ..., as aus a derart, dass die Radikale von a und (au ..., as) gleich 
sind? Wenn es solche gibt, dann ist a mengentheoretisch ein vollständiger 
Durchschnitt (siehe Definition 3.1). 

Das Ziel der vorliegenden Arbeit besteht darin, gewisse Ergebnisse, Untersu
chungen und Methoden der Arbeiten [1,3] zu analysieren und zu vereinfachen. 
Als das Hauptergebnis geben wir hier einen neuen Beweis des Satzes 3.2. Dieser 
Satz wurde von R. Achilles und W. Vogel in [1] als eine Folgerung eines allgemei
neren Ergebnisses bewiesen ([1], Satz 1). Dieses Ergebnis wurde in [3] und mit 
dem neuen Beweis auch in [1] bewiesen. Die beiden Beweise arbeiten mit dem 
starken und viel zu abstrakten mathematischen Apparat und benutzen ein starkes 
Ergebnis von [3] („Generalized Cutting Lemma for O"). Unser Beweis meidet 
dieses Ergebnis durch die Konstruktion der Elemente mit speziellen Eigenschaften 
(siehe Lemma 3.3, Proposition 3.4 und Proposition 3.5). 

An dieser Stelle möchte ich Herrn Prof. W. Vogel und Herrn Dr. J. Stückrad für 
die hilfreiche Anleitung und für die wertvollen Gespräche bei der Anfertigung 
dieser Arbeit danken. 

1. Die Parametersysteme und die Multiplizität 

Mit (A, m) bezeichnen wir einen lokalen Ring A (noethersch, kommutativ mit 
Einselement) mit seinem einzigen maximalen Ideal m. Die kleinste Anzahl der 
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Elemente, die ein beliebiges m-primäres Ideal q in A erzeugen, heisst die 
Dimension des Ringes A und wird durch dim (A) bezeichnet. (Siehe z.B. [2].) Die 
Dimension eines Ideals a in A definieren wir als die Dimension des Ringes A/a. 
Mit Spec (A) bezeichnen wir die Menge aller Primideale des Ringes A und mit 
Ass(a) die Menge aller Primideale, die zu a assoziiert sind. 

Weiter sei 

Assh(a) = {pe Ass(a); dim(p) = dim(a)}. 

Das Supremum der Längen von Primidealketten 

p0 CT p i CZ . . C pk = p 

in A heisst die Höhe des Primideals p in A und wird durch ht(p) bezeichnet. Für 
ein beliebiges Ideal a in A definieren wir die Höhe 

ht (a) = inf {ht (p); p e Spec (A), p^a}. 

Definition 1.1. Ein System {au ..., ad} der Elemente von p in einem d-dimen-
sionalen lokalen Ring (A, m) heisst ein Parametersystem, wenn q = (au ..., ad) ein 
m-primäres Ideal ist. Ein m-primäres Ideal q, das von einem Parametersystem 
erzeugt wird, heisst ein Parameterideal. 

Lemma 1.2. Es seien (A, m) ein d-dimensionaler lokaler Ring und au •••- a<t 
Elemente aus m. Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent: 

(a) die Elemente au ..., ad bilden ein Parametersystem in A 
(b) öi, ..., ad erzeugen ein m-primäres Ideal 
(c) dim(A/(ai, ..., a,)) = d — i für jedes i = 1, ..., d 
(d) ai^p für alle pe Assh((ai, ..., aj-i)) und für jedes i = 1, ..., d (für i= 1 setzen 

wir (ai, ..., a,_i) = (0)). 

Für den Beweis dieses Lemmas und weitere Eigenschaften der Parametersysteme 
siehe z.B. [6], 

Lemma 1.3. Es seien (A, m) ein lokaler Ring und a ein Ideal in A mit 
dim (A/a) <dim (A). Es seien xu ..., xr Elemente aus m derart, dass die Bilder i, 
von Xi in der kanonischen Projektion A—> A/a ein Parametersystem in A/a bilden. 
Dann existieren r Elemente yu...,yr aus m derart, dass sie ein Teil eines 
Parametersystems in A bilden und für die Bilder y von y( in A/a gilt y = i, für 
jedes / = 1 , ..., r. 

Beweis . Wir benutzen Induktion. Es sei das Lemma für i—\ richtig. Wir 
finden ein Element yi9 i^r, derart, dass ytip für jedes p e Assh((yi, ..., y,-i)) und 
y( + a= Xi-\- a. Es sei 

{pi, ..., pfc} = {peAssh((yi, ..., y.-i)); x, £p} 

und 

{Pk+i, ...,pt} = {peAssh((yt, ..., y,-i)); xt€p}. (1) 
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Wir zeigen zuerst, dass 

anpin...npk£pk+iU...upt. (2) 

Angenommen (2) gilt nicht, dann ist a^p} oder pm ^PJ für gewisse me{l, ..., k}, 
je{k + l, ...,t} (z.B. nach [2], Satz 1.11). Infolge dim(pm) = dim(pt) und (1) kann 
nur der Fall acpf sein. Da p^(yu ..., yt-t), gilt dann 

Pi^(a,yu ...,yi-1) = (a,x1, . . . , x H j 

und 

dim(A)-i + l= dim(A/(yu ...,yi-i)) = dim(A/pJ^ 
^dim(A/(a, xu ...,xi-1)) = dim(A/a)-i+1 

und damit dim(A)^dim(A/a) im Widerspruch mit der Voraussetzung 
dim (A) > dim (A/a). Also gilt (2). 

Dann existiert ein Element ZieanpiD...npk derart, dass Zi&Pi für alle j = 
k + 1, ...,*t. Für das Element yt = Zi + x« gilt dann y{£p für alle 
peAssh((yu ...,yi-i)), wobei yi + a = xi + a Nach Lemma 1.2 ist dann auch Lem
ma 1.3 bewiesen. 

Lemma 1.4. Es sei (A, m) ein d-dimensionaler lokaler Ring, der der folgenden 
Bedingung genügt: 

(E) Für jedes Ideal a in A gilt: ht(a) + dim(a) = dim(A). 
Wenn die Elemente au ..., ar, r^d, ein Teil eines Parametersystems in A 

bilden, dann gilt für jedes isolierte Primideal p, das assoziiert zu (au ..., ar) ist, dass 

dim(p) = dim((ai, ..., ar)), 

d.h. peAssh((ai, ..., ar)). 
Bewe i s . Nach Lemma 1.2 ist dim((au ..., ar)) = d- r. Da p das Ideal 

(au ..., ar) enthält, ist d i m ( p ) ^ d - r. Anderseits folgt nach [6], Vol. I., Chap. IV, 
Theorem 30, ht (p)^r. Daraus bekommen wir dim (A) - dim (p) ^ r und d-r^ 
dim(p). Also gilt 

dim(p) = d- r = dim((ai, ..., ar)). q.e.d. 

Es seien (A, m) ein lokaler Ring mit dim(A) = d und q ein m-primäres Ideal in 
A. Für eine genügend grosse ganze Zahl n ist die Länge lA(A/qn) des artinschen 
A-Moduls A/qn ein Polynom 3>q(n) des Grades d (Hubert—Samuelsches Poly
nom) und es gilt 

&,(n) = e0(q, A)- (" + '*) + ... + (-l)d • ed(q, A). 

Die Koeffizienten e,(«7,A) des Polynoms ^,(n) sind ganzeZahlen und eo(q,A)>0. 
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Definition 1.5. Die ganze positive Zahl e0(q, A) heisst die Multiplizität des 
(m-primären) Ideals q. (Siehe dazu z.B. [6], Vol. IL, Chap. VIII, §9 und § 10 ) 

Lemma 1.6. Es seien (A, m) ein d-dimensionaler lokaler Ring und 
q = (au ..., ad) ein Parameterideal in A. Dann gilt 

eo(q,A) = ̂ e0(q + p/p,A/p)- e0((au ..., at) • Ap, Ap) 
p 

wo p alle Primideale der Höhe ht(p) = i aus Assh((öi, ..., a<)) durchläuft. 
Für den Beweis dieses Lemmas siehe [4], Satz 24.7 (Associativity Formula). 

2. Homogene Parametersysteme und Oberflächenelemente 

Es sei Gra(A) der assoziierte graduierte Ring des Ringes A bezüglich des Ideals 
aczA. (Für die Definition und die elementaren Eigenschaften siehe B [6], 
Vol. II, Kap. VIII.) Mit ina(x) bezeichnen wir die Anfangsform von x in Gr a(A), 
d.h. die Restklasse von x in a'7au+1, wo v = v(x) die Ordnung von x bezüglich a 
ist. Für ein Ideal ftczA bedeute ina(b) das von allen Anfangsformen ina (x) mit 
xeb erzeugte homogene Ideal in Gr a(A) (das Anfangsideal des Ideals b). 

Wie es leicht aus der Definition des Anfangsideals folgt, gilt: 

Lemma 2.1. 

(a) Gra+b/b(A/b) = Gva(A)/ina(b) 
(b) wenn frczc, dann ina (fr)czina(c) 
(c) ina (b) - ina (c) cz ina (b • c), speziell ina (b)n cz ina (bn) 

(d) ina(b) + ina(c)<=ina(b + c) 

B e m e r k u n g 2.2. Für die Dimension eines lokalen Ringes (A, m) und seinen 
assoziierten graduierten Ring Grfl(A) bezüglich eines m-primären Ideals q c A gilt 

dim(Grf l(A)) = dim(A), 

für das einzige homogene maximale Ideal infl(m) in Grfl(A) gilt ht(inf l(m)) 
= ht(m) und damit auch 

dim (Grfl (A)in<I(m)) = dim (A), 

dies folgt z.B. nach [5]. Daraus folgt dann, dass für ein homogenes Ideal 
aczinf l(m) in Grfl (A) gilt 

dim (a • Grfl (A)inq(„.)) = dim (a) . 

Definition 2.3. Es sei Grfl(A) der assoziierte graduierte Ring des d-dimensiona-
len lokalen Ringes (A, m) bezüglich eines m-primären Ideals q. Ein System von d 
homogenen Elementen xu ..., xd aus infl(m) heisst ein homogenes Parametersy-
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stem, wenn die Elemente xt - Grq(A)inq(m) ein Parametersystem in Grq(A)inq(m) 

bilden. 
(Nach den obigen Bemerkungen ist es genau dann, wenn 

dim((xi, ..., *,-)) = dim (Gr,(A)) — i = d-i 

für jedes / = 1, ..., d.) 

Lemma 2.4. Es seien (A, m) ein lokaler Ring, q ein m-primäres Ideal und 
fli, ..., üi Elemente aus q derart, dass 

dim (Grq (A)/(in4 (ai), ..., in, (a,))) = dim (Gr„ (A)) - /. 

Dann 

dim (A/(ai, ..., «,)) = dim (A) - /. 

Beweis . Da inq(a,)einq(ai, ...,«,) für j=l, ..., /, gilt (inq(ai), •.., infl(a.))cz 
inq(ai, ..., üt). Nach Lemma 2.1 und Bemerkung 2.2 ist dann 

dim(A/(ai, ..., at)) = dim(Grq/(au.,ai)(A/(au ..., «,))) = 
= dim(Gr<I(A)/infl(fli, ..., o,-))^ 

^ dim (Gr,(A)/(inq (ai), ..., inq (a,))) = dim (Grq (A)) - i = dim (A) - /. 

Da das Ideal (au ..., at) durch / Elemente erzeugt ist, gilt dim(A/(öi, ..., a,)) ^ 
d i m ( A ) - /. 

Damit ist das Lemma bewiesen. 
Kürzer kann man die obige Aussage so formulieren: wenn die Anfangsformen 

der Elemente a, einen Teil eines homogenen Parametersystems in Gr„(A) bilden, 
so bilden die Elemente at einen Teil eines Parametersystems in A. 

Definition 2.5. Ein Element x eines lokalen Ringes (A, m) heisst ein Ober
flächenelement (des Grades s) bezüglich eines m-primären Ideals q, wenn 
x e qs — qs+1 und es existiert eine nichtnegative ganze Zahl c derart, dass 

(qn:(x))nqc = qn~s 

für alle genügend grosse n. 
Mit den Ideen aus [6] und [4] kann man weitere charakteristische Eigenschaften 

der Oberflächenelemente formulieren: 

Lemma 2.6. Es seien (A, m) ein lokaler Ring, q ein m-primäres Ideal und 
x e A ein Element mit x e qs — qs+1. Dann sind die folgende Aussagen äquivalent: 

(a) x ist ein Oberflächenelement (des Grades s) 
(b) wenn a + 0 ein homogenes Element in Grq (A) mit a • in, (x) = 0 in Gr, (A) ist, 

dann ist die Ordnung v(a) von a bezüglich q kleiner als c. 
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(c) infl(x) ist in keinem von denjenigen Primidealen enthalten, die assoziiert zum 

Nullideal in Grq(A) sind und die das Ideal inq(q)= ®(qn/qn + l) nicht 
n 0 

enthalten. 

Lemma 2.7. Es seien (A ,m) ein d-dimensionaler lokaler Ring mit unendlichem 
Restklassenkörper A/m und q ein m-primäres Ideal in A. Es sei (bu ..., bd) cz <j ein 
Parameterideal in A derart, dass die Bilder bl der Elemente b, in A/(bu ..., bt i) 
Oberflächenelemente ersten Grades bezüglich q/(bu ..., bt i) für alle / = 1, ..., d 
sind. Dann gilt 

e0((bu ..., bd), A) = e0(<7, A). 

Beweis . Es folgt unmittelbar aus dem Beweis des Theorems 22 in [6], Vol. II, 
Kap. VIII, §10. 

3. Die mengentheoretische Darstellung 

Definition 3.1. Es sei A ein kommutativer noetherscher Ring (mit Einsele
ment). Ein Ideal a cz A ist mengentheoretisch ein vollständiger Durchschnitt, wenn 
s =dim(A) — dim(a) solche Elemente au ..., as existieren, dass die Radikale von 
Idealen a und (au ..., as) gleich sind. 

Satz 3.2. Es sei (A, m) ein lokaler (noetherscher) Ring mit unendlichem 
Restklassenkörper A/m, der der folgenden Bedingung genügt: 

(E) Für jedes Ideal a cz A gilt: ht (a) + dim (A/a) = dim (A). 
Es sei p ein Primideal in A mit h t (p )>0 . Wenn r Elemente xu ..., xr aus m 

existieren so, dass diese ein Parametersystem in A/p bilden und es gilt 

^o((p, xu ..., xr), A) = e0((p, xu ..., xr)/p, A/p) • e0(p'Ap, Ap), 

dann ist p mengentheoretisch ein vollständiger Durchschnitt. 
Für den Beweis dieses Satzes brauchen wir noch einige Hilfsätze. 

Lemma 3.3. Es sei (A, m) ein lokaler Ring, der der Bedingung (E) genügt. Es 
seien peSpec(A) mit h t ( p ) > 0 und xu ..., xr Elemente aus m derart, dass ihre 
Bilder xu ..., xr in A/p ein Parametersystem bilden. Bezeichnen wir noch 
q = (p, x\, ..., xr). Dann existieren r Elemente x[, ..., x'r aus m derart, dass 

(a) infl(x{), ..., inq(x'r) ein Teil eines homogenen Parametersystems in Grq(A) 
bilden 

(b) inq(x'i)e q/q2 = inq(q)1 für jedes i=\, ..., r 
(c) (x'i + p)/p = (xi + p)/p für jedes i= 1, ..., r 
(d) (p, X'U ..., X'r) = (p, XU ..., Xr) 

(e) x[,..., x'r ein Teil eines Parametersystems in A bilden. 
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Beweis . Zuerst beweisen wir die Aussagen (a) und (b). 
Da das Ideal qn durch alle Produkte der Elemente einer (endlichen) Basis des 

Ideals q des Grades n erzeugt wird, ist der Ring Gr f(A) durch die Bilder der 
Basiselemente von q in q/q2 erzeugt: 

Grq(A) = A/q[q/q2] = A/q[(p + q2)/q2,xl, ...,JC-] = 

= A/q[in f(p)i, in f(xi), ..., inq(xr)], 

wo (p +q2)/q2 = inq(p)i die erste graduierte Komponente des homogenen Ideals 
in f(p) ist. Dann ist der Ring Gr f(A)/in f(p)i • Gr f(A) ein homomorphes Bild des 
Ringes Alq[Tu ..., Tr] von r Unbestimmten über A/q. Da dim(A/q) = 0, gilt 
dim(Gr f(A)/in f(p)i • G r f ( A ) ) ^ r . Anderseits erhalten wir aus inf(p)i • Grf(A)cz 
in f(p), dass 

dim(Gr f(A)/in f(p)i • Grf (A))^dim(Gr f(A)/ in f(p)) . (3) 

Weiter bekommen wir aus dem Isomorphismus 

Grf (A)/inf (p) = Grf /p( Alp) 

nach Bemerkung 2.2 und nach der Bedingung (E), dass 

dim (Grf (A)/inf (p)) = dim (Alp) = r 

und nach (3), dass dim(Grf (A)/inf (p)i • Grf ( A ) ) ^ r. Mit der obigen Ungleichheit 
gilt also 

dim(Gr f(A)/in f(p)i • Gr f(A)) = r. 

Im r-dimensionalen lokalen Ring 

(Grf (A)/inf (p)i • Grf (A))in„(m) 

erzeugen die Bilder von in f(xi), ..., inf(jcr) ein Ideal, das zu dem maximalen Ideal 
primär ist; darum bilden sie ein Parametersystem. Nach Lemma 1.3 existieren 
Elemente zu •••> zr aus inf(p)i derart, dass die Elemente y, = z, +inf(jct) einen Teil 
eines Parametersystems in Grf (A)i„,(m), also einen Teil eines homogenen Parame
tersystems in Gr f(A) bilden. Da z, und inf(jc.) homogene Elemente des ersten 
Grades sind, die Elemente y, sing auch aus inf(p)i und Elemente JC! existieren 
derart, dass inf(jc!) = yl. Damit sind die Aussagen (a) und (b) bewiesen. Die 
Aussagen (c) und (d) folgen aus der Konstruktion der Elemente JC J, die Aussage (e) 
folgt aus (a) nach Lemma 2.4. 

Proposition 3.4. Es sei (A, m) ein lokaler Ring mit unendlichem Restklassen
körper Alm, der der Bedingung (E) genügt. Es seien p ein Primideal in A mit 
ht(p) = s>0 und {JCI, ..., jcr} ein Parametersystem für Alp. Es sei weiter 
q = (p,xi, ..., jcr). Dann existieren s Elemente au ..., as aus p derart, dass das 
Folgende gilt 
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(a) inq(«i), ••> in„(a5), in„(xi), ..., inq(xr) bilden ein homogenes Parametersystem 
in Grq(A), das in inq(q)! = q/q2 enthalten ist 

(b) inpAp(«i), ..., inp AP(ÖS) bilden ein homogenes Parametersystem in Grp Ap(Ap), 
das in inp Ap(p • Ap)i enthalten ist 

(c) fl« • Ap/(öi, ..., fl.-i) * Ap ist ein Oberflächenelement des ersten Grades be
züglich p - Ap/(fli, ..., fl.--i) • Apin Ap/(fli, ..., fli-i). • Ap für jedes i= 1, ..., 5. 

Beweis . Nach Induktion konstruieren wir Elemente, die (a) und (c) erfüllen. 
Die Aussage (b) folgt aus (c) nach Lemma 2.6, (c). 

Nach Lemma 3.3 können wir annehmen, dass die Elemente x, so gewählt 
wurden, dass inq(xi), ..., inq(xr) einen Teil eines homogenen Parametersystems in 
Grq(A) bilden, d.h. 

dim (Grq(A)/(inq(xi), ..., inq(xr))) = dim (Grq(A)) - r. (4) 

Für i= 1 sei 5̂ i = Assh((inq(xi), ..., inq(xr))). Wir zeigen, dass für jedes Primideal 
p ' e ^ i gilt: p ' i i n q ( p ) i . Nach dem Beweis von Lemma 3.3 ist 

dim((inq(p)i,inq(xi), ..., inq(xr))) = 0 

und für jedes Ideal p'e:fi ist 

dim(p') = dim((inq(xi), ..., inq(xr))) = dim(Grq(A)) - r = 
= dim (A) - r = s > 0 

nach (4) und Bedingung (E). 
Wäre p ' ^ in q (p ) i , dann müsste aus 

p'i2(inq(p)i,inq(xi), ...,inq(x r)) 

auch dim(p') = 0 folgen, im Widerspruch mit dim(p') = s > 0 . Für jedes p'e:fi gilt 
also p ' ^ in q (p ) i und auch 

p'ninq(p)i9-inq(p)i. 

Daraus folgt nach Nakayama's Lemma, dass 

(p'ninq(p)i) + inq(m) • inq(p)i =»-= inq(p)i 

und weiter 

(p'ninq(p)i/inq(m) • inq(p)iczinq(p)i/inq(m) • inq(p)i. 

Die Abbildung A-->Grq(A), a*-^inq(a) bildet p/m p surjektiv auf 
inq(p)i/inq(m) • inq(p)i. Da (p'ninq(p)i)/inq(m) • inq(p)i echte Untermodulen von 
inq(p)j/inq(m) • inq(p)i sind, sind ihre Urbilder up' echte Unterräume (endliche 
Anzahl) von dem Vektorraum p/m • p über unendlichem Körper A/m. 

Sei nun Sf[ die Menge aller Primideale p ' , die mit dem Nullideal in Grp Ap(Ap) 
assoziiert sind und d im(p ' )>0 . Dann p ' ^ i n p Ap(p • Ap)i = p • Ap /p2 • Ap für jedes 
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Primideal p'eSfl, da dim(inpAp(p • Ap)i • Grp A p(Ap)) = 0. Daraus folgt, dass 
(p'np • Ap)/p2 • Ap(=p • Ap /p2 • Ap für jedes p ' eSF[ (als Ap /p • Ap-Moduln) und 

(p' + p2 • A p ) n p • APT--p • A p 

(als Ap-Moduln). Wenn wir die Restriktion von (p ' + p2 • A p ) n p • Ap in A„ auf A 
durch rp' bezeichnen, dann rp'czp und Tp'np^p. Daraus folgt nach Nakayama's 
Lemma, dass 

(Tp'np) + m p+p 

und 

Tp'np/m • pczp/m • p. 

Die Unterräume up' (für p ' e ^\) und Tp'np/m • p (für p ' e Sf[) bilden eine endliche 
Menge von echten Unterräumen des Vektorraums p/m • p über unendlichen 
Körper A/m. Darum ist das Komplement der Vereinigung dieser Unterräume 
nicht leer. Wenn wir nun ai + m • p aus diesem Komplement wählen, dann ist 
in q (a i )^p ' für jedes p'e&)\ und in p A p ( a i ) ^p ' für jedes p'eSf[. Die Elemente 
infl(xi), ..., inq(xr), inq(ai) bilden einen Teil eines homogenen Parametersystems 
und das Element ai • Ap ist ein Oberflächenelement ersten Grades bezüglich p • Ap 

in Ap nach Lemma 2.6, (c). 
Es sei nun die Aussage für alle i<s bewiesen. Es sei Sfs = Assh((inq(jci), ..., 

inq(xr), in,(ai), . . . , inq(as_i))). Nach Induktionsvoraussetzung gilt für jedes p' eSfs: 

dim(p') = d i m ( G r q ( A ) ) - r - s + l = l. 

Da p ' das Ideal (inq(jci), ..., inq(xr)) enthält, kann inq(p)i in p ' nicht enthalten sein 
(sonst wäre dim(p') = 0, was einen Widerspruch ist, ähnlich wie bei i = l). Die 
Elemente ai • Ap , ..., as_i • Ap bilden den Teil eines Parametersystems in Ap, also 
für a = (a\, • Ap, ..., as_i • Ap)czAp is d im(a)= 1. Da 

Grp.Ap/a(Ap/a) = Grp.Ap(Ap)/inpAp(a), 

ist auch dim(inp.Ap(a))= 1. 
Setze nun Sf's = {p' e Ass(inp. Ap(a)); dim(p') > 0}. Dann ist dim (p') = 1 für jedes 

p ' e $f's. Daraus folgt, dass p ' z6 p • Ap /p2 • Ap wie bei i = 1. Nach der Konstruktion 
aus dem ersten Induktionsschritt (der Fall i = l) existiert ein Element as derart, 
dass 

dim((inq(xi), ..., inq(jcr), inq(ai), ..., inq(as))) = 0. Da dim(Grq(A)) = dim(A) = 
r + s, bilden die obige Elemente ein homogenes Parametersystem in Grq(A). Das 
Element as hat auch die Eigenschaft (c) nach Lemma 2.6, (c). Damit ist die 
Proposition 3.4 bewiesen. 
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Proposition 3.5. Es seien (A, m), p, q und xu ..., xr wie in Proposition 3.4 und 
al9 ..., asep die Elemente aus der Aussage (a) dieser Proposition. Dann existieren 
r + s Elemente bu ..., br+s aus q' = (a\, ..., as, X\, ..., xr) derart, dass die Bilder b, 
der Elemente b, in A/(b\, ..., b, 1) Oberflächenelemente des ersten Grades 
bezüglich q/(b\, ..., fo,-_i) für alle i=l, ..., r + s sind. 

Beweis . Wir beweisen diese Proposition nach Induktion. Es sei die Proposition 
für / — 1 bewiesen. Wir zeigen, dass sie dann für i^r + s gilt. 

Nach Lemma 2.6 und dem Isomorphismus 
Grf(fcl. ..,bi 0(A/(b i , ..., b._i)) = Gr,(A)/inq(bi, ..., bt ,) 

reicht es, ein solches Element bt zu finden, dass in,(6,)<£p' für alle 
p'eAss(inq(/?i, ..., bt-\)) mit d im(p ' )>0 , wobei inq(bi)einq(q')\ ist. 

Nach Induktionsvoraussetzung und nach den obigen Bemerkungen ist 
dim(in,(6i, ..., fc,--i)) = d i m ( A ) - i + 1 > 0 . Da {inq(a\), ..., inq(as), inq(xi, ..., 
infl(xr)} cz inq(q')u gilt dim(inq(<j')i • Grq(A)) = 0. Für jedes Primideal 
p ' e Ass(inq(6i, ..., bi-\)) mit d im(p ' )>0 gilt dann p'z6inq(q')i. Nach der 
Konstruktion aus dem Beweis der Proposition 3.4 existiert dann ein Element 
biEq' derart, dass inq(b.) e inq(q')i und inq(bt)ip' für alle Primideale 
p ' e Ass(infl(fri, ..., bt i)) mit d im(p ' )>0 . Nach Lemma 2.6 ist dann bt ein 
Oberflächenelement des ersten Grades bezüglich q/(b\, ..., bt \) in A/(bi , ..., 
bi-\). Damit ist die Proposition bewiesen. 

Beweis des Satzes 3.2. Wir setzen q = (p, X\, ..., xr). Aus der Proposition 3.4 
folgt, dass s =d im( A ) - d i m ( A / p ) = ht(p) Elemente ax,...,as aus p derart 
existieren, dass das Folgende gilt: die Elemente inq(ai), ..., inq(as), inq(xi), ..., 
inq(xr) bilden ein homogenes Parametersystem in Grq(A) und die Bilder der 
Elemente Ö. • Ap in Apl(a\, ..., a,-_i) • Ap sind Oberflächenelemente ersten Grades 
bezüglich p • Ap/(a\, ..., a,-i) • Ap. Dann bekommt man aus der Proposition 3.5 
und Lemma 2.7 für das Parameterideal q' = (a\, ..., as, x , ..., xr), dass 

eo(q',A) = e0(q,A) (5) 

und auch 
e0((a\, ..., as)- Ap,Ap) = e0(p • Ap, Ap). (6) 

Weiter folgt aus Lemma 1.6, dass 
t 

e0(q
f, A) = 2 e0(q

,+pl/pl, A/p.) • e0((au ..., as) • APl, APl) (7) 

wo {p0, pi, ..., pt) = {p; e Assh((ai, ..., as)); ht(p) = s}. Aus der Gültigkeit der 
Bedingung (E) in A folgt nach Lemma 1.4, dass p0, p,, ..., pt alle isolierten 
assoziierten Primideale des Ideals (a\, ..., as) sind. Da ht(p) = ht((ai, ..., as)) 
= s und dim (p) = d i m ( A ) - s , ist p e {p0, p\, ..., p,}. Ohne Begrenzung der 

Allegemeinheit können wir annehmen, dass p = p0. Da q'/p = q/p, gilt nach (5), (6) 
und (7), dass 
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e0(q, A) = e0(q', A) = ^e0(q'/pi, A/pt) • e0((au ..., as) • APl, APi) = 
»=0 

= e0(q'/p,A/p)- e0((au . . , as) - Ap, Ap) + 
r 

+ 2 eM<P^ A/P«) ' eo((fli, ..., fl,) • APi, APi) = 

t 

= e0(q/p,A/p)- e0(p • Ap, Ap) + y£e0(q'/pi, A/p.) • e0((fli, ..., a-) • APi, APi). 

Da die Multiplizität eine positive Zahl ist, folgt aus der Voraussetzung des 
Satzes 3.2 

e0(q, A) = e0(<j/p, A/p) • e0(p • Ap, Ap), 

dass das Primideal p das einzige isolierte Primideal ist, das zu (ai, ..., as) assoziiert 
ist, also das Radikal von (a\, ..., as) ist genau p; d.h. p ist mengentheoretisch ein 
vollständiger Durchschnitt. 

Damit ist auch der Satz 3.2 bewiesen. 
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К ТЕОРЕТИКО-МНОЖЕСТВЕННОМУ ПРЕДСТАВЛЕНИЮ НЕКОТОРЫХ 

ПРОСТЫХ ИДЕАЛОВ 

$1егап 8о1сап 

Р е з ю м е 

В работе дано новое доказательство следующей теоремы (см. тоже [1]): 

Пусть (А, т) — локальное кольцо, для которого А / т бесконечно и имеет место 

ш т (А/а) + гп(а) = ш т (А) 

для всякого а с А . Пусть р-простой идеал в А с высотой Ь1(р) = 5 > 0 . Если существуют 

лг1, ..., хТ е т , для которых идеал (лсь ..., д:г) • А/р параметрический и 

ео((р, хи ..., дгг), А) = е0((р, х\, ..., хг)/р, А/р) • е0(р • Ар, А р), 

то р — теоретико-множественное полное пересечение,т. е. существуют аг, ..., а, ер такие, что 

гао ,((аь ..., ах)) = р. 
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