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HУЛИ APИФMETИЧECKИX PЯДOB Д И P И X Л E 

A H A T O Л И Й A Л E K C E E B И Ч K A P A Ц У B A 

(Communicated by Stanislav J a k u b e c ) 

A B S T R A C T . This is an expository paper on the zeros of the ar ithmet ica l Dirich-

let series. Author 's main result: At least T ( l o g T ) ° - 5 ~ £ zeros of the Davenport-

Heilbronn function lie on the segment (0, T] of the critical line. 

§1. Ряд Дирихле - выражение вида 

ос 

$ > ( п ) п - = / ! ( > ) . (1) 
71=1 

где а(п) - комплексные числа (коэффициенты ряда) , 5 = сг + Н , 1 = — 1 , 
а и I - вещественные числа. Если а(п) - арифметическая функция га, 
то Л (я) назовем арифметическим рядом Дирихле (коротко А8И) 

§2. П р и м е р ы арифметических рядов Д и р и х л е . 

Наиболее известным А8Б является С(5) ~ дзета-функция Римана. В 
этом случае а(п) = 1, га. =- 1, 2, 3 , . . . , 

ос 

С(*) = 5 > " " > К е 8 > 1 . 
п = 1 

Функция С(^) продолжается на всю 5 - плоскость с помощью тождества 

ос 

7 Г - 5 Г ( | ) С ( « ) = , * + / " ( х - " 1 + х-Ф)и,(х) Ах, (2) 

A M S S u b j e c t C l a s s i f i c a t i o n (1991): Primary 11M41, 11M26. 

K e y w o r d s : Arithmetica l Dirichlet series, Davenport-Hei lbronn function, Euler product, 

Functiona l equation, Zeros on the critical line. 
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АНАТОЛИИ АЛЕКСЕЕВИЧ КАРАЦУБА 

где Г(з) - гамма-функция Эйлера, 

oo 

ш[x) = > e'ҡxn2 ^) = Е' 
п = 1 

С помощью функции С(
5
) получаются другие АЗО; например, 

К е 5 > 1 ; 

Ке 8 > 1 ; 

Яе 5 > 1 ; 

Ее 5 > 1 ; 

C fc(*) : 
oc 

= ~~^rk(n)nГs 

n = l 

CЧs)--
oo 

= ~~lKn)n~8 , 
n = l 

<(*) 
C(2s) ' 

oc 

= ~]т(n-)n-< 
n = l 

CЧs) 
C(2s) ' 

s)C(s-a)-. 

oc 

= ~2т2(n)n~° 
n = l 

oc 

= ~~^~a(n)ľГS 

n = l 

Res > max(l, a + ì) 

В выписанных формулах коэффициенты АЗО - известные арифме­
тические функции: тк(п) - имело решений уравнения п =- Х[...хк в 
натуральных числах х'1,. . .,х^, в частности, т2(п) = т(п) - число 
делителей числа п ; /л(п) - функция Мёбиуса, //(1) =- 1, //(п) =- 0, если п 
делится на квадрат простого числа, /х(п) = ( — 1) г , если п =- />] . . . р г , где 
Р\ < • • • < р г - простые числа; оа(п) сумма а-х степеней делителей 
числа п, т.е. 

<т„(п) = ] Г > . 

Обобщением ^(#) является дзета-функция Гурвица С(,ь-;а), 

ос 

С(я; а) = ~^(п + а)-" , О < а < 1 , Не « > 1 . 
п = () 

Очевидно, что <(«;1) = С(8) • С помощью формулы суммирования 
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Э й л е р а ((з;а) продолжается в полуплоскость К е з > — 1 ; 

N 1 1 
1 — 8 „ / 1 \ —1 —3 C( S ;a) = ^ ( n + a ) - s + J - ^ I ( N + a + i ) " ' - | ( N + a + \) 

n = 0 

oo 

+ s(s + 1) / <J(U)(U + a 

jv+l 

u 

I (\ ~{x)) dx, cт(u) 

N > 1 - произвольное целое число. Кроме того, при Ке/з < 0 справед­
лива следующая формула, продолжающая ((з;а) на всю 5 - плоскость: 

0 0 

sin 2тгna 
• 7Г5 V""4 С08 27ГПа , 7Г5 V " 4 81П 2 

8111 Т" -Ь та1-« + с°8 "2" -Ь —^ 
п = 1 п = 1 

Другими примерами АЗО являются ^-функции Дирихле, 

0 0 

Ц*,х) = ][>(") л " в . (3) 
п = 1 

где х ( ; 0 ~ характер Дирихле. 

Еще один пример ,451) - дзета-функции Эпштейна С(5?Ф)> 

С ( . ч , д ) = ^ ^ ( ^ т ' п ) ) ~ в ' (4) 
т п 

7??2 + ??.2-^0 

где 
(Д.г, у) = ах2 + Ьху + су2 , О = Ъ2 - 4ас < 0, 

т.е. ^(x,у) положительно определенная бинарная квадратичная 

форма. 

§3. Р я д проблем теории чисел тесно связан с некоторыми свойствами 
АН1). Так, например, проблемы распределения простых чисел в нату­
ральном ряде и арифметических прогрессиях связаны с проблемами 
распределения нулей (,(•'') и ^(8, \ ) . Проблемы асимптотического пове­
дения сумматорных функций коэффициентов а(п) рядов Дирихле, т.е. 
сумм А(Х), 

А(Х) = ^ а ( п ) > Х - > + о о , 
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тесно связаны с проблемами асимптотического поведения 

| /1(з ) | = |/1(<Т + 1<)|, | < | - + + 0 0 . 

Существует также связь между расположением нулей /1(5) и поведе­

нием т а х I/х(<т + . и ) | . Создана целая наука, посвященная этой тематике, 
1<Т 

которая сейчас называется теорией дзета-функции Р и м а н а (в честь 

Б . Римана, который первым стал в самой общей форме изучать связи 

((^) с теорией простых чисел) . 

§4. Центральной проблемой этой теории является гипотеза Римана 

КН - все комплексные нули ((з) лежат на прямой Кез — — (крити­

ческая прямая). КН к настоящему времени не доказана. Есть и более 

смелые гипотезы: ЯН справедлива для всех ^(з^x) и подобных им 

А8И. 

Из КН следует много очень точных арифметических утверждений, 

которые хорошо известны и на которых я не буду здесь останавливать­

ся. Замечу только, что из некоторых чисто арифметических утвержде­

ний, следует КН. 

§5. Ч е м же характеризуются АЗ О, кроме их общего задания равен­
ством (1), и что заставляет надеяться на справедливость КН? 

Прежде всего все АЗО представляются в виде отношения целой 
функции конечного порядка и многочлена и удовлетворяют функцио­
нальному уравнению (иногда говорят Риманова типа); эти условия ко­
ротко будем обозначать символом ЕЕ. Например, из (2) видно, что 
з(з—1)((з) - целая функция первого порядка, и, кроме того, справедливо 
тождество: 

г(*) = $ ( 1 - 3 ) , (5) 

гдe 

í00 = .г--г(f)c(-0 
Тождество (5) и является функциональным уравнением С( 5)-

Аналогично, для определенного класса С(5>Ф) имеет место функцио­

нальное уравнение вида 

где 

*М)=[-ХЯГ)ТШ*Л)-
Замечу, что ЕЕ для АЗ О является очень жестоким условием. Напри­

мер, имеет место следующая теорема ( Г а м б у р г е р [1]): 
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Пусть С(з) - целая функция конечного порядка, Р(з) -многочлен, /2(5) = 

' . , ряд вида 
Р{з) 

ОО 

/2(*) = ] Г а ( п ) п - в , 
п=1 

сходится при Кез > 1 и выполняется функциональное уравнение 

- г - - г ( ! ) / 2 ( в ) = 7 Г - ^ Г ( 1 ^ ) / 3 ( 1 - 8), (7) 

где ряд 
ОО 

/ з ( 1 - 5 ) = ] Г ь ( п ) п - 1 + - % 
п = 1 

сходится при Кез < —а < 0; тогда 

/2(5) = с((з), с константа. 

Легко видеть, что (7) даже слабее, чем (5). Однако ЕЕ еще не 

определяет местоположение нулей АЗЕ. Есть такие АЗО, которые 

имеют ЕЕ, но нули этих АЗЕ лежат не только на критической прямой. 

Например, такими АЗ О являются некоторые С(5>*2)> в частности, при 

^(x, у) — х2 + Ъу2 . Другим примером подобных АЗЕ является функция 

/00," 
ос. 

/ ( 5 ) = ] Г г(п)п~8, Ее 5 > 1, (8) 

п=1 

где г(п) = г(п + 5), г(1) = 1, г(2) = х , г(3) = - х , г(4) = - 1 , 

(\/10-2у/Е-2\ 
г(Ъ) = О, х = — —— — . Эта функция введена в 1936 г. Д э -

(л/5 — 1) 

в е н п о р т о м и X е й л ь б р о н н о м [2]. Она удовлетворяет ЕЕ: 

д(Я) = .9(1 - 8), д{8) = ( | ) Л ( * ± 1 ) / ( 5 ) . (9) 

Как С(«5, О), ^(x) у) = х2 + Ъу2 , так и / ( $ ) , имеют нули в полуплоскости 
Не я > 1, т.е. для них ЯН не имеет места. 
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§6. Ч т о же отличает ((з) от /($) или от ((з,<2)? По-видимому, это 
отличие и заставляет быть справедливой КН. Основным отличием ((«§) 
от общих АЗО является наличие у (($) тождества Эйлера или, как 
иногда говорят, Эйлерова произведения (коротко - ЕР): 

СОО-П^-Р" 5 )" 1 ' й е 8 > 1 . (Ю) 
Р 

Ни /(«) , ни ((з,(3) (исключая очевидные случаи), не имеют тождества 

вида (10). 

По-видимому, тождество Э й л е р а и «заставляет» нули ((з) с 1 т з ф 0 

«попадать» на прямую Не 5 = -~ . По крайней мере все наиболее 

яркие результаты, связанные с нулями ( ( з ) , 1,(5, х ) , так или иначе ис­
пользуют тождество Эйлера. Достаточно напомнить теоремы 
А . С е л ь б е р г а о нулях ((/з) на критической прямой, илотнос-
тные теоремы Ингама-Титчмарша-Монтгомери-Хаксли-Ютилы, тео­
ремы большого решета Бомбьери-Виноградова, теоремы А . С е л ь -
б е р г а о нулях ((з) в окрестности критической прямой, и др. 

§7. В последние годы (приблизительно в последние десять-пятнад-
цать лет) вновь пробудился интерес к нулям АЗ О, не имеющих ЕР. 

Появился ряд новых результатов, как теоретического характера (до­
казанные теоремы), так и вычислительного характера (связанных с 
большими вычислениями на современных Э В М ) . Возникли новые ги­
потезы. Все эти исследования, все размышления в этом направлении 
могут прояснить механизм влияния ЕР на нули АЗ О, т.е. могут по­
мочь продвинуться в направлении доказательства ПН. 

Ч т о б ы удобно было формулировать результаты о нулях АЗ О, вве­
дем, ставшие стандартными в этой тематике, функции N(2"), ЛГ

( )(Т), 
N((7^), N,(0-, Г ) : 

М(Т) = #{д: Л ( е ) = 0, Кев>0, 0 < 1 п и > < 7 1 } ; 

^(Т) = #{д: Л ( е ) = 0 , Кед=±, 0<1шд<Т}; 

И(а,Т) = ф{д: }1(д) = 0, К.е д > а , ( )< Ъп д < Т} ; 

Ыо(о,Т) = ф{д: Ь(д) = 0, Не д = а , О < 1т д<Т}. 

Везде ниже предполагаем, что Т > То > 10. 

Наличие РЕ Риманова типа у А8И позволяет доказать утвержде­
ние подобное известной теореме Римана-Мангольдта: 

^ Г ) ~ с П о е Т , (11) 
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где с > 0 - абсолютная постоянная (для С(5) с — о~~)- Множитель 

1о§Г в (11) появляется из-за гамма-множителя в ЕЕ. Кроме того, ЕЕ 

для /1(5) показывает, что нули /1(5) расположены симметрично от­

носительно прямой Кез = — , которую из-за этого (а также, из-за ЯН) 

называют критической. 

Замечу, что если /1(5) = ((з), то ЯН утверждает, что Л^о(Т) = N(Т). 

В 1936 г. Г . Д э в е н п о р т и Г . Х е й л ь б р о н н [2] доказали, 

что если / х(5) = С(з,<2), Я(х,у) = х2 + Ъу2, или Д(«) = / ( з ) , то 

7У(1,Г) > с Г , с > 0 - постоянная. 

С помощью рассуждений Х а р д и - Л и т т л в у д а легко доказать 

для этих же функций, что 

А^о(Г) > СхГ, 6*1 > 0 - постоянная . 

В 1976 г. С . М . В о р о н и н [3], [4] доказал для указанных функций 
соотношения: 

Ща2,Т)-Щ<тиТ)~ с(аъа2)Т, (12) 

где 

— < (Т\ < а2 < 1 , с(сг1, а2) > 0 . 

Отсюда, в частности, следует, что при а > — 

1У0((т,Г) = О ( Г ) . (13) 

Таким образом, нули /\(в) с ЕЕ, но без .ЕР, «размазаны» по неко­
торой полосе вида | К е з | < а , куда попадает критическая полоса 
|]\е.ь| < 1. Д л я функций ( ( з ) , Ь(з, \ ) , этого эффекта, точнее, соот­
ношения (12), нет. Например, для С(5) справедлива оценка И н г а н а 

[ 5 ] : 

N((7, Т) < с Т 1 ^ 1 " 1о§14 Г , с > 0 - постоянная. 

гт 1 

При а > —- легко получаем: 

I — а 1 — а 

т.е. при а > — выполняется неравенство: 

N((7, Т) < Г \ й < 1 , Г > Тг(6) > О . 

Последнее неравенство и соотношение (12) особенно ярко подчерки­
вает отличие А8В с ЕР и без ЕР. 
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§8. В 1980 г. С . М . В о р о н и н [6] доказал теорему о том, что 
критическая прямая является особым множеством для нулей / ( $ ) , на 
ней находится аномально много нулей / ( $ ) . С н а ч а л а им было доказано, 
что 

ШТ) 
—тр • +ос при Г —• +ОС , 

а затем - более точное утверждение [6]: 

N0(5") > Г е х р ( ^ . / 1 о е 1 о е 1 о 6 1 о 8 т ) , Т>ТХ. (14) 

Неравенства (13) и (14) как раз и показывают, что критическая прямая 

является особым множеством для нулей /(з). 

§9. В 1986 г. Д . X е й ч а л [7] опубликовал свои исследования, связан­

ные с нулями С(8тЯ)-

Им проведены большие вычисления нулей С(8^Я) и? вместе с 
Э . Б о м б ь е р и , высказаны гипотезы об их расположении. В част­
ности, высказана и условно доказана (в предположении справедливости 
расширенной ЯН и некоторых других гипотез) теорема о том, что для 
нулей некоторых (^(з.ф) выполхяется следующее соотношение: 

,. N0(7) л 
11П1 — 

Т-+ + ос Ы(Т) 

другими словами, почти все нули ("(5, ^) лежат на критической прямой 
(см. [8]). В [7] сделано также замечание, что «Сельбергу был известен 
результат, аналогичный (14), когда он писал [9]». 

§10. В 1989 г. В о м б ь е р и сообщил автору, что А . С е л ь б е р -
г о м для /($) доказано соотношение: 

N(Т) - Щ(Т) > сТУ-ое-ое-Г, 

где с > 0 - постоянная. Последнее неравенство показывает, что для 
/(•5) вне критической прямой в полосе 0 < Ъпв < Т лежит существенно 
больше, чем О(Т) нулей. 

Р я д интересных результатов и гипотез относительно нулей опреде­
ленного класса рядов Дирихле содержится в недавно опубликованной 
статье А . С е л ь б е р г а [27]. 
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§11. B 1990 г. aвтop oпyбликoвaл мeтoд, пoзвoляющий пoлyчaть нec-
paвeннo бoлee тoчныe peзyльтaты o нyляx f(s), ţ(s,Q), лeжaщиx нa 
кpитичecкoй пpямoй, чeм (14). Уcoвepшeнcтвoвaнный вapиaнт этoгo 
мeтoдa пoзвoлил дoкaзaть для нyлeй f(s) нepaвeнcтвo видa: 

N0(T) > Г v ^ Г e x p ( - c л / l o g l o g Г ) , (15) 

гдe c > 0 - пocтoяннaя (cм. [10], [11]). Пoдoбнoгo видa нepaвeнcтвa 

мoгyт быть дoкaзaны и для бoлee oбщиx фyнкций, чeм f(s), a тaкжe 

для ((s,Q) и дp. B чacтнocти, ecли ((s'ђa) - фyнкция Гypвицa, a = — , 

q > 2, (a,ç) = 1, 

гдe ß - пpoизвoльнoe кoмплeкcнoe чиcлo, тo для нyлeй h(s) выпoл-
няeтcя нepaвeнcтвo видa: 

jVo(T) > Г ( l o g Г Г e x p ( - c л / l o g l o g Г ) , (16) 

гдe 7VÍ9) — 11 c > 0 - пocтoяннaя, T >T\ > 10. 

§12. Ч т o дaлo вoзмoжнocть пoлyчить для N0(T) oцeнкy лyчшyю, чeм 

N0(T)>cT? 

Здecь cлeдyeт кopoткo нaпoмнить иcтopию пoлyчeния нижниx oцeнoк 
N(}(T) для ((s), т.к. paзвитиe имeннo этиx иccлeдoвaний пpивeлo к пpo-
гpeccy в иccлeдoвaнии нyлeй ASD. 

B 1914 г. Г . X a p д и [12] дoкaзaл, чтo нa кpитичecкoй пpямoй 
лeжит бecкoнeчнo мнoгo нyлeй C(5) • Д ° этoгo вpeмeни были извecтны, 
в чacтнocти, Б. Pимaнy, лишь нecкoлькo пepвыx кoмплeкcныx нyлeй 

« » ) • 

B 1920 г. Г . X a p д и и Д . Л и т т л в y д [13] дoкaзaли мнoгo 
бoлыиe, имeннo, ЧTO 

1V0(Г)>cГ, c > 0 . (17) 

Meтoд дoкaзaтeльcтвa пocлeднeгo нepaвeнcтвa гoдилcя для oбщиx ASD 
и пpивoдил к тaкoй жe oцeнкe. B 1932 г. K . З и г e л ь [14] пpeдлoжил 
cвoй пoдxoд к дoкaзaтeльcтвy тeopeмы Xapди-Литтлвyдa oб oцeнкe 
N0(T), кoтopый был зaтeм нecкoлькo yтoчнeн P . O . K y з ь м и н ы м 
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3 
8тг 

О 

[15] .У К . З и г е л я в неравенстве (17) с = --г— е - 1 , 5 , у Р . О . К у з ь -

3 — 1 5 

м и н а - с= -г— е ± 0 . 

В 1942 г. А . С е л ь б е р г [9] р а з р а б о т а л новый метод в этой проб­
лематике и доказал свое знаменитое неравенство: 

N0(Т)>сN(Т)1 с > 0 . (18) 

При доказательстве (18) А . С е л ь б е р г существенно пользовался 
тем, что ((з) имеет ЕР. Несколько ниже я более подробно остановлюсь 
на этом. В 1976 г. Н . Л е в и н с о н [16] объединил идеи К . З и г е л я 

и А . С е л ь б е р г а и получил в (18) с = — . 

Теорема Н . Л е в и н с о н а формулируется так: по крайней мере 

треть всех комплексных нулей С(5) лежит на критической прямой. 

Отмечу, что наряду с нижнимы оценками Аго(Г) в этой проблематике 
решались и другие важные задачи, в частности, задачи, связанные с 
количеством нулей ((з) на коротких промежутках критической прямой 
и с верхней оценкой расстояния между соседними нулями (($) на 
критической прямой. Здесь выдающиеся результаты были получены 
Я . М о з е р о м , который существенно улучшил соответствующие ре­
зультаты Х а р д и - Л и т т л в у д а , стоявшие без изменений в тече­
ние более полувека (см. [17]- [24], а также [25]). 

Как же решаются задачи, связанные с нулями, скажем, С(6'Ь л е ж а ~ 
щими на критической прямой? Остановлюсь на идейной стороне раз­
работанных здесь методов. 

§13. М е т о д Г. Харди-Д. Литтлвуда-Э. Ландау . 

Рассмотрим функцию Римана 2(1), 

2(1) = ^^)((1 + }г 
2 

ГДЄ 

г-а + и 
Г П _ Ц 

и 2 
И з РЕ] следует, что 2(1) принимает вещественные значения при вещест­
венных значениях I, а вещественные нули 2(1) являются нулями ('(•'0 > 
лежащими на критической прямой. 
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Основная идея Харди-Литтлвуда-Ландау состоит в следующем: 
если при к > 0 выполняется неравенство 

1 + к 1 + к 

^^(^) = / \2(и)\ Аи > | / 2(и) сЪ| = Т2(1), (19) 

то на интервале (1,1 +к) лежит нуль 2(и). 

Так «улавливается» нуль 2(и). Чтобы оценить количество нулей 
2(и) на ( 0 , Т ) , поступают следующим образом. Пусть Е\ - множество 
точек 1 (Е (0 ,Т) , для которых выполняется неравенство (19), Е2 = 
(О, Т) \Е\, к > 0 - некоторый параметер. Очевидно, что при I (Е Е2 , 
^1(г:) = ^2(1). Поэтому имеют место соотношения: 

т 

/з - Л/1(0 а< - Л ы о &+ ( ^^(^) а* - Л / ^ ) а^+ /т2(^) а* < Л+/2, 
0 E-

ГДЄ 
1 

h = /*J i (ť)dť, I2= Í J2(t)dt, 

Е1 

Отсюда получаем 

Iз - I2 < Ii • (20) 

Интеграл Т, достаточно просто оценивается снизу. Интегралы II и /2 
оцениваются сверху с помощью неравенства Коши: 

г т 

/г < №) / •/?(*) <и; II < тI^(*) а* • (21) 
о о 

Если получится оценка вида 12 = д(1з), то из (20) и (21) находим: 

т 

II < с , № ) | </?(/) ^ , 
О 

т.е. для ц.(Е\) получается нижняя оценка. Из нижней оценки для ц(Е\) 
следует оценка количества нулей 2(1) на (0, Т) вида: 

Лго(Т) > с\к~~1 ц(Е\) , с\ > 0 •- постоянная. 
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Эта идея применима к любому АЗ О независимо от того, имеется ЕР 
или нет. П р и этом требуется только наличие РЕ, чтобы иметь аналог 
функции 2(1). Д л я всех таких АЗО получается оценка величины Ыо(Т) 
вида: 

N^(Т) > сТ, с > 0 - постоянная. 

Сделаю несколько замечаний по поводу изложенной идеи. Инте­
г р а л ы /2 и /з имеют почти одинаковый вид: 

T t+h 

h = = / / \Z{u)\ di 
J J 
0 t 

T í+/i 
ŕ f* 

Һ--
-

/ Z(u) du 
J 
0 

j 
t 

d í . 

Д л я функции 2(и) справедлива приближенная формула, которая сейчас 
называется формулой Римана-Зигеля (эту формулу нашел К . 3 и -
г е л ь в бумагах Б . Р и м а н а ) : \и\ > 2тг, 

2(и) - 2 ^Г -у=гС08(9(и) - и\о%п) +0(\и\~* 1о&\и\) . 

Из приведенной формулы видно, что 2(и) - осциллирующая функция. 
Поэтому /2 будет меньше / 3 ? если только к - длина промежутка 
интегрирования во внутреннем интеграле, достаточно велика, чтобы 
уловить осцилляцию 2(и). Поэтому, чем больше к, тем проще уловить 
осцилляцию 2(и), но, вместе с тем, получается меньшая нижняя оценка 
N^(Т) и, наоборот, чем меньше /г, тем труднее уловить осцилляцию 
2 (и) и тем точнее получается нижняя оценка N^(Т). Г . Х а р д и и 
Д . Л и т т л в у д получили свой результат при к = А > 10, 
А - постоянная, т.е. они оценили ^(Е\) снизу величиной с\Т, 
с\ > 0 - постоянная. 

§14. М е т о д К. Зигеля. 

При доказательстве своей теоремы К . 3 и г е л ь пользуется фор­

мулой Б . Р и м а н а : 

Í(*) = 7 Г - - Г ( | ) C ( * ) 

[ x-séҡx2 , , _ І ^ Г / 1 - S \ [ ж ^ ^ e - 1 " 
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где интегрирование совершается по прямым, пересекающим веществен­

ную ось на отрезке (0,7) под углами —- и — — . При 5 = — + И имеем: 

C(s) = 2Reтг--г( | - )ß( S ) , 

где д(з) - соответствующий интеграл. Тогда для ^о(Т) справедливо 
неравенство: 

No(T)>^|Aarg7r--r(|)e(í 1, 

где переменная 5 пробегает отрезок вида з — — + И, 0 < I < Т1 

а изменение аргумента д(з) при переходе через нуль д(з), лежащий 
на этом отрезке, считается равным кратности нуля, умноженной на 

7г. Приращение аргумента множителя 7г~~2Г( — ) вычисляется примене­

нием формулы Стирлинга, а приращение аргумента д(з) оценивается с 

помощью оценки количества нулей д(з) в прямоугольнике с вершинами 

в точках б* = — , 2 , 2 + 1Г , — + \Т. 

§15. М е т о д А. Сельберга. 

Возвращаясь к методу Харди-Литтлвуда-Ландау заметим, что в нем 
существенно используется неравенство Коши вида 

f \G(t)\ dí I <T í \G(t)\2 d í . 

Это неравенство обращается в равенство, если С(1) = Сопзь, 0 < 
/ < Т и, следовательно, оно тем точнее, чем ближе С(1) к константе. 
А . С е л ь б е р г вместо функции 2(1) рассматривает функцию Г(1), 

F(t) = Z(t) <p[\+it 

причем р)(з) подбирается так. чтобы Р(1) была близка к постоянной. 
При выборе р(з) А . С е л ь б е р г существенно пользуется тем, что 
С(.ь') имеет ЕР. Более точно, (р(з) задается следующим равенством: 

Ф) = Yl ß(v>~ 
u<X 

645 



А Н А Т О Л И И АЛЕКСЕЕВИЧ КАРАЦУБА 

г д е 

1 О, »>Х, 

а вещественные числа а ( ^ ) определяются соотношением: 

1 ОС , , 

1 \ 2 _ ^ - > 01\у) = п o - ғ ' = i : ^ - ң»>i-
«v = l 

Как подчеркивает сам А . С е л ь б е р г подобное соображение было 

впервые применено Г. Б о р о м и Э. Л а н д а у в их исследованиях, каса­

ющихся ]У(сг,Т) для фиксированного а > — (см. [9; с. 5]). Нетрудно 

доказать, что 

т т 

± ! \2(1)\2 <И ~ 1о 8 Г , ± I \Р(1)\2 с1/ ~ с . 

о о 

Таким образом, в среднем \2(1)\ имеет порядок \/кщ!. I > 1\ > 0, в то 
время как функция А . С е л ь б е р г а Р(1) в среднем имеет порядок, 
равный константе. Еще раз подчеркну, что метод А . С е л ь б е р г а 
существенно использует наличие у ((в) ЕР и он прямо не применим к 
АЗ О без ЕР. 

§16. М е т о д С М . Воронина. 

При доказательстве (14) для нулей /($) С . М . В о р о н и н сущест­
венно пользуется тем, что /($) является линейной комбинацией двух 
Т-функций Дирихле, каждая из которых имеет ЕР. 

Оценивая снизу интеграл I, 

т 

1 = / 1/001 <!*, 
о 

он заменяет /($) на линейную комбинацию эйлеровских произведений 
Р\(з) и Т2О5') с небольшим, но растущим с ростом Т , количеством сом­
ножителей. Вследствие теоремы Кронекера к оценке снизу интеграла 

i 

y'|c,P1(.s) + c2P2(.S)|df, 

можно привлечь теоретико-вероятостные соображения (см [в]). 
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§17. М е т о д автора. 

Как уже отмечалось выше, функция Д э в е н п о р т а - Х е й л ь -
б р о н н а /($) не имеет ЕР и потому идею А . С е л ь б е р г а к /($) 
прямо применить нельзя. Но /($) можно представить так: 

/(*) = 1 ^ 1 ^ X) + Щ^Ь^Х) , (22) 

где х ( п ) ~ характер Дирихле по модулю 5 такой, что х(2) = 1. Каждое 
слагаемое в (22) имеет ЕР, так как 

Р 

Легко видеть, что 

П (1-^Г= П (1-^)-'. 
р = ± 1 (шос1 5) р = ± 1 (тос! 5) 

т.е. /(з) при Кеб* > 1 делится на часть ЕР, равную г(з), 

п о-̂ Г-
1 (тос! 5) 

Пользуясь этим, можно найти такую ^1( 5)? ч т о функция Р\(1), 

/ '• 1 ( ' )=,"""/( | + 1*)И(1 + 1 4 ; 

r s = 
p° 

p=±l (mod 5) 

2 

аналогичная функции Р(1) А . С е л ь б е р г а , хотя и не будет в сред­

нем константой, но будет много меньше, чем \Л°8 * • Легко доказать, 

что 

± [ \Ft(t)\2 dt ~ y/fo£f , 

т.е. /г1(0 в среднем имеет порядок ^1о§ Г . Но только этого еще не 
достаточно для доказательства (15). Другим соображением явилась 
мысль сравнивать малые степени интегралов ^^(^) и ^2(^), т.е. сравни­
вать величины 

•/'/(!) и Д Ч * ) , (23) 

где о > 0, а = а(Т) —* 0 при Г —> + о о . При малых а интегралы (23) 
близки к постоянной. Эти две идеи позволили доказать (15), (16), а 
также целый ряд других результатов. Отмечу также, что при оценке 
снизу интеграла от дробной степени модуля АЗ И существенно ис­
пользуется теорема Г э б р и э л а [26]. 
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§18. P e з ю м и p y я излoжeннoe мoжнo cкaзaть, чтo кpитичecкaя пpямaя 
coдepжит aнoмaльнo мнoгo нyлeй ASD c FE Pимaнoвa типa и тaкиx, 
кoтopыe дeлятcя нa чacть EP, xoтя caмoгo EP нe имeeт. Этoт фaкт 
eщe paз пoдчepкивaeт, чтo зa RH oтвeчaeт EP. 
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