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FORMES POSITIVES DANS LES BP*-ALGEBRES

M. EL AZHARI

(Communicated by Michal Zajac)

ABSTRACT. Let A be a BP*-algebra with a unit e, P;(A) be the set of all
positive linear functionals f on A such that f(e) =1, and let M,(A) be the set
of all non-zero Hermitian multiplicative linear functionals on A. We prove that
M,(A) is the set of extremal points of P;1(A). We also prove that, if Ms(A) is
equicontinuous, then every positive linear functional on A is continuous. Finally,
we give an example of a BP*-algebra whose topological dual is not included in
the vector space generated by Pi(A), which gives a negative answer to a question
posed by M. A. Hennings [3; question E].

1. Préliminaires

Soit A un espace vectoriel topologique, on note par A* le dual algebrique de
A et par A’ le dual topologique de A. Soit A une algébre et z € A, on note par
spy « le spectre de z, par pa(z) = sup{|)\| t AEspy a:} le rayon spectral de z et
par R(A) le radical de A. Une algebre topologique est une algebre munie d’une
topologie compatible avec sa structure d’espace vectoriel et pour laquelle la mul-
tiplication est séparément continue. Une algébre localement convexe (en abrégé
a.l.c.) est une algebre topologique munie d’une topologie localement convexe.
Toutes les algebres topologiques considérées ici seront supposées séparées.

Soit A une a.l.c commutative unitaire, munie d’une involution continue. %
I’ensemble des bornés, absolument convexes, contenant e, fermés, idempotents,
hermitiens de A. Pour chaque B € %, on note par Ap le sous espace vectoriel
engendré par B, Ap muni de la jauge || || est une algébre normée involutive.
SiA= |J Ap et (AB, I ||B) est complete pour tout B € £, on dit que A est

BeAB

une BP*-algebre. On note par P(A) I'ensemble des formes positives sur A.
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2. Caractérisation des points extrémaux de P;(A)

Soit A une BP*-algebre, on a A = |J Ap. Dans [5], T. Husain et
Be#
S. A. Warsi ont essayé de caractériser les points extrémaux de P;(A), leur

méthode repose essentiellement sur le fait que P;(A) est la limite projective des
P;(Ap), cette méthode n’a pas donné de résultat dans le cas général. En utili-
sant la méthode connue des algebres de Banach, nous caractérisons les points
extrémaux de P;(A).

LEMME 1. ([6; Théoréme 4.4.12]) Soit H un espace de Hilbert et L une
sous*-algébre de B(H). Alors L est irréductible sur H si et seulement si le
centralisateur de L dans B(H) ne contient que les multiples de ’application
tdentité de H .

Preuve. Cf. [6]. O

THEOREME 2. Soit A une BP*-algébre, alors les points extrémauz de P;(A)
sont ezactement les caractéres (non nuls) hermitiens de A.

Preuve. Soit x € M,(A) et « € A, x(z*z) = x(z)x(z) = |x(z)> > 0,
donc M(A) C Pi(A). Soit f € Pi(A), f est une forme positive hermitienne et
admissible (cf. [4; Théoréme 5.2]), donc on peut lui associer une représentation
cyclique sur un espace de Hilbert Hy (cf [6; Théoreme 4.5.4]), on note par
Ts la représentation associée a f. Soit f un point extrémal de Py(A), Ty
est une représentation irréductible d’aprés [5; Théoréme 5.1]. En utilisant le
lemme 1, le centralisateur Z de {Tjz : = € A} dans B(Hy) ne contient que
les multiples de 1'application identité de Hy. Comme A est commutative, il
s’ensuit que {Tyz : ¢ € A} C Z, donc pour tout =z € A il existe x(z) € C
tel que Tyz = x(z)I. On vérifie facilement que l'application = — x(z) de A
dans C est un caractére (non nul) hermitien de A. Soit h un vecteur cyclique
de Hy tel que f(z) = (Tyz(h),h) pour tout = € A, alors f(z) = x(z)|h|?,
ainsi ||h]|2 = 1 car f(e) = x(e) = 1, d'ou f = x € M,(A). Réciproquement,
soit x € M,(A) et (Ty,Hy) la représentation cyclique associée & x. On a
dim H, = dim A/Kerx = 1, donc T, est irréductible, ainsi x est un point
extrémal de P;(A) d’apres [5; Théoreme 5.1]. a

3. Sur le rayon spectral symétrique d’une BP*-algebre

Soit A une BP*-algébre, on note par p; le rayon spectral symétrique de
A défini par gs(z) = sup{|x(z)| : x € M,(A)} pour tout = € A. On a
0s(z) < pa(z) < 400 pour tout z € A.

THEOREME 3. Soit A une BP*-algébre, alors
os(z) = [Sup{f(z*z): fe Pi(A)}]* pour tout T € A.
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Preuve. Posons |z| = [Sup{f(z*z) : f € Pl(A)}]% pour tout z € A.
Soit x € Ms(A) C Pi(A) et z € A, on a |x(z)|? = x(z*z) < |z|?, ainsi
x(z) < |z|, d’ou ps(z) < |z|. Réciproquement, soit f € P;(A), en utilisant
le théoreme 2 et le théoreme de Krein-Milman, il existe une suite généralisée
(fa)aen C conv M(A) telle que fo - f pour la topologie faible o(A*, A). Pour

chaque o € A, il existe Aj,..., A\, €RT, SN =1, et x1,...,xn € Ms(A) tel
i=1

que fo = A1x1+ -+ AnXn. Soit z € A, on a fu(z*z) < anx\i|x,»(a:)|2 <
[gs(a:)]2, comme fq(z*z) = f(z*z), il S’ensuit que f(z*z) Sl_[gs(x)]z, donc
Sup{f(z*2) : f € Pi(A)} < [es(@)]’, e Ja] < es(@). O
COROLLAIRE 4. Soit A une BP*-algébre symétrique, alors

R(A)={z € A: f(z*z) =0 pour tout f € Pi(A)} (i.e. R(A)=R*(A)).

Preuve. Tout caractére de A est hermitien, donc

R(A)={z € A: x(z) =0 pour tout x € M,(A)}
={z € A: p,(z) =0}.

THEOREME 5. Soit A une BP*-algébre. Soit f € P(A), alors
J@)| < f(oula)  pour tout z€ A,

Preuve. Soit f € P(A). Si f(e) =0, en utilisant I'inégalité de Schwarz,
on a |f(z)|? < f(e)f(z*z) pour tout = € A, d’ou f est nulle. Si f(e) # 0,
posons f; = [f(e)]_lf, il est clair que f; € Py(A). Soit z € A, en utilisant le
théoréme 3, on a fi(z*z) < [gs(:c)]2, ainsi |f1(z)]? < fi(z*z) < [Qs(x)]z, donc
|f1(@)] < 0s(z), ie. [f(z)] < fle)os(x). O

COROLLAIRE 6. Soit A une BP*-algébre. Si Ms(A) est équicontinue, alors
toute forme positive sur A est continue.

Preuve. Si Ms(A) est équicontinue, alors ps est continue. O

COROLLAIRE 7. Soit A une BP*-algébre tonnelée, telle que tout caractére
hermitien de A est continu. Alors toute forme positive sur A est continue.

Preuve. My(A) est bornée pour la topologie faible o(A’, A). Comme A
est tonnelée, il s’ensuit que M (A) est équicontinue d’aprés le théoréme de
Banach-Steinhaus. O
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Remarques.

1. Le corollaire 6 est une amélioration du [4; Théoréme 5.7].

2. Le corollaire 7 est une réponse partielle au probléeme suivant: Est-ce-que
toute forme positive sur une BP*-algébre tonnelée est continue?

4. Sur une question de M. A. Hennings

Soit A une BP*-algébre. Dans [3], Hennings aposéla question suivante:
Est-ce-que A’ C Span 4. P(A)?

Nous donnons une réponse négative a cette question, nous avons d’abord la
proposition suivante:

PROPOSITION 8. Soit A une BP*-algébre symétrique. Si A’ C Span,. P(A),
alors A est semi-simple.

Preuve. Remarquons d’abord que Span4. P(A) = Span 4. P;(A). D’apres
le corollaire 4, R(A) = {x € A: f(z*z) = 0 pour tout f € Pi(4)}. Soit
r € R(A), en utilisant I'inégalité de Schwarz, on a |f(z)|*> < f(z*z) pour tout
f € Pi(A), ainsi f(z) = 0 pour tout f € P;(A). Comme A’ C Span,. P;(4),
il s’ensuit que g(z) =0 pour tout g € A’, d’'ou z =0. O

Remarque. La proposition 8 est une généralisation du résultat suivant
de Hennings: Si A est une MQ*-algeébre unitaire, symétrique, telle que A’ C
Span 4. P(A), alors A est semi-simple.

Contre exemple. Soit E 'espace vectoriel des fonctions absolument
1

continues sur [0, 1], muni de la norme ||f|| = [ |f(z)| dz, et de la multiplication-
0

x
convolution (f x g)(z) = [ f(z —t)g(t) dt. (E, | ||) est une algebre de Banach
0

commutative, involutive (f*(z) = f(z)), symétrique, radicale (cf. [6; p. 316]).
Soit E @ Ce l’algeébre déduite de F par adjonction d’une unité. A est une
algébre de Banach commutative unitaire, involutive, symétrique d’apres [6;
Théoréme 4.7.9]. On vérifie facilement que R(A) = E, ainsi A n’est pas semi-
simple, d’ou A’ ¢ Span 4. P(A) d’apres la proposition 8.

5. Sur les représentations des BP*-algebres

Soit A une BP*-algebre et f € P(A). Soit Ly = {z € A: f(z*z) = 0}.
On considére A/Lj; 1'espace préhilbertien muni du produit (z+Ly, y+Ljs) =
fly*z), z,y € A. f est hermitienne et admissible donc on peut lui associer une
représentation cyclique Ty sur un espace de Hilbert Hy, Hy étant le complété
de A/Ly. Pour chaque = € A, Tyx est définie par Tyz(y+ Ly) = zy + Ly pour
tout y € A.
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THEOREME 9. Soit A une BP*-algébre telle que M,(A) soit équicontinue.
Alors pour tout f € P(A), la représentation Ty est continue.

Preuve. Soit z,y € A, d’apres le théoréme 5, on a

fy*z zy) < f(y"y)os(z"2)
ainsi  (zy+Ly, xy+Lys) < (y+Ly, y+Ly)es(z*z),
. 21
iLe. ITrz(y + Lol < lly + Lyllos(z*z)? ,
d’ott I Tsz|| < 0s(z*z)% = o4(x).

Comme M,(A) est équicontinue, il s’ensuit que gs est continue, donc Ty est
continue. O

Remarque. La théoréme 9 est une amélioration du [5; Théoreme 4.2].
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