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FORMES POSITIVES DANS LES £P*-ALGEBRES 

M. EL AZHARI 

(Communicated by Michal Zajac) 

ABSTRACT. Let A be a BP*-algebra with a unit e, Pi (A) be the set of all 
positive linear functionals / on A such tha t / ( e ) = 1, and let MS(A) be the set 
of all non-zero Hermitian multiplicative linear functionals on A. We prove tha t 
MS(A) is the set of extremal points of Pi (A) . We also prove tha t , if MS(A) is 
equicontinuous, then every positive linear functional on A is continuous. Finally, 
we give an example of a BF*-algebra whose topological dual is not included in 
the vector space generated by Pi (A) , which gives a negative answer to a question 
posed by M. A. H e n n i n g s [3; question E]. 

1. Préliminaires 

Soit A un espace vectoriel topologique, on note par A* le dual algébrique de 
A et par Af le dual topologique de A. Soit A une algèbre et x G A, on note par 
spA x le spectre de x, par QA{X) — s up{|A| : ^ £ SPA X} Ie r a v o n spectral de x et 
par R{A) le radical de A. Une algèbre topologique est une algèbre munie d'une 
topologie compatible avec sa structure d'espace vectoriel et pour laquelle la mul­
tiplication est séparément continue. Une algèbre localement convexe (en abrégé 
a.l.c) est une algèbre topologique munie d'une topologie localement convexe. 
Toutes les algèbres topologiques considérées ici seront supposées séparées. 

Soit A une a.l.c commutative unitaire, munie d'une involution continue. yë 
l'ensemble des bornés, absolument convexes, contenant e, fermés, idempotents, 
hermitiens de A. Pour chaque B G 3ê, on note par AB le sous espace vectoriel 
engendré par B, AB muni de la jauge || ||# est une algèbre normée involutive. 
Si A = (J AB et {AB, \\ \\B) est complète pour tout B G 3ê, on dit que A est 

B^SS 

une L?P*-algèbre. On note par P{A) l'ensemble des formes positives sur A. 

A M S S u b j e c t C l a s s i f i c a t i o n (1991): Pr imary 46J20. Secondary 46H99. 
K e y w o r d s : positive functional, BP* -algebra, *-representation. 
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2. Caractérisation des points extrémaux de Pi(A) 

Soit A une PP*-algèbre, on a A = (J As- Dans [5], T. H u s a i n et 

S. A. W a r s i ont essayé de caractériser les points extrémaux de Pi (A), leur 
méthode repose essentiellement sur le fait que Pi (A) est la limite projective des 
PI(AB), cette méthode n'a pas donné de résultat dans le cas général. En utili­
sant la méthode connue des algèbres de Banach, nous caractérisons les points 
extrémaux de Pi (A). 

LEMME 1. ([6; Théorème 4.4.12]) Soit H un espace de Hilbert et L une 
sous*-algèbre de B(H). Alors L est irréductible sur H si et seulement si le 
centralisateur de L dans B(H) ne contient que les multiples de Vapplication 
identité de H. 

P r e u v e . Cf. [6]. • 

THÉORÈME 2. Soit A une BP*-algèbre, alors les points extrémaux de Pi (A) 
sont exactement les caractères (non nuls) hermitiens de A. 

P r e u v e . Soit x € MS(A) et x G A, x(x*x) = x(x)x(x) = \x(x)\2 > 0, 
donc MS(A) C P\(Â). Soit / G Pi(-A), / est une forme positive hermitienne et 
admissible (cf. [4; Théorème 5.2]), donc on peut lui associer une représentation 
cyclique sur un espace de Hilbert Hf (cf [6; Théorème 4.5.4]), on note par 
Tf la représentation associée à / . Soit / un point extrémal de Pi(A), Tf 
est une représentation irréductible d'après [5; Théorème 5.1]. En utilisant le 
lemme 1, le centralisateur Z de {TfX : x G A} dans B(Hf) ne contient que 
les multiples de l'application identité de Hf. Comme A est commutative, il 
s'ensuit que {TfX : x G A} C Z , donc pour tout x G A il existe x(x) £ C 
tel que TfX = x(x)I• On vérifie facilement que l'application x —> x(x) de A 
dans C est un caractère (non nul) hermitien de A. Soit h un vecteur cyclique 
de Hf tel que f(x) = (Tfx(h),h) pour tout x G A, alors f(x) = x (^) | | ^ | | 2 , 
ainsi \\h\\2 = 1 car f(e) = x(e) = 1> d'où / = x G MS(A). Réciproquement, 
soit x £ MS(A) et (TX,HX) la représentation cyclique associée à x- On a 
dimHx = d i m A / j £ e r y = 1, donc Tx est irréductible, ainsi x e s^ un point 
extrémal de Pi (A) d'après [5; Théorème 5.1]. • 

3. Sur le rayon spectral symétrique d'une PP*-algèbre 

Soit A une PP*-algèbre, on note par gs le rayon spectral symétrique de 
A défini par gs(x) = sup{|x(#)| • X £ MS(A)} pour tout x G A. On a 
Qs(x) < QA(X) < +oo pour tout x G A. 

THÉORÈME 3. Soit A une BP*-algèbre, alors 

gs(x) = [Sup{f(x*x) : f G Pi (A)}] * pour tout x G A . 

282 



FORMES POSITIVES DANS LES BP*-ALGEBRES 

i 

P r e u v e . Posons \x\ = [Sup{f(x*x) : f e Pi(A)}]2 pour tout x e A. 
Soit x € MS(A) C Pi(A) et x e A, on a 1x0*012 = x(x*x) < \x\2, ainsi 
x(-c) < |-c|, d'où Os(x) < |x|. Réciproquement, soit / G Pi (.A), en utilisant 
le théorème 2 et le théorème de Krein-Milman, il existe une suite généralisée 
(fa)aeA C conv MS(A) telle que fa—>f pour la topologie faible c(A*, A). Pour 

a n 
chaque a e A, il existe A i , . . . , Xn E K+ , J ] Â  = 1, et xi> • • • > X™ £ MS(A) tel 

i = l 
n 

que / a = Aixi H + A n x n . Soit x e A, on a fa(x*x) < £ \\Xi(x)? < 
i=l 

[Qs(x)] 5 comme fa(x*x) —> f(x*x), il s'ensuit que f(x*x) < [QS(X)] , donc 
Q; 

Sup{/(x*x) : / e Pi(A)} < [QS(X)]\ Le. |x| < QS(X) . D 

COROLLAIRE 4. SOi£ A une BP*-algèbre symétrique, alors 

R(A) = {x e A : / (x*x) = 0 pour tout f e Pi(A)} (Le. R(A) = R*(A) ). 

P r e u v e . Tout caractère de A est hermitien, donc 

R(A) = {x e A : x(x) = ° P o u r t o u t X € MS(A)} 

= {x e A : O5(x) = 0 } . 

D 

THÉORÈME 5. Soit A une BP*-algèbre. Soit f e P(A), alors 

\f(x)\ < f(e)Qs(x) pour tout xeA. 

P r e u v e . Soit / G P(A). Si / (e ) = 0, en utilisant l'inégalité de Schwarz, 
on a \f(x)\2 < f(e)f(x*x) pour tout x e A, d'où / est nulle. Si / (e ) ^ 0, 
posons / i = [/(e)] / , il est clair que / i e Pi(A). Soit x e A, en utilisant le 

théorème 3, on a fi(x*x) < [QS(X)] , ainsi | / i (x ) | 2 < fi(x*x) < [QS(X)] , donc 
\Mx)\<Qs(x),i.e.\f(x)\<f(e)Qs(x). ' D 

COROLLAIRE 6. Soit A une BP*-algèbre. Si MS(A) est équicontinue, alors 
toute forme positive sur A est continue. 

P r e u v e . Si MS(A) est équicontinue, alors QS est continue. D 

COROLLAIRE 7. *SOi£ A une BP*-algèbre tonnelée, telle que tout caractère 
hermitien de A est continu. Alors toute forme positive sur A est continue. 

P r e u v e . MS(A) est bornée pour la topologie faible a (A', A). Comme A 
est tonnelée, il s'ensuit que MS(A) est équicontinue d'après le théorème de 
Banach-Steinhaus. D 
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R e m a r q u e s . 
1. Le corollaire 6 est une amélioration du [4; Théorème 5.7]. 
2. Le corollaire 7 est une réponse partielle au problème suivant: Est-ce-que 

toute forme positive sur une PP*-algèbre tonnelée est continue? 

4. Sur u n e ques t ion de M . A. H e n n i n g s 

Soit A une PP*-algèbre. Dans [3], H e n n i n g s a posé la question suivante: 
Est-ce-que A! C Span^* P(A) ? 

Nous donnons une réponse négative à cette question, nous avons d'abord la 
proposition suivante: 

PROPOSITION 8. Soit A une BP* -algèbre symétrique. Si A! C SpanA* P(A). 
alors A est semi-simple. 

P r e u v e . Remarquons d'abord que SpanA* P(A) = Span^* Pi(A). D'après 
le corollaire 4, R(A) = {x G A : f(x*x) = 0 pour tout / G Pi (A)}. Soit 
x G R(A), en utilisant l'inégalité de Schwarz, on a | / ( ^ ) | 2 < f(x*x) pour tout 
/ G Pi (A), ainsi f(x) = 0 pour tout / G Pi (A). Comme A! C SpanA* Pi(A), 
il s'ensuit que g(x) = 0 pour tout g G A', d'où x = 0. • 

R e m a r q u e . La proposition 8 est une généralisation du résultat suivant 
de Hennings: Si A est une MQ*-algèbre unitaire, symétrique, telle que A' C 
SpanA* P(A), alors A est semi-simple. 

C o n t r e e x e m p l e . Soit E l'espace vectoriel des fonctions absolument 
î 

continues sur [0,1], muni de la norme | | / | | = / | / ( ^ ) | dz , et de la multiplication-
o 

X 

convolution ( / X g)(x) = J f(x - t)g(t) àt. (E, || ||) est une algèbre de Banach 
o 

commutative, involutive (f*(x) = f(x)), symétrique, radicale (cf. [6; p. 316]). 
Soit E ® Ce l'algèbre déduite de E par adjonction d'une unité. A est une 
algèbre de Banach commutative unitaire, involutive, symétrique d'après [6; 
Théorème 4.7.9]. On vérifie facilement que R(A) = E, ainsi A n'est pas semi-
simple, d'où A! (£. SpanA* P(A) d'après la proposition 8. 

5. Sur les r e p r é s e n t a t i o n s des PP*-a lgèb re s 

Soit A une PP*-algèbre et / G P(A). Soit Lf = {x G A : f(x*x) = 0 } . 
On considère A/Lf l'espace préhilbertien muni du produit (x+Lf, y-\-Lf) = 
f(y*x), x, y G A. f est hermitienne et admissible donc on peut lui associer une 
représentation cyclique Tf sur un espace de Hilbert Hf, Hf étant le complété 
de A/Lf. Pour chaque x G A, TfX est définie par Tfx(y-\-Lf) = xy-\- Lf pour 
tout y G A. 
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THÉORÈME 9. Soit A une BP*-algèbre telle que MS(A) soit équicontinue. 
Alors pour tout f G P(A), la représentation Tf est continue. 

P r e u v e . Soit x ,y G A, d'après le théorème 5, on a 

f(y*x*xy) < f(y*y)gs(x*x) 

ainsi (xy+Lf, xy+Lf) < (y+Lf, y+Lf)gs(x*x), 

i.e. \\Tfx(y + Lf)\\ < \\y + Lf\\6a(x*x)ï , 

d'où \\Tfx\\ < QS(X*X)* = gs(x). 

Comme MS(A) est équicontinue, il s'ensuit que gs est continue, donc Tf est 
continue. • 

R e m a r q u e . La théorème 9 est une amélioration du [5; Théorème 4.2]. 
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