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plasma f, * 5 zu%end (é) vlastnim magnetickym polem — maasma f cxkaras
coOCTBCHY (piM MarH. nosieM — self-pinched plasma — durch den eigenen Strom zusammen.-
geschniirt .s Plasma n — plasma m pincé par le champ propre — plasma m autostrozzato

plyn m z. cela ionizovany — NOJTHOCTbIO HMOHM30BAHHBIN ra3 m — fully ionized
gas — v llstindig tonisiertes Gas n — gaz m totalement ionisé — gas m completamente
ionizzat,

pole » m: :gnetické — marmurHOe mose n — magnetic field — Magnetfeld n, magne-
tisches F: |d n — champ m magnétique — campo m magnetico

pole vné& 3{ — prenmee noxe n — external field — dusseres Feld n — champ m extefne
— cam. o m esterno

pole v#'astnf — cobersernoe mosie n — self-field — Higenfeld n — champ m propre —
Ci)%i.po 1. Proprio
#olomdr m gyradéni— JIapMopos papguyc m, pagnyc m BPaulCHUA, PAgIyc m KUpaLl —
radius of gy ation — Gyrationsradius m — rayon m de giration — raggio m di girazione
stladeni n magnetické — maraurHoe caTMC n — magnetic compression — magne-
tische Kompression & — compression f magnétique — compressione [ magnetica

unéenin — gpeitd m — drift, drift motion — Driftbewegung f — dérive f, mouvement
m de dérive — deriva f Spostamento m

vazba f mezi plasmou a neutrdlnim plynem — B3aumopeiicTByC 7 NIA3MBI U HeM-
TpwibHOro raza — couplirg between plasma and neutral gas — Kopplung f zwischen.
Plasma und Neutralgas — ccuplage m entre le plasma et le gaz neutre — accoppiamento
m fra plasma e gas neutro

viny -fpl- hydromagnetické, viny Alfvénovy — marmurorupponumaaMuddccKme
Bosuut f Boausl Aabperna — magnetohydrodynamic waves, hydromagnetic waves —
magneto-hydrodynamische Wellen fpl — ondes magnétohydrodynamiques — onde idro-
magnetiche, onde magneto-idrodinamiche :

zahiivéni n elektromagnetické — siekTpomarnurioc Harpepauue n electromagnet-
ic heating — elektromagnetische Heizung f — chauffage m électromagnétique — riscal-
damento m elettromagnetico

zamrzly do silodar — BMOPOMKCHHLIA B CIIOBLIC JINHUN, ¢ HPUKJICCHHBIMHI CMJIOBLIMIT

Junusmu — frozen in field lines -— mit eingefrorenen Feldlinien — gélé dans les lignes de
force magnétique — congelato nelle linee del campo

-

ROVNICE MAGNETODYNAMIKY PLASMATU

A. HRUSKA
Astronomicky vstav CSAV, Praha

1. Uvod

V piedchézejicim élanku dr. Kleczka byly probirdny nékteré zakladni vlast-
nosti plasmatu a bylo struéné analysovano jeho chovani v magnetickém poli.
Zde se budeme podrobné zabyvat odvozenim zakladnich rovnic dynamiky a
magnetodynamiky plasmatu. Difive nez pristoupime k FeSeni nasi ulohy, pro-
diskutujeme chovani jednotlivych nabitych ¢astic v silovém poli buzeném
ostatnimi éasticemi. Analysa mikropole v plasmatu je v tomto ¢lanku zakladem
pro odvozeni makroskopickych rovnic.

Budeme se zabyvat ionisovanym plynem, ktery se z termodynamického
hlediska lisi jen malo od plynu idealniho, tj. takového plynu, jehoz ¢astice na
sebe navzajem neptsobi. Aby se plyn lisil malo od plynu idealniho, k tomu je
nutné, aby vzajemné silové pusobeni éistic bylo nepatrné. To znamend, Ze
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energie vzajemné kulombické interakce dvou blizkych é&astic je velmi mald ve
srovnani s energii piislusejici jejich postupnému pohybu. Ozna¢me e naboj
elektronu, R stfedni vzdalenost mezi &asticemi, T’ teplotu plynu a K Boltz-
mannovu konstantu. N48 poZadavek miZeme psit ve tvaru nerovnosti

(1) %<KT.

Jestlize n je hustota ¢astic, pak B ~ n~1/3 a nerovnost (1) mizZeme vyjadiit
vyrazem

C 0 < (KT) .

e2

Dale budeme vidy piedpokladat, Ze (2) plati.

2. Mikropole v plasmatu a relaxa&ni doby

Budeme se zabyvat vzadjemnym pisobenim é&astic ionisovaného plynu.
Porovnejme nejprve charakter interakce neutralnich atomu a &astic plasmatu.
Neutralni atomy néjakého plynu — pro uréitost tteba vodiku — miiZzeme v hru-
bém ptiblizeni povaZovat za elastické koule o poloméru rovném poloméru
prvniho Bohrova orbitu. Tyto koule na sebe ptisobi pouze tehdy, kdyz se spolu
piimo srazi. Vyberme si v plynu néjaky atom a uréeme dobu, za kterou se
v pruméru smér jeho pohybu podstatné zméni. To se stane prakticky pii kazdé
sraZce naseho vybraného atomu s néjakym jinym — ,,polnim‘ — atomem.
Hledané doba 7, je tedy totoZna se stfedni dobou mezi dvéma po sobé nésledu-
jicimi srdazkami vybraného atomu. Oznadime-li polomér atomu g, pak ziejmé
plati

3) T~ —

ngv, ’

kde v, je rychlost vybraného atomu. JestliZze atomy maji maxwellovské rozdé-
leni rychlosti, pak je stfedni hodnota v, pfiblizné rovna (KT [m,)1/2, kde m,
je hmota. Dosadime-li tuto hodnotu za v, do (3), dostaneme ,,relaxaéni dobu*,
charakterisujici cely soubor neutrilnich atomu. Tato relaxaéni doba uréuje
rychlost, s kterou se soubor neutralnich atomi s libovolnym poéditeénim rozdé-
lenim rychlosti blizi k maxwellovskému rozdéleni. Kdybychom napiiklad vstte-
lili svazek atomu do plynu ve stastické rovnovaze, pak by vstfelené éastice
ziskaly maxwellovské rozdéleni rychlosti pravé za dobu z,.

Odvodime nyni dobu 7z, kterd mé v ionisovaném plynu stejny vyznam jako
7, V plynu neutralnim. Tato veli¢éina ma veliky vyznam pii mikroskopickém
odvozeni pohybovych rovnic.

Interakce ¢astic v plasmatu mé zcela jiny charakter neZ interakce neutral-
nich atomi. JestliZe ionisujeme nas plyn, tak elektrony a protony, které vznik-
nou z neutralnich atomi, na sebe za¢nou plisobit kulombickymi silami. Velikost
téchto sil klesd nepfimo imérné se étvercem vzdélenosti mezi Edsticemi a dasti-
ce tedy na sebe plisobi na vzdilenosti mnohem vétsi, nez v pfipadé neutralniho
plynu, kdy potencidlni energie vzijemného pusobeni dvou d&astic byla p#i
vzdalenosti vétsi nez polomér klasické kruhové drahy elektronu rovna nule.
Tento charakter interakénich sil ddva vznik fadé vlastnosti plasmatu, které
jej fysikdlné odliduji od neutralnfho plynu. Vybrans &astice je pii svém po-
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hybu neustale v silovém poli generovaném vsemi ostatnimi éasticemi. Pro
dobu 7, za kterou se pohybovy stav ¢astice podstatné zméni a kterd ma ana-
logicky vyznam, jako doba 7, v neutrdlnim plynu, se musime spokojit pouze
s ptibliznymi vypoéty. Opravnénost aproximaci budeme diskutovat pozdéji.

Budeme piedpoklddat, Ze se vybrana éastice, napt. elektron, pohybuje v né-
jakém libovolném okamZiku v silovém poli pouze jediné ,,polni dastice“. Bu-
deme sledovat vliv protoni na pohyb naseho vybraného elektronu. Necht

proion

Obr. 1.

elektron mé na poéatku piibliZzeni k néjakému protonu rychlost ¥V (méfenou
v soufadnicovém systému, ktery je vzhledem k protonu v klidu). P#i pFiblizeni
k protonu se elektron pohybuje po hyperbolické driaze, kterou v polarnich
soutadnicich (r, @) (obr. 1) miZeme vyjadiit rovnici

_ D*¥*m 1

*) e 14+ ¢ecos@ ’

kde D je vzdéalenost p¥imky, ve které lezi vektor V, od protonu, a excentricita
¢ je urdena vztahem

. 4
(%) =1 m2D2V

Vzorce (4), (5) dostaneme Yefenim pohybovych rovnic Keplerova problému.
Dynamické plisobeni protonu na elektron je charakterisovano tihlem o, o ktery
se draha elektronu odkloni od piivodniho sméru. Uhel ¢ vypoéteme, jestlize
v (4) nechdme r vzristat do nekoneéna, pak také @ se blizi své mezni hodnoté

1
@, (viz obr. 1). Plati cos O, = — - ProtoZe ¢ = 20, — w, plyne z posledni
rovnice
2
(6) cosg =1— R

Dosazenim (5) do (6) a tipravou dostaneme

mDV?
e

— a2D2y4
1_*_mZDV

2

(7) sinog =
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Elektron se podle nagich zjednodufenych p¥edstav postupné srazi s riznymi
protony. ProtoZe sraiky s polnimi ¢asticemi jsou nahodné rozloZeny, nabyva
sin ¢ pifi raznych srazkach zcela ndhodnych, jak kladnych, tak i zapornych
hodnot, a jeho stfedni hodnota je rovna nule. Musime tedy k charakterisaci
zmén sméru pohybu elektronu pouzivat veli¢iny sin? g, ktera je vidy kladna.
Za dobu At vykond vybrany elektron dv 4t = 2aVaD dD At srazek, pti
kterych je D v intervalu (D, D 4 dD). O dob& At ptedpokladime, Ze je velka
ve srovnani s trvanim jedné srazky, ale mald ve srovnani s dasem, ktery je
potfeba k podstatné zméné& sméru rychlosti V. Posledni pfedpoklad o tom, Ze
k podstatné zméné sméru V je potieba nesmirné velikého podtu srizek, je
opravnény, jak se pfesvédé¢ime z dalSiho. Vypodteme vyraz (sin?¢) =
= [sin? o dv .
Jest

Dmax
5y 2 3
®) (sin? o — STV°m f D2 dD

e? (1 4 m2D2V4)2 :
0

e2

Pro D_,, — oo integral (8) diverguje, avSak z fysikdlnich divodi je jasné, Ze
musi existovat koneéné D_. , pti kterém je t¥eba integraci pferusit. Jediné
tehdy muze rovnice (8) popisovat fysikdlné redlny déj. Existenci a uréenim
D,_,,. se nyni budeme zabyvat.

Integrujme nejprve (8) podle D; dostaneme

(9) {sin? ¢) = 4m Voms ln(l + o ) — . mEVAD3
e

e

Oznalme D, vzdélenost, kterou musi projit vybrany elektron od polni &astice,
aby se smér jeho pohybu zménil 0 90° . sin ¢ je v tomto pFipads roven 1, takze
2

z rov. (7) plyne Dy, = % . Dosazenim D, do (9) dostaneme
my?2

. D? 1
(10) {sin? ¢y = 4n VnD? ln(l + D"‘“) — e
0 L max
14 D,
Tabulka 1
~DI')“:" 0 1 2 10 102 | 10* | 108

¢sinto>| O |0,19 | 0,81 | 3,63 |82 |174 | 358

|

Hodnota {sin? o), kterd charakterisuje rozptylovani elektront do sméru kol-
mého ke sméru jejich pivodniho pohybu, zavisi znadn& na volb& poméru
D,../D,. Tato zavislost je ilustrovina v tab. I. Z tabulky vidime, %e bereme-li
v tvahu pouze blizké sraZky elektronu s protony (D, /D, malé), je pohyb vy-
braného elektronu ovliviiovdn polnimi protony jen malo, pfes to, Ze kazda
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blizké srézka plsobi znaény odklon vektoru rychlosti od piivodnfho sméru.
Naproti tomu jestlize D, /D, je veliké, bereme v tivahu i ,,vzddlené‘‘ srazky
elektronu. Adkoli kazda takova srazka plsobi pouze malou zménu sméru po-
hybu elektronu, jejich kumulativni efekt znaéné pfevySuje vliv ,,blizkych*
srazek. Kromé prolému uréeni D_, vznikd nyni jesté otdzka o tom, jaky maji
vzdalené srazky v nasi teorii, kterd bshem pribliZeni elektronu k néjakému
protonu neuvazuje vliv ostatnich polnich &astic, fysikalni smysl.

Cela dosavadni teorie se opirala o diskusi binarnich sriZek a evidentné plati,
kdyZ Dmax je mensi nebo fddové rovno stiedni vzdilenosti mezi Gasticemi
n—, Kdybychom v8ak pouZivali takovych hodnot Dmax p¥i vypostech visko-
sity nebo vodivosti plasmatu (tyto veli¢iny mohou byt odvozeny z nasich pted-
pokladi), tak bychom zjistili, Ze nase vzorce nesouhlasi se skuteénosti. Inter-
akce C¢astic plasmatu je mnohem silnéjsi, neZ vyplyva z takovych tvah.
Velmi pfirozenou cestou k odstranéni tohoto nesouhlasu je zvétSeni Dmax tak,
%e Dmax > n—'ls. V takovém p¥ipadé nas oviem zajima:

(1) zda je pouZitelna teorie, vychézejici z aproximace, ve které je kazd4 srazka
povaZovana za problém dvou téles, aniZ je bran ohled na mikropole buzené
ostatnimi éasticemi,

(2) jak je Dmax veliké.

Zabyvejme se nejprve druhou otazkou. Elektrické pole buzené néjakym vy-
branym iontem musi byt stinéno rozloZenim elektronu a ostatnich ionth, tak-
%e ve vzdalenostech vétsich nez jista kritickd mez, kterou oznadime 4, a na-
zveme Debyeovou stinici vzdalenosti (Debye uZival prvni velid¢iny 4, pfi stu-
diu elektrolyti), pole vybraného iontu na nés elektron nepuisobi. Ukazuje se,
%e pouzivame-li A, misto Dmax P¥i vypodétu riznych difusnich efektt v ioniso-
vaném plynu, napf. elektrické vodivosti, dostdvame vysledky souhlasici
celkem uspokojivé se skuteénosti.

Vypoéteme nyni A;,. Vzhledem k tomu, Ze skoro ve viech fysikdlnich velidi-
nich, které zavisi na Dmax, Vystupuje tato hodnota pouze prostfednictvim
vyrazu In (konstanta X Dmax), & to tak, Ze tyto velidiny jsou mu amérné, tak
postadi urdit Dmax = 4, pouze s malou piesnosti, aniz by byla podstatné naru-
Sena presnost vysledkd.

Vyberme v plasmatu néjaky iont a studujme prabé&h potencilu v jeho okoli.
Ve statistickém praméru bude tento potenciil, ktery oznadime ¢, sféricky
symetricky, to znamen4, Ze jeho hodnota bude ve vzdalenosti r od iontu za-
viset pouze na absolutni hodnoté r a nikoli na sméru. Takov4 vzdilenost, ve

které poklesne hodnota ¢ na 1/e-tinu potencidlu ¢, = ; , buzeného pouze vy-

branym jontem, muzZe byt definovana jako 1,. Jeji velikost bude zfejmé re-
presentovat velikost zastinéni elektrického pole vybraného iontu ostatnimi
¢asticemi.

Kolem naSeho vybraného iontu se ve statistické rovnovaze rozlozi ostatni
niboje v souhlase s Boltzmannovym rozdélenim. Hustota elektront a ostat-
nich polnich iontt ve vzdélenosti » od vybraného iontu je

+ﬂ _z;cgp
(11) N, = Negge X7 a m;=mnm,e ¥ |

kde n,, a n,, ma vyznam hustoty v ,,nekoneéné‘“ vzdalenosti od vybraného
iontu, ktera je zde totoznd s pramérnou hustotou dastic. z; je stupen ionisace
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ionti. Jestlize plasma je jako celek neutralni, pak n,, = zm,, Ziroven musi
platit Poissonova rovnice

(12) Ap = + 4me(n, — 2.m;) .

Kromsé toho jsme od podatku pfedpokladali, Ze energie kulombické interakce
¢astic je mnohem mensi neZ jejich kineticka energie, takze

e2
ep ~> < KT .

Z této nerovnosti plyne, %e (11) mlZzeme psit v ptibliZném tvaru

= = =n a4
(13) Ny = My (1 + KT) y My = nzo(l KT)

Dosazenim (13) do (12) plyne

47!627&00(2,- + 1)

Posledni rovnici lze predepsat do tvaru

1d do
— S 2 22) = e
r2 dr(r dr) xe

kde
4dmen o(z; + 1)
14 2 "7 e\*™ | 7
(14) % BT .
Substituci ¢ =1: ziskdme rovnici
d2u
15 —— — U =
(15) ar xu =0,

kterd m4 FeSeni e~*" a e**". Fysikdlni smysl m4d jen prvni z nlch které se pro
r rostouci nade viechny meze bliZi k nule. Jest

e—*r

$~—

Podle pedchézejiciho vykladu je » — ZL , coz podle (14) d&vé vysledek
D

KT /s
(16) *p= (4-7‘9 2 0(24 1)) '

Pristoupime nyni k diskusi prvé z uvedenych otazek. Ze statistické mecha-
niky vime, Ze v libovolném malém objemu plynu vznikaji ndhodné fluktuace
podtu éastic. Mysleme si néjaky objem V s linedrnimi rozméry o ¥ddové veli-
kosti 4,. Silové pole, které je generovano fluktuacemi vné objemu V, na dastice
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uvnitt V v désledku stinéni, vznikajiciho stejnym mechanismem jako stinéni
naboje jednotlivého iontu, neptisobi. Fluktuace hustoty, které vzniknou ve
vzdalenosti od Gastice, kterd je mensiho fadu nez 2,, na studovanou d&astici
samoziejmé musi plsobit. Pohyb naseho vybraného elektronu je neustale
ovliviiovén kratkodobymi elektrickymi poli nahodného sméru, které jsou ge-
nerovany témito fluktuacemi. Obrazné muzeme iici, Ze kazds fluktuace repre-
sentuje jakousi polni kvasidastici, ktera mé dynamicky analogicky vliv jako
oby¢ejny iont nebo elektron. A to je divod, proé¢ je naSe teorie, vychazejici
z predstavy o binarnich srazkach, aplikovatelnd i pro D > n—"/s. NaSe posledni
tvrzeni se opird pouze o intuitivni dvahy, uspokojivé piesny dukaz jeho
spravnosti podal Spitzer.

Tim jsme odstranili vSechny nejasnosti v rovnicich (9), (10) a miZeme pti-
stoupit k jejich vyuziti. Nasim cilem je odvodit relaxaéni dobu pro plasma,
ktera ma stejny fysikdlni smysl jako doba 7, pro neutralni plyn. Vyraz {sin2 o,
dany rovnicf (9), charakterisuje odchyleni drahy elektronu od ptivodniho sméru
za jednotku &asu. Jestlize je <{sin?o¢) At < I, pak to znamend, %e pohyb
elektronu neni za jednotku ¢asu prakticky ovlivnén. JestliZe je {(sin? ¢ At tadu
jednotky, pak je ziejmé, Ze byl smér pohybu elektronu za jednotku éasu znaé-
né zménén. Definujme tedy relaxaéni dobu 7’ rovnici

T {sin?oy v’ = 1.
; . (e mV423
Dosazenim (9) do (17) plyne |pfi zanedbéni jednotky vzhledem k P
;L m2y3
(18) T = TS
47{77«34111—62—'—

Predpokladejme, Ze elektrony maji alespon pfiblizné maxwellovské rozdéle-
ni rychlosti a vypoétéme stiedni hodnotu 7', kterou oznaéime 7. Dostaneme

as) __ _ mhEKTyh

271 net In 5{62 2p

A% dosud jsme rozebirali pouze interakci elektronu s protony; obdobné
bychom mohli diskutovat interakei vybraného elektronu s ostatnimi polnimi
elektrony a vypoditat relaxaéni dobu, odpovidajici tomuto vzdjemnému pi-
sobeni. Tuto dobu vsak nebudeme pfi odvozovani makroskopickych rovnic
v tom stupni pribliZeni, ktery pouZijeme, potfebovat.

3. Pohyb nabité éastice v homogennim magnetickém a elektrickém poli

A% dosud jsme uvaZovali o pohybu &istic za neptitomnosti vnéjsich silovych
poli. Zmény rychlosti ¢astice byly plisobeny pouze srazkami s ostatnimi éasti-
cemi. VySetfime nyni vliv magnetického pole intensity H a elektrického pole
intensity E na ¢astici o hmoté m, pohybujici se rychlosti v. Pohybova rovnice
Gastice je
{20) mg—;:e(E—[—g—va),
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¢ je rychlost svétla. Volme systém soufadnic tak, Ze H ma smér osy z a E lezi
v roviné zy. RozepiSeme-li rovnici (20) do slozek, dostaneme

do, e . dv, e dv,
21) m I —EvyH, (22) m T —eE’,,——vaH, (23) m a& ek, .

z (23) plyne
e
v, = %—Ezt 4+ V)i -

Nasobime-li (22) imagindrni jednotkou j a se¢teme-li takto vznikly vztah s rov-
nici (21), dostaneme

d . e . . e
a(vac + ]’Uv) - ,,_n—CH(Uv - ]vz) + ]%Eu ’
S R
=2 e, £ o)+ B,
Zavedeme-li oznateni v,+ jv, = U, e = @ muZeme posledni rovnici psat
ve tvaru
aUu

. . €
W-{-]wU:]RE”'

Resenim tohoto vztahu snadno dostaneme
ek
— —jwt v
(24) U= deiot 4 =2,
kde A je komplexni konstanta. MiZeme ji psat ve tvaru ae’e, kde a, x jsou real-
né. Dosazenim tohoto tvaru 4 do (24) a tipravou plyne
cE,

U = q e-#wt-a) L

Porovninim redlné a imaginarni éasti U s pravou stranou posledni rovnice
plyne

cE
v, = @ cos (wf — « =,
- . (0t — ) + 57
v, = @ 8in (of — «) .
Za neptitomnosti elektrického pole se éastice pohybuje v roviné xy po kruznici

poloméru% s frekvenci

eH
(26 _
(26) = me

Jeji rychlost je konstantni, protoZze magnetické pole udéluje déastici pouze
zrychleni kolmé ke sméru okamzitého pohybu, takZe se neustile méni pouze smér
a nikoli velikost impulsu éastice. Jestlize je jak H, tak E rtazné od nuly, tak
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dastice vykonava zrychleny pohyb ve sméru H, a v roving kolmé k magnetické-
mu poli se pohybuje po kruZnici, jejiZ stied se posunuje ve sméru kolmém k H
a E rychlosti cE,/H. Podobny posuv gyraéni kruznice nastdva i za nepfitom-
nosti elektrického pole, jestlize je H nehomogenni.

Jestlize je plyn dostateéns ¥idky, tak éastice volné krouZi podle pfedchaze-
jicich rovnic. Nutné a postaéujici podminka pro to je, aby relaxaéni doba byla

mnohem vétsi, nez doba jedné otodky v mag. poli. Jestlize naopak je = <;1) ,

je pohyb &éstice regulovan pouze srazkami a plyn, ktery je ve statistické rovno-
vaze, se z mikroskopického hlediska chova jako by magnetické pole nebylo
piitomno.

4. Boltzmannova rovnice
Pristoupime nyni k odvozeni zakladni rovnice kinetické teorie plynt. Necht

je podet Eastic plynu v malém objemu konfiguraéniho prostoru d3r = dz dy dz
a rychlostniho prostoru d3v = dv, dv, dv, ddn rovnici

dén = fdrdv,

kde f je tzv. funkce rozdéleni dastic. Ve stavu statistické rovnovahy m§ f
maxwellovsky tvar

.

d%n = konst. e—7* (="t +v:) dy dr

kde j§ =% . V obecném piipadsé, kdy plyn neni v rovnovazném stavu, je
f funkei nejen v ale i r a ¢asu ¢
(27) =1t rv).

Odvodime nyni rovnici, kterou musi za takovych okolnosti f splitovat.
Piedpoklddejme, Ze na Gastice plsobi vnéjsi sila F, nezdvisld na rychlosti
dastice, nebo alespon k rychlosti kolma. Pfedpokladejme déle, Ze &astice na
sebe navzajem nepusobi srazkami. Ty 8astice, které jsou v ¢ase ¢ v objemovém
elementu dr dv kolem bodu, uréeného polohovymi vektory r, v, budou v éase
t + dt ve stejné velikém elementu kolem bodu r + dr, v + dv. Protoze dr =

= v dt a dv = (zrychleni na jednotku hmoty) x dt = ;ﬂ d¢, tak poloha na-

8ich dastic bude v ¢ase ¢ 4 dt uréena polohovymi vektory r 4+ v dt, v + 7—’; ds.

Z4dné jiné déstice v objemovém elementu kolem tohoto bodu nebudou. Z toho
plyne, Ze

f(t—}—dt, r4+vdt, v-{—%dt)—f(t,r,v):O.

Taylorovym rozvojem do 6lent prvniho ¥4du dostaneme

f o  Fof_
(28) iV Taa T
of f iwi 1y , of . -
Zde symbol 5y Zhamend t¥i slozky vektoru grad f, vyraz v o 1° skalarni sou-
of of 9
¢in Ve 7 ox + v Uy y + v, 3 2
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Fof o o ir . o (. of f of
Obdobn& 5y MuZe byt vyjadieno ve tvaru — pon ( By, + F,, —l— F, o)

Jestlize se ¢astice plynu srazeji, pak nékteré z ¢astic, které j ]sou v dase t v ob-
jemovém elementu dr dv v bodé uréeném polohovymi vektory r a v a po tase
dt by dospély do blizkosti bodu r 4 dr, v 4 dv, jsou srazkami odchyleny ze své
drahy, takie se dostanou po dase dt do zcela jinych mist fazového prostoru.
Jiné ¢astice, které v tase t nebyly v ,,blizkosti* bodu r, v mohou byt srazkami
béhem doby dt vrzeny do blizkosti bodu r 4+ dr, v + dv. Na pravé strané rov-
nice (28) pak bude misto nuly vyraz urdujici tuto zménu podtu d&astic, takze
(28) prejde v

of of [ Fof of

(29) 2 Vor ﬁ@v_a_tc

Napsali jsme Boltzmannovu rovnici pro plyn, skladajici se ze stejnych &astic.
JestliZze jsou v plynu jednak elektrony, jednak rizné druhy iontu, pak pro kaz-
dou slozku muZeme psit rovnici stejného tvaru jako (29). Pfi tom oviem musi-

me pamatovat, Ze F zavisi na druhu d&astice a do % musime obecnd zahrnout
[

vliv sréZek se viemi druhy d&astic.

Nejvétsi potize ptiteseni Boltzmannovy rovnice &ini vétsinou élen %;' . Jeho
. c
tvar byl pro dvojné srizky nalezen jiz dfive a je diskutovan velmi podrobné
v ruznych udebnicich kinetické teorie plynt (Jeans, Chapmann-Cowling).
Tento vyraz je vhodny pro popis srazek v neutralnim plynu, pro popis inter-
akce v ionisovaném plynu se pi#ili§ nehodi nejen pro svou matematickou slo-
Zitost, ale i z principidlnich duvodu, spoéivajicich v tom, Ze éastice v ioniso-
vaném plynu se dynamicky neovliviiuji ani tak blizkymi srazkami, jako
vzdalenymi pfibliZenimi. Koncepce dvojnych srazek byvd v¥ak uZivdna
i u ionosovaného plynu ve smyslu teorie vyloZené pfi odvozovani relaxaénich

dob. Clen—g byva nahrazovan tak zvanou Fokkerovou-Planckovou aproxi-

c
maci, ktera ideové vychazi z teorie Brownova pohybu. I tento tvarZ—{ viak
c
je velmi komplikovany a i v nejjednodusich p#ipadech je tfeba Boltzman-
novu rovnici feSit numeric ky.Prakticky je vétSinou vhodné pouZit pro repre-
sentaci pravé strany Boltzmannovy rovnice n&jaky, vice nebo méné intuitivné
nalezeny model, ktery je volen tak, aby byl co nejjednodussi. Takova byt
i velmi hruba aproximace nam Sasto umozni diskutovat rizné dynamické pro-

blémy do znaéné hloubky.

of
ot|,
né timto myslenkovym postupem: Predstavme si soustavu dastic, kterd ma
v tase t = 0 néjaké rozdéleni rychlosti, charakterisované funkef f, a pro ¢t > 0
je ponechana bez plisobeni vnéjsich sil. Pro ¢ — oo se f bliZzi k maxwellovskému
rozdéleni f,. Prakticky ov8em éastice ziskaji maxwellovské rozdélent jiz za re-
laxaéni dobu 7. Za dobu 7 se rozdéleni f v kaZzdém misté zméni na f,. Obrazné

K nejjednodussimu z moznych modelovych tvara pro—; dojdeme ptibliz-
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muzeme Fici, Ze se za dobu 7 v jednotkovém objemovém elementu ,,objevi‘
fo Castic a zaroven se ,,ztrati‘ f éastic. Zména podtu ¢astic za jednotku Sasu je

off _fo—1
(30 w, = T
takZe muzeme Boltzmannovu rovnici psat ve tvaru

(31) g_,;+va_f Fof _fo—1

or "mov 1

Z piedchazejiciho je ziejmé, Ze aproximace (30) je dosti drastickd. Nicméné,
pro ptiblizné dvahy a pro odvozovani makroskopickych rovnic je postadujici
a budeme ji dale uzivat.

5. Makroskopické rovnice

Budeme se zabyvat odvozenim pohybovych rovnic plynu, sklddajiciho se
z iontd a elektront. Veli¢iny, vztahujici se k iontim, budeme oznaéovat in-
dexem 1, velidiny vztahujici se k elektronim oznaéime indexem 2. Pokud ne-
bude zéleZet na specifikaci éastice, budeme podle potteby uzivat indexu ¢ nebo
k. Rychlost &astice v; se skldda z ndhodné rychlosti u; a z rychlosti ¢-tého plynu
jako celku V;. Jest
(32) vi=u;+V;, v, =Y,

1 T

kde ¢arka nad symbolem v, znamend stiedni hodnotu.

Nasobme Boltzmannovu rovnici pro plyn s indexem ¢ dv, a integrujme pies
cely rychlostni prostor; dostaneme

ot _ o of . 0
thdVi—— o fvi_a_,fdvi—é—r‘(nivi);

F. Vz=Vy="z =+4®©
a/ dv»_[”,: fl] =0

m avl 7 Vz=Vy="vz =— 0

a koneéné, protozZe se celkovy pocet ¢astic srazkami neméni,

ffm figy,

Vysledkem této operace je rovnice kontinuity

on; 0
ot or

(m; V) =

kterou muzZeme piepsat do obvykle uzivaného tvaru

(33) (nV;) =0

318



Nasobme Boltzmannovu rovnici pro ¢-ty plyn vyrazem m;v; dv; a integrujme
pies v;; pak

f1 _ 0, _
(34) mz‘f \£ o dv, = m; E(nzvz) >

of; . 0
(35) mifvi (v,- 3—r) dv, =m; — o (n;v,v,),

(v,v; je dyadicky souéin),

(36) fv ( P zf )dv — n;F; .

Posledni rovnice mizeme nazorné odvodit, jestlize rozepiseme vektory do sou-
Fadnic. Integral vznikly ze srazkového élenu oznadme jako @,

(37) D, = m,f@ v,dv,.

Z (34—37) plyne

o, — 0

ia(nzvi) + iﬁ (nz vzvz) - nin + qu

Z (34) dostaneme
0 0
(38) mi'éi (nyv;) = m; P (n;V;)
(35) miZzeme upravit do tvaru
0 oll, 0
(39) za (nyviv,) = -3’;,—+ i (n;V:V),
kde
I, = nm,uu,,

takze

’Bt(n V) + +mi_a;(nivivi)=niFi+¢i'

.. . on; . - " .
Pouzijeme-li pro % vyraz plynouci z rovnice kontinuity, piejde posledni
rovnice do tvaru

(40) MmN

"—‘niF,-—}—Q)i.

Zbyva jesté urdit tvar élenu @,. V piipadé, Ze jsou pfitomny pouze &astice
jednoho druhu, tak

qbszvL:"dv:mfu%du_
——mfuédu—f—mezo—:—fdu
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Prvni &len je roven nule z divodu sférické symetrie f,, druhy &len je roven nule
podle vztahu (32) a koneéné integral v tietim élenu je roven nule, protoZe sraz-
ky neméni celkovy podet &astic.

Vypoétéme tvar @, za pfedpokladu, Ze se plyn sklddd ze dvou komponent.
Definujme rychlost W vztahem

(41) nymyVy + ngmaVy = (nymy + ngmsg) W
. . n; My
dale at je u;, = S e, pak
k=12
(42) W= uV: + p:VYs .

W je zfejmé rychlost tézisté plynu jako celku. Rychlost néjaké ¢astice vzhledem
k tézisti malého objemu plynu jako celku w; je uréena vztahem
. vi=w,+ W,
Podle vztahu (32) a pfedchazejici rovnice plati
u+Vi=w,+ W,

to jest
u, + Vi=w, +u, ¥V, + p.Y, .
Nésobime-li posledni vztah mn, + myn, a vypodéteme w,; dostaneme
(43) w,=u;+ gy, (k=+1),
kde
g = m(Vi — Vi) .
Z rovnice (43) plyne

(44) W, = i -

Pro bindrni plyn oznaduje f,, maxwellovské rozdéleni v rychlostech w,,
takZe z divodi sférické symetrie f, plyne [w,f;, dw; = 0, kromé toho z rovni-
ce (32) dostavame [u,f, du; = 0, avSak podle rovnice (43) je

(45) Jwifidw =num(V; — Vo), (b *1).
Podle predchizejiciho 1ze pro @; psit

D, = mifvi—fio_ fs dv, = m; fwiudwi =
T T

m; MmN MMy

= - w;f, dw, = — i— V),
T f (myny + myny) T ( )
takze (40) lze psat v koneéném tvaru
dv, oll; mymmyn, 1
(46) (e + ar = b — Ty mgny T (V,i— Vi) .
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Pristupme nyni k diskusi rovnice (46). Prvni &len representuje zménu hyb-

nosti, druhy ¢len obsahuje tensor tlaku I7;, definovany vyrazem mn; uu,,
ktery muzeme rozepsat do tvaru (vynechame pro jednoduchost na chvili index ¢)

mn uu = mn(w — w)(w — w),
= mn ww -} mn ww — 2mn ;;,
=% — mn ww,
kde
VY = mn ww .

Nékdy byva tensor tlaku definovan jako IT (definice tohoto &lanku), nékteti
autofi v8ak definuji tlak vyrazem ¥. Ve slozkidch mizZeme psat

I]’ uzum uzuv umuz
(47) B |
m—n = | U U, « . .. ’
UUy,
v, WW, WRW, WW,
‘ ab __
{48) . — | e
w,w,

Pokud jsou odchylky f od maxwellovského rozdéleni nepatrné, je u,u, =
= U, = U, == W, = W, = Wyw, = 0, Uy = U, = U, =} U =
=} w2 a IT = V. Mtzeme psit, %e ITi ¥ je rovno n&jaké hodnots p.
Definujeme-li teplotu rovnici }mw? = 3 KT, je p=nKT respektive p, = n, KT
a velidina p,, uréend predchazejicimi vztahy, ma vyznam tlaku i-té slozky
plynu v obvyklém slova smyslu. p, je jiz skalar.
Prvni ¢len na pravé strané rov. (46) lze psat ve tvaru

(49) Fi:Zie(E+clvi X H)+mig,

kde Z, ptislusejici elektronu je —1 a g je gravitaéni zrychleni éstice. NapiSme
nynf rovnici (46) pro protonovy a elektronovy plyn, v ptipadé, ze n, = n, =
=mna ll; = p,. Jest

mln% + grad p, = ne (E + % V; X H) + nm, g

mymyn?

(50) =V,
mznc‘ldv—ter‘ grad p, = —ne(E‘Févz X H)+ nmyg
mymyn2
- _IQTz(vz - vl) ’
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(0 = myn, 4+ myn,). Seétenim rovnic (50) dostaneme

dv, dv.
n(mldt+ 2dt)—‘;—grad(p1+p2)——(v—V)XH+
(51) + (my + my) ng
(51) 1ze pomoci (41) a vztahu pro proud i,

(52) i=mneV,—YV,),
psat ve tvaru

dw 1
(53) o—q terad (P +p) =i X H+og.

Délme prvni rovnici (50) m; a drubou m, a vysledky odeétéme; dostaneme

dv, dv, P Pa)_ (1 1
(54) (dt——— dt)+grad(n71 my) —”71——1—m—2 nekE -+
ne(V,; v, n*m, = n2m, .
R R G TR
Dosazenim (52) do (54) a zanedbanim m, vzhledem k m,; dostaneme
1di 1 neE 1,

Podle (42) 1ze v na8i aproximaci psat W = V,, takie
neV¥, = neW — i’

a rovnice (55) ptejde do tvaru

(56) rg_;— ——grad ne? — W X H—

MoC

(56) je Ohmuv zdkon pro pohybujici se prosttedi v magnetickém poli. Jestlize
% =0, grad p, =0, H = 0 tak z (56) plyne znamy tvar Ohmova zakona

(57) i=oE
kde vodivost ¢ je uréena vztahem

ne’r
(58) o=

Clen na levé strané rov. (56) je ¥4dové roven vyrazu 7~ , kde T je charakte-

T b

risticky ¢as studovaného procesu. ProtoZe obvykle ]e < < 1 tak je tento clen
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zanedbatelny vzhledem k poslednimu élenu na pravé strang a (56) lze psat ve
tvaru

. et .
(59) ’+m—20|XH—O’%,
kde
1 1 .
%:E—{—EWX H—}—%gradpz. (60)

Predpoklddejme nejprve, e § je rovnobézné s H. V takovém ptipadé z (59)
plyne, Ze

ixXH=0
i=of.
Posledni rovnice je formalné stejného tvaru jako (57). K intensité elektrického
pole v pohybujicim se prostiedi E -i—% W x H ptistupuje jesté ,,ekvivalentni

13 gra‘d P 2

ne
jako kdy% toto pole neni p¥itomno. Ptedpoklidejme dale, Ze § je kolmé na H.
Nasobime-li (59) skaldrng vektorem H, tak zjistime, %e i je kolmé na H. Néso-
bime-li (59) vektorem H vektorové zprava, tak dostaneme

intensita . Vodivost plasmatu ve sméru magnetického pole je stejna

i><H+%(i><H)><H=o%><H,
2
etH?

I.

ixX H=0§ x H— g

Dosazenim posledniho vztahu pro i X H do rovnice (59) plynou postupné
vztahy

oet e2r?
i —_— 2.:
l—l—mC%XH+mczHl o3,

2
2 2

i(1+w2r2)=a(5—%’g ><H),

§XH
H b

i=o0F — o,

kde

= ag O — owT

T 14 w22’ R 1 4 e

jsou vodivosti ve sméru elektrického pole § a ve sméru kolmém na § a H.
Jestlize je relaxaéni doba mnohem mensi neZ doba jedné otodky elektronu
v magnetickém poli (wt < I) tak 0, - ¢ a 0, — 0 a tensor vodivosti se redu-
kuje na skaldr o. JestliZze naopak je wz > 1 tak je vodivost ve sméru § kolmém
k mag. poli zna¢né redukoviana a g, se opét blizi k nule. JestliZe je wt Fadu jed-
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nitky tak je o0, ~ o a ve sméru kolmém k § a H tele tak zv. Hallav proud.
Obecné je

o = oy o + o BH

kde § a §, jsou slozky celkového elektrického pole rovnobéiné a kolmé k H.

Piejdéme nyni ke koneéné formulaci rovnic hydromagnetiky pro ideédlni
kontinuum. ProtoZe prakticky ve vSech prostfedich, ktera ptichdzeji v Gvahu,
je intensita elektrického a magnetického pole rovna elektrické respektive
magnetické indukei, 1ze Maxwellovy rovnice elektromagnetického pole psit ve
tvaru

1 0E
2 =
(62) rot H = - PR
10H
6 S
(63) rot E = Pl
(64) divH =0,
(65) div E = 4n(n, — n,) .

Protoze obvykle je n,, n,> n; — n, ~ 0, tak v (65) klademe div E = 0. Z4-
roven je ovSem zanedbatelny i druhy ¢len na pravé strané rov. (62). Podminka
pro to, aby byl tento ¢len mnohem mensi nez prvy ¢len na pravé strané rov. (62)
je i > T kde T je ¥adova hodnota trvani procesu. Substituci i = ¢E dosta-

neme obvykle splnénou podminku
ccT>1.
K rovnicim elektromagnetického pole ptistupuji p¥i FeSeni magnetohydro-
dynamickych problému jesté rovnice mechaniky kontinua. MuZeme je psat ve

dvou moznych tvarech, prvym z nich je tvar slozkovy bezprostiedné vyplyva-
jiciz mikroskopického odvozeni:

. UDIYUD o .
m;n; dt + gra‘d Pi =N, F 0T (vz Vk) H (k :i: 7’) ’
(66) (n V) =0,

i = m.eV; — nyeV,,
P = pi(n,) .

V hydromagnetice byva obvyklé uzivat jiné soustavy rovnic neZ (66). Rovnice
(33) mizeme psat jako

(67) % + div (W) =

k tomuto vztahu pfifadime pohybovou rovnici plasmatu jako celku
dw 1,

(68) e = —sradp+ i x H+og,



(kde p = p; + p; = 2p;) a Ohmav zdkon

69 ., €T . . 1 Ca
(69) '+mzc’XH—a(E+wa H)—l—ﬁgradpz.

Dosadme vyraz plynouci pro E z (69) do (63), dostaneme

LoH ¢ 1 cwt [rot H] X H
P —47raAH —}—Erot(WX H)—mrot (———H )-{—
d
70 grad p,
(70) +1‘0t( e .

Posledni ¢len na pravé strané rovnice (70) je roven nule, jestliZe je proces
isothermni. V takovém p¥ipadé totiz plati

rot, &2 Py

KT
e = o rot (grad (Inn)) = 0.

T , 1. .
Obecné predpokladame, Ze grad p, je fddové srovnatelny s X H tj.

H [rot H] x H

(71) grad p, ~ o H

Ve tietim &¢lenu na pravé strané rov. (70) je numericks konstanta t;w?r’ rovna

H(ne)-1. Nésobime-li (71) vyrazem 1/ne, pak

gradp2~ H [rot Hl x H _ cot [rot H] X H
ne dmne H " 4mo H

a ¢tvrty ¢len na pravé strané rov. (70) je srovnatelny s t¥etim &lenem. Jestlize
je ot < 1 tak jsou tyto ¢leny zanadbatelné vzhledem k prvnimu &lenu. V ta-
kovém pfipadé muZeme psat

oH ¢

(72) d¢ 47o

AH -+ 1ot (W X H).

Rovnice (72) spolu s rovnicemi (67, 68, 62) a vztahem p = p(n) byvaji nej-
dastéji uZivany jako zdkladni vztahy ze kterych vychazime pii ¥eSeni hydro-
magnetickych problému v ptipadé ze wt <€ 1 an; = n,.
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PRVNI LET NA MESIC?Y

Dne 12. zaif 1959 byla vypusténa druha sovétska kosmicka raketa, ktera 14.
za¥ 1959 v 00 hod. 02 min 24 sec moskevského ¢asu dosdhla povrchu Mésice.
Sovétsky svaz slavil dalsf védecky a technicky triumf.

Véha téles, vysilanych do vesmiru, se postupné zvétsuje. Tieti sovétskd uméla
druZice Zemé vazila 1327 kg, prvni sovétskd kosmicka raketa (jeji posledni
stupent bez pohonnych latek) vazila 1472 kg, vaha druhé sovétské kosmické
rakety byla jiz 1511 kg. Posledni stupen je jiZ Fiditelny a umoziiuje automatic-
ky korigovat zakladni parametry letu do okamziku, kdy se vypnou motory.

Celkova vaha védecké a méiici aparatury druhé sovétské kosmické rakety
s napajecimi zdroji a s piistrojovou kabinou byla 390,2 kg. Raketa vysilala
k Zemi informace na péti frekvencich, 20,003 MHz, 19,997 MHz, 19,993 MHz,
39,986 MHz, 183,6 MHz. Radiotechnické prostiedky na palubé rakety umoz-
nily spolehlivé sledovat se Zemé raketu za jejiho letu, od startu az do okamzi-
ku, kdy kabina s p¥istroji dopadla na povrch Mésice.

Na povrch Mésice byly dopraveny t¥i emblémy s napisem ,,Svaz sovétskych
socialistickych republik, zafi 1959°. Dva emblémy byly umistény v kabiné
s plistroji, jeden v poslednim stupni rakety. Emblémy byly zajistény proti
poskozeni pti dopadu na mési¢ni povrch.

Pro optické pozorovani byla druhé sovétska kosmicks raketa (podobné jako
prvni) vybavena zafizenim na vytvoreni sodikového mraku — umélé komety.
Sodikovy mrak byl vypustén v dobé piedem uréené ve vzdalenosti 150 000 km
od Zemé (u prvni sovétské kosmické rakety ve vzdalenosti 113000 km od
Zem8). Pozorovani umélych komet umoziuje jednak opticky uréit polohu raket
v okamziku vytvoreni sodikového mraku, jednak uréit podle rychlosti, jakou se
mrak rozptyluje, hustotu meziplanetarniho plynu.

Prvni i drubd sovétska kosmické raketa byly pozorovany v SSSR i v zahra-
nié¢i. Anglickému astronomu Lowellovi se podafilo zpozorovat druhou kosmic-
kou raketu pomoci radioteleskopu jistou dobu pfed vytvoFenim sodikového

1) Ilepsrrit mojier Ha JyHY, Priroda, 10 (1959).
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