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Pokroky matematiky, fysiky a astronomie, ročník V, číslo 3 

MATEMATIKA 

O R O Z L O Ž E N Í M N O Ž I N V E U K L I D O V S K Ý C H P R O S T O R E C H * ) 

MILAN SEKANINA, Brno 

Předmětem této přednášky je několik problémů týkajících se pokrytí 
euklidovského prostoru množinami předepsaného typu. S otázkami pokrytí se 
setkáváme nejen v elementární geometrii, ale i v teorii automorfních funkcí, 
teorii míry, teorii čišel apod. Některé z problémů, týkajících se tohoto předmě­
tu, sehrály v matematice velmi důležitou roli. Byl to například parádoxální 
rozklad kulové plochy, sestrojený Haussdorfem, nebo hypothesa Minkovského 
o zaplnění euklidovského prostoru krychlemi, řešená Hajósem. 

Ve své přednášce se zmíním o třech otázkách. Každá z nich je vzata z jiného 
okruhu úvah, při čemž každý následující případ je zobecněním předcházejí­
cího. 

1.1. R o z k l a d e m w-rozměrného euklidovského prostoru En rozumíme 
systém © neprázdných, navzájem disjunktních podmnožin S C. En takový, 
že ^S = En.

 f < < 
Y 

1.2. O množině M říkáme, že je r o z k l a d o v o u m n o ž i n o u (resp. p ř í m o 
r o z k l a d o v o u m n o ž i n o u ) prostoru En, existuje-li rozklad © na 2£n takový, 
že S e © => S ^ M (resp. S ---- M, ---- značí přímou shodnost), 

V práci [1] bylo ukázáno, že každá troj bodová množina na přímce je rozkla­
dová množina přímky. Platí tato věta 

1.3. Podmnožina přímky T = {a,b, c} je právě tehdy přímo rozkladová 
množina přímky, dá-li se najít souřadnicový systém na přímce takový, že 
T = {0, 1, OÍ}, cx iracionální, nebo T = {0, m, n} (m, n) = 1, 0 ^ m ^= n ^ 0 
(vše mod 3). 

Důkaz, že T tvaru {0, m, n}, (m, n) = 1, při čemž 0 = m nebo 0 = n nebo 
m = n (vše mod 3) je rozkladová, ale ne přímo rozkladová množina, je dosti 
složitý. K případnému zjednodušení by mohlo přispět řešení této otázky: 

Problém 1. Najít v případě T právě uvedeného tvaru všechny rozklady 
přímky na množiny shodné s T. 

Poznamenejme, že je velmi snadné dokázat, že každá dvoj bodová podmnoži­
na přímky je její přímo rozkladovou množinou, a že existují čtyřbodové mno­
žiny na přímce, které nejsou jejími rozkladovými množinami. Pro n = 2 je 

*) Přednáška proslovená na konferenci o elementární matematice 30. listopadu 1950 v Brně. 
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situace podstatně jiná. Dá se ukázat (viz [2]), že v tomto případě každá ne­
prázdná množina M C En, pro niž platí M < 2N 0 , je přímo rozkladová mno­
žina prostoru En. 

Předcházející výsledky se týkaly mohutnosti rozkladové množiny. Pro di­
mensi se dá odvodit toto tvrzení: 

1.4. Nechť n ^ 1, M C EnC EZn+1, M 4= 0. Potom M je přímo rozkla­
dová množina prostoru E2n+1. 

Dá se ukázat, že množina, kterou dostaneme z přímky, vyjmeme-li jeden 
její bod, není rozkladovou množinou roviny. Pro n > 1 je neřešen tento pro­
blém: 

Problém 2. Nechť n > 1, M C ~®n C E2n. Je M rozkladovou množinou E2n% 

Přistoupíme k druhé části našeho výkladu. 
2.1. Rozkladem prostoru En ve smyslu elementární geometrie rozumíme ta­

kový systém @ neprázdných podmnožin S C En, že 
I.2S = E„. 
2. Každý bod z En je vnitřním bodem nejvýše jedné množiny ze systému ©. 
Na tomto místě se zmíním o jednom výsledku. K. R e i n h a r d t a (viz [3]), 

který je velmi obecný a je málo znám. 
2.2. Nechť v rovině je zaveden pojem orientovaného úhlu a míra úhlu (při 

tom míru úhlu a značíme týmž symbolem ťx). Píšeme ťx ~/? právě tehdy, 
je-li a = P nebo (x + /? = 2TZ. Pro 0 <1 <x <^ n označme jako Ka množinu těch 
rovinných úhlů /3, pro něž platí a ~ p. 

2.3. Nechť ^41? A2,..., An je jednoduchý rovinný mnohoúhelník s vnitřními 
úhly pi9 ..., pn, o nichž předpokládáme, že jsou různé odrc. Nechť Kai,..., Ka> 

jsou právě všechny množiny definované v 2.2. incidentní s množinou {ft,..., 
pn}. Nechť pro i = 1, . . . s je n[ počet těch úhlů pjy pro něž pi = oci9 n2 je počet 
těch úhlů PJ, pro něž ťxt + PJ = 2iz. Číslo n = 2 l^i — n\\ nazveme redukova-

i 

ným počtem vrcholů mnohoúhelníka A1} ..., An. 

Reinhardt dokázal tuto větu: 
2.4. Nechť je dáno přirozené číslo ň. Nechť © je rozklad roviny ve smyslu 

elementární geometrie na mnohoúhelníky s redukovaným počtem vrcholů n, 
při čemž existuje kružnice k, resp. K, která se dá vložit do každého mnoho­
úhelníka z @, resp. do níž se dá vložit každý mnohoúhelník z ©. Potom n :g 6. 

V Reinhardtově práci je tato věta důsledkem obecnější věty, která se zabývá 
případem, že ň je tzv. průměrným redukovaným počtem vrcholů mnoho­
úhelníků, tvořících rozklad roviny ve smyslu elementární geometrie. 

Formulujme nyní otevřenou otázku z této oblasti takto: 
Problém 3. Jaké podmínky (kromě ň 5j 6) musí splňovat jednoduchý mnoho­

úhelník M, aby existoval rozklad roviny ve smyslu elementární geometrie, 
který by měl za prvky množiny shodné s M. 

Reinhardt řešil tento problém pro speciální rozklady v případě, že M je 
konvexní (viz též [5]). 
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3.1. Řekneme, že systém © podmnožin 8 C En je uložením v En, je-li každý 
bod x e En vnitřním bodem nanejvýš jedné množiny $ e ©. 

Dále se budeme zabývat uložením, při kterém prvky z © budou navzájem 
shodné kruhy (resp. koule). 

Budeme nyní definovat hustotu uložení © takto: 

3.2. Zvolme v rovině, resp. v prostoru, bod O libovolně, ale pevně. KR nechť 
je kruhem resp. koulí, o středu O a poloměru R (KR značí též obsah uvedeného 

kruhu). Nechť ©^ je plocha množiny KR O 2 S. Nechť existuje lim ~^. 
© jř->oo KR 

Potom tuto limitu značíme cž@ a nazýváme hustotou uložení. 
Dá se ukázat, že hustota nezáleží na volbě O. 
3.3. Nechť © je uložení shodných kruhů v E2. Nechť d@ existuje. Potom 

* 1/12 
Uvedený odhad je nejlepší možný a je možno popsat všechna uložení, pro 

něž d@ = . . Dříve však je nutno definovat ještě dva pojmy. 

3.4. Nechť Q(a, b) značí vzdálenost bodů a,bv E2. Nechť A, B jsou ohraniče­
né uzavřené množiny v E2. Položme pro x e E2, Y C E2, kde Y je uzavřená 
ohraničená, množina Q(X, Y) = min {Q(X, y)}. Budiž potom Q(A, B) = 

yeT 

max {max Q(X, B) max Q(X, A)}. 
XeA XeB 

3.5. Nechť © je uložení shodných kruhů Kt se středy Oť. Potom P z budiž 
množina těch bodů x e E2, pro něž platí Q(X, Oř) 5g x, Oj pro každé O,. 

Dá se snadno ukázat, že P z je konvexní uzavřená množina. Nechť P je pra­
videlný šestiúhelník opsaný kružnici K, pro niž je K ^ K{. Nechť e > 0. Nechť 
E€ je množina těch Pi9 které jsou buď neohraničené nebo pro něž platí Q(PÍ, P') 
pro každý P ' ^ P . Budiž F(R, s) = KRn £ p . . Platí tato věta: 

ieE 

3.6. Nechť © je uložení shodných kruhů v rovině s hustotou cř@. Potom 

dq, = , právě tehdy, když lim — ' = 0 pro každé e > 0. 
| / 1 2 i2->00 KR 

Přejděme nyní k E3. Pravidelnou kulovou vrstvu budeme nazývat takový 
systém shodných koulí, jejichž středy leží v jedné rovině a každá koule z tohoto 
systému se dotýká šesti dalších. Nechť © je uložení shodných koulí v prostoru 
takové, že je tvořeno pravidelnými kulovými vrstvami, při čemž každá koule 

TC 

se dotýká dvanácti dalších koulí z ©. Hustota uložení d@ je , . Neřešen je 

tento problém: 

Problém 4. Nechť © je uložení shodných koulí v prostoru s hustotou ČŽ@. Je 
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