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Pokroky matematiky, fysiky a astronomie, ro¥nik V, &islo 3

MATEMATIKA

0 ROZLOZENI MNOZIN V EUKLIDOVSKYCH PROSTORECH?*)

MILAN SEKANINA, Brno

Predmétem této prednaéky je n&kolik problémi tykajicich se pokryti
euklidovského prostoru mnozinami predepsaneho typu. S otédzkami pokryti se
setkdvdme nejen v elementarni geometrii, ale i v teorii automorfnich funkef,
teorii miry, teorii ¢isel apod. Nékteré z problémi, tykajicich se tohoto predme-
tu, sehrily v matematice velmi duleZitou roli. Byl to napiiklad paradoxalni
rozklad kulové plochy, sestrojeny Haussdorfem, nebo hypothesa Minkovského
o zaplnéni euklidovského prostoru krychlemi, ¥eSens Hajosem.

Ve své prednasce se zminim o t¥ech otdzkach. Ka#dé z nich je vzata z jiného

okruhu tvah, pfi dem? kady nésledujici piipad je zobecn&nim predchazeji-
ciho.

1.

1.1. Rozkladem n-rozmérného euklidovského prostoru E, rozumime
systém & neprazdnych, navzijem disjunktnich podmnozm SC E, takovy,

zeZS E,. ‘ Co

l 2. O mnoziné M Fikame, %e je rozkladovou mnoZinou (resp. pfimo
rozkladovou mnoZinou) prostoru E,, ex1stu]e -li rozklad & na E, takovy,
e Se S =8 =~ M (resp. S =~ M, ~ znadi pfimou shodnost),

V praci [1] bylo ukézéno, Ze kazdd trojbodovéd mnoZina na pnmce je rozkla-
dova mnoZina p¥imky. Plati tato véta

1.3. Podmnozina piimky 7 = {a, b, ¢} je pravé tehdy p¥imo rozkladova
mnozina piimky, da-li se najit soufadnicovy systém na piimce takovy, Ze
T = {0,1, a}, « iraciondlni, nebo 7' = {0, m,n} (m,n)=1,0=F=m =n=x=0
(vée mod 3). , ‘

Dukaz, ze T tvaru {0, m, n}, (m,n) = 1, p¥i demZ 0 = m nebo 0 = n nebo
m = n (vée mod 3) je rozkladovi, ale ne p¥imo rozkladové mnoZina, je dosti
slozity. K pfipadnému zjednoduseni by mohlo p¥ispét feseni této otazky

Problém 1. Na]lt v ptipadé 7' pravé uvedeneho tvaru vSechny rozklady
ptimky na mnoZiny shodné s 7.

Poznamenejme, %e je velmi snadné dokazat, ze kazda dvojbodova podmnozi-
na pfimky je jeji pfimo rozkladovou mnozinou, a Ze existuji étytbodové mno-
Ziny na p¥imce, které nejsou jejimi rozkladovymi mnoZinami. Pro n = 2 je

*) Pfednéska proslovena na konferenci o elementdrni matematice 30. listopadu 1959 v Brné.
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situace podstatné jind. Da se ukdzat (viz [2]),%e v tomto piipad® kazd4 ne-
prazdna mnozina M C E,, pro niz plati M < 28,, je pfimo rozkladovd mno-
Zina prostoru E,.

Predchézejici vysledky se tykaly mohutnosti rozkladové mnoziny. Pro di-
mensi se d4 odvodit toto tvrzeni:

14. Nechtn =1, MC E,C E,,,1, M + g. Potom M je pfimo rozkla-
dova mnozina prostoru E,, ;.
D4 se ukézat, Ze mnoZina, kterou dostaneme z pfimky, vyjmeme-li jeden

jeji bod, neni rozkladovou mnozinou roviny. Pro n > 1 je nefesen tento pro-
blém:

Problém 2. Necht n > 1, M C E, C E,,. Je M rozkladovou mnoZinou E,,?

2.

Ptistoupime k druhé ¢asti naseho vykladu.

2.1. Rozkladem prostoru E, ve smyslu elementarni geometrie rozumime ta-
kovy systém & neprazdnych podmnozin 8§ C E,, Ze
1. 2.8 = E,.
S

2. Kazdy bod z E, je vnitinim bodem nejvyse jedné mnoziny ze systému &.
Na tomto misté se zminim o jednom vysledku. K. Reinhardta (viz [3]),
ktery je velmi obecny a je mélo znam.

2.2. Necht v roving je zaveden pojem orientovaného thlu a mira Ghlu (p#i
tom miru dhlu & znaéime tymZ symbolem «). PiSeme x ~ f pravé tehdy,
je-li « = f nebo & + f = 2rn. Pro 0 < & < w oznadme jako K, mnoZinu téch
rovinnych 1hla 8, pro néz plati « ~ f.

2.3. Necht 4,, 4,,..., 4, je jednoduchy rovinny mnohothelnik s vnit¥nimi
dhly 8, ..., Bn, 0 nichZ pfedpokldddme, Ze jsou rizné od w. Necht K,,,..., K,,
jsou pravé vSechny mnoziny definované v 2.2. incidentnf s mnozinou {8,,...,
B.}. Necht pro ¢ = 1, ... s je n} potet téch Ghlu g;, pro néz B; = «x;, n} je podet
t&ch @hla B, pro néz «; + f; = 2x. Cislo n = 2, |} — n%| nazveme redukova-

nym poétem vrcholi mnohothelnika 4, ..., Al,,.
Reinhardt dokazal tuto vétu:

2.4. Necht je dano ptirozené dislo n. Necht & je rozklad roviny ve smyslu
elementarni geometrie na mnohothelniky s redukovanym poétem vrcholu =,
pii Sem% existuje kruznice k, resp. K, ktera se da vlozit do kazdého mnoho-
thelnika z &, resp. do niZ se dé vloZit kazdy mnohothelnik z &. Potom 7 < 6.

V Reinhardtové prici je tato véta dusledkem obecnéjsi véty, kters se zabyva
piipadem, Ze 7 je tzv. primérnym redukovanym poétem vrcholit mnoho-
thelniki, tvoricich rozklad roviny ve smyslu elementarni geometrie.

Formulujme nyni otevifenou otazku z této oblasti takto:

Problém 3. Jaké podminky (krom& 7 =< 6) musf splilovat jednoduchy mnoho-
uhelnik M, aby existoval rozklad roviny ve smyslu elementarni geometrie,
ktery by mél za prvky mnoziny shodné s M.

Reinhardt fesil tento problém pro speciadlni rozklady v pfipadé, Zze M je
konvexni (viz téz [5]).
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3.

3.1. Rekneme, %e systém & podmnozin 8 C E, je uloZenim v E,, je-li kazdy
bod z € E, vnitfnim bodem nanejvys jedné mnoziny S € .

Déle se budeme zabyvat uloZenim, p¥i kterém prvky z & budou navzijem
shodné kruhy (resp. koule).

Budeme nyni definovat hustotu uloZeni & takto:

3.2. Zvolme v roving, resp. v prostoru, bod O libovolng, ale pevné. K, necht
je kruhem resp. kouli, o stiedu O a poloméru R (K znadi téz obsah uvedeného

kruhu). Necht &5 je plocha mnoziny K, N Z S. Necht existuje lim %.
R fAp

Potom tuto limitu znadime dg a nazyvidme hustotou uloZend.
D4 se ukazat, Ze hustota nezdlezi na volbé O.

3.3. Necht & je uloZeni shodnych kruht v E, Necht dg existuje. Potom

%= g

Uvedeny odhad je nejlepsi moZny a je mozno popsat v8echna uloZeni, pro

T
Tiz

3.4. Necht o(a, b) znadi vzdalenost bodd a, b v E,. Necht A, B jsou ohranide-
né uzaviené mnoziny v E,. PoloZme pro z e K,, Y C H,, kde Y je uzaviena
ohrani¢end, mnoZina g(z, Y) = min {o(x, y)}. Budiz potom p(4, B) =

ye¥

néz dg = . D¥ive v8ak je nutno definovat je§té dva pojmy.

max {max g(x, B) max g(z, 4)}.

3.5. Necht & je uloZeni shodnych kruhti K, se stiedy O;. Potom P; budiz
mnozina téch bodi x € E,, pro néz plati o(z, 0;) =< =, O; pro kazdé O;,.

D4 se snadno ukézat, Ze P, je konvexni uzaviend mnoZina. Necht P je pra-
videlny 8estitthelnfk opsany kruznici K, pro niz je K = K,. Necht ¢ > 0. Necht
E, je mnozina téch P,, které jsou bud neohrani¢ené nebo pro néz plati o(P;, P’)
pro kazdy P’ ~ P. Budiz F(R, ¢) = K, 0 2 P,. Plati tato véta:

i€k

3.6. Necht & je uloZeni shodnych kruht v roviné s hustotou dg. Potom

d, = T pravé tehdy, kdyz lim PR e) = 0 pro kazdé ¢ > 0.
V 12 BR—® K R

Piejdéme nyni k E,. Pravidelnou kulovou vrstvu budeme nazyvat takovy
systém shodnych kouli, jejichZ stiedy lezi v jedné roviné a kazda koule z tohoto
systému se dotyks Sesti daldich. Necht & je uloZeni shodnych kouli v prostoru
takové, Ze je tvofeno pravidelnymi kulovymi vrstvami, pti demZ kazda koule

T
Jis°

Problém 4. Necht & je uloZeni shodnych kouli v prostoru s hustotou dg. Je
T

Jis

se dotyka dvanicti dalsich kouli z &. Hustota uloZeni dg je Neftesen je

tento problém:

dg

A
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