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0 STRUKTURE FUNKCI VICE PROMENNYCH *)
V. 1. Arnold, Moskva

V nedavné dob& se néktefi moskeviti matematikové zabyvali timto problé-
mem: kdy lze funkeci » proménnych (n > 1) vyjadFit superposici (tj. jako slo-
Zenou funkei) funkei o mensim podétu proménnych. Témto pracim je vénovano
toto pojednani. Prvni paragraf obsahuje definici sloZzené funkce a zabyva se
dale tzv. tfindctym problémem Hilbertovym, jenz se pravé tyka superposice
funkei. V druhém paragrafu pojedname o superposici hladkych funkei. V tfetim
paragrafu vyloZime obsah nékterych praci, které, i kdyz teprve neddvno vznik-
16, maji dnes jiZ jenom , historickou‘* cenu. Probira se tu dale dulezita koncep-
ce,zalozendna A.S. Kronrodem zavedeném pojmu ,,stromu komponent funkef
vice proménnych®, jejiz popularisace je velmi vhodna (aé souvislost s proble-
matikou zde probiranou se ukazala byt méné tésnou, nez se pivodné predpo-
kladalo). Ctenat, jeho# zajim4 toliko nejvyznaénéjsi vysledek (ktery vSak z hle-
diska dikazu je velmi pruhledny), tykajici se vyjadifeni spojitych funkei vice
proménnych superposici o mensSim podtu proménnych, mize vynechat &teni
druhého a tfetiho paragrafu a po ivodnim paragrafu hned studovat paragraf
gtvrty. Casti tisténé drobnym tiskem obsahuji materidl dopliujici a jejich
studium neni nutné pro porozuméni dalsiho.

§1

Jedna z tloh ve zndmé znamenité sbirce dloh G. Pélya, G. Stegdo, Aufga-
ben und Lehrsitze aus der Analysis I, Berlin 1925') zadind vétou: ,,Existuji
vibec funkece t¥i proménnych?‘ Této véte jest rozumét takto: M&jme tii funkce
dvou proménnych: u(z,y), v(y,z), w(u,v), a sestrojme sloZenou funkeci
wlu(z, y), v(y, 2)]; ziskdme tak funkeci ti¥i proménnych z, y, z. Dosazujice tedy
za argumenty funkce dvou proménnych w hodnoty funkei dvou proménnych
« a v, dostaneme funkei t¥f proménnych (stejnym zpisobem ziskdme i funkei
¢ty proménnych, napf. wlu(z, y), v(z, t)]), kterou nazyvame jednoduchou
superposici funkei u, v a w. Vlastnosti této funkce jsou zfejmé uréeny vlast-
nostmi funkei u, v, w. Pdlya a Szegé se tedy ve shora uvedené tloze (ktera viak
v citované jejich sbirce nenf formulovana v celé 8i¥i) tazi, lze-li ka%dou funkei
t¥{ proménnych ziskat podobnou, ptipadné slozit&jsi superposici funkei dvou
proménnych. Jinymi slovy: ,existuji-li skuteéné funkce t¥f proménnych*, tj.
neredukovatelné na funkce dvou proménnych.

Uvedme hned, Ze odpovéd na tuto otdzku je zdpornd.?)

O tom se presvédéime napi. touto snadnou tvahou:

Jezto mnozina bodu roviny (¢ili mnozina vSech uspoiddanych dvojic [z, y] redlnych
éfsel) mé stejnou mohutnost jako mnozina vSech bodi pi{mky (¢ili mnozina vSech redl-
nych ¢&fsel u) existuje, sice nespojitd, funkce dvou proménnych u = @(z, y), kterd defi-
nuje vzéjemné jednoznacné zobrazeni roviny na piimku. Je-li nyn{ F(z, y, z) libovolnd
funkce t¥i proménnych, definujme funkei dvou proménnych y(u, z) rovnicf

(g, y), 2) = F(x! Y,2);

*) B. U. Apronbn, O npedcmasienuu @yrnEYuii HECKOLLEUT NEPEMEHHLIT 6 6Hde cynepno-

auyuil GyHryuli menvweeo wucaa nepemernsir, Matdmatiteskoje prosvesdenije, 3 (1958).

1) Jde o ulohu 119 a 119a druhé kapitoly. Viz rusky pieklad této knihy: I'. MMoana n T.
Cere, 3adauu u meopemwvr u3 awaausa, 4. I, Moskva 1956.

2) Srov. Fefeni ulohy 119 v citované sbirce.
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to je mozné, nebot ke kazdému redlnému é&islu u existuje prdvé jedna dvojice [z, y]
takovd, Zze u = @(z, y). Vidime tedy, Ze funkce F je superposici funkei dvou proménnych.
Zajimavé je tedy predevsim otdzka, lze-li v8echny spojité funkce t¥i pro-
ménnych vyjadfit superposici spojitych funkei dvou proménnych.
Nékteré jednoduché funkce t¥i proménnych snadno vyjadiime superposici
spojitych funkei dvou proménnych. Na piiklad u funkce

F(x,y,2) = zy +y2
vidime hned, Ze ji miZeme vyjadiit ve tvaru
F(z,y,2) = wlu(z, y), v(y,2)],
kde
w(u, v) =u + v, ulx,y) =2y, vy, z) =yz.
U ponékud sloZit&jsi funkce
F(x,y,z) =axy + yz + 22
nevidime jeji vyjadieni jednoduchou superposici funkcemi dvou proménnych;?)
na prvni pohled v8ak pozname, Ze ji lze vyjadfit dvojndsobnou (tj. opakova-
nou) superposici dvou proménnych:
F(z, Y, 2) = w{u[p(x, Y)s q(y, 2)], o[r(y, 2), s(z, 1‘)]} s
kde
wu,v) =u + v
a
wp, ) =p+9 p@Y) =2y 9 2 =y
v(r,s) =38, s(z,x)=rzx.

Jeito kazdy polynom vice proménnych vznikne ze svych argumenti séita-
nim a nésobenim, ziskame jej né&€kolikandsobnou superposici té&chto spojitych
funkei jedné, resp. dvou proménnych:

o@y) =z +y, vy =2y f@)=r+a g)=az.

Takovy polynom tedy ziskdme dosazovanim za argumenty funkei vyrazi,
které samy jiz byly takovymto zpusobem sestrojeny. Obdobn& ziskdme kaz-
dou racionalni funkei vice proménnych nékolikanasobnou superposici téchto
Sesti spojitych funkei jedné resp. dvou proménnych:

x
P, y) =2 +y, vy =y ey = y >
f@) == +a, g@)=az, h@)==.
Jestlize délka x n&jaké usecky je funkci délek a, b, ¢, ... zndmych tsedek, lze

z nich sestrojit Gse¢ku délky x pomoci pravitka a kruzitka pravé tehdy, je-li =
homogenni funkei dimense jedna a superposici uvedenych funkei a funkce
y = |/x. Tak zvané elementarni funkce ziskime superposici vyse uvedenych

n
funkeci a funkei [/x, e*, In z, sin z atd.

3) Viz citovanou sbirku.
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Jednoduchym piikladem neelementarnich algebraickych funkei jsou kofeny
algebraickych rovnic stupné alespori patého; argumenty téchto funkei jsou
koeficienty piislusné rovnice. Kofeny algebraickych rovnic prvého, druhého,
ttetiho a ¢tvrtého stupné jsou, jak znamo, elementarnimi funkcemi koeficient
rovnice. Daji se sestrojit superposici funkef dvou proménnych p(x, y) = x + y,
qQxz,y) =2z — vy, rx,y) =2y, s(x,y)=xfy s funkcemi jedné proménné

Hx) = Vx, q(x) = l/x (u rovnice druhého stupné vystaéime s funkef Vx). Abel
ukazal, Ze kofeny algebraické rovnice patého a vyssich stupii obecné takto
vyjadiit nelze. Kofeny algebraickych rovnic patého a Sestého stupné daji se
v8ak vyjadiit z koeficientii rovnice superposici jistych analytickych funkei
dvou proménnych. Tato vyjadieni se dobfe hodi k praktickému vypoétu ko-
fenl popt. k nomografickému feseni téchto rovnic.

Pokusy ziskat kofeny algebraické rovnice sedmého stupné superposici po-
dobnych funkei dvou proménnych ztroskotaly. Algebraickymi tpravami lze
kazdou algebraickou rovnici sedmého stupné

7 + a 28 + a,x® + azxt 4 a2 + ax? + agr +a, =0
uvést na tvar
' +ax® +bx2 +cx +1=0.

Pii tom jsou koeficienty a, b, ¢ elementarnimi (algebraickymi) funkcemi koefi-
cientl a,, a,, ..., @, vychozi rovnice; koeficienty a, b, ¢ daji se tedy ziskat super-
posici jednoduchych funkei dvou proménnych. Problém, zda lze kofeny al
gebraické rovnice sedmého stupné ziskat z koeficient rovnice superposici jis-
tych analytickych funkei dvou proménnych, muZeme formulovat téZz takto:
je mozné funkeci tif proménnych a, b, ¢, vyjadiujici kofeny transformované
rovnice, vyjadfit superposici jistych analytickych funkei dvou proménnych?

Dosud neni zndmo, zda pro tuto analytickou (jak se snadno dokaZe) funkei
takové vyjadieni existuje. Hilbertovi se podatilo dokazat, %e existuji ana-
lytické funkce tii proménnych, jeZ nelze ziskat superposici analytickych funkei
dvou proménnych.

Hilbertovo tvrzeni souvisi s timto faktem: Lze-li danou analytickou funkei ti{ pro-
ménnych vyjadiit superposici analytickych funkei dvou proménnych, budou parcidlni
derivace této funkce tif proménnych védzény s parcidlnimi derivacemi funkei dvou pro-
ménnych, jichz je dand funkce superposici, analytickym vztahem. Kdyby tedy bylo
mozné kazdou analytickou funkei t¥f proménnych ziskat superposici analytickych funkei
dvou proménnych, dal by se prostor koeficientt rozvojit funkei t#i proménnych analy-
ticky zobrazit na prostor koeficientt v rozvojich analytickych funkei dvou proménnych.

To neni mozné, nebot tyto prostory jsou dimensiondlné rtizné (omezime-li na éleny az do
jistého stupné, tj. na parcidlni derivace az do jistého fadu).

V roce 1900 piredlozil na matematickém kongresu v Pa¥iZi vynikajici némec-
ky matematik D. Hilbert svych proslulych 23 problémi.4) T¥inacty z téchto
,,Matematickych problémia‘‘ formuloval Hilbert takto:

Je moZné kofeny rovnice

"+ ax® +bx: +cx +1=0
vyjadiit superposici vhodnych spojitych funkei dvou proménnych?

4) D. Hilbert, Mathematische Probleme; Gesammelte Abhandlungen, Bd. 3, 1935, No. 17.
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Hilbert pfedpokladal zapornou odpovéd na tuto otdzku. Tim by byl fefen
zaroven obecngjsi problém, totiZ zda lze viechny spojité funkce t¥{ proménnych
vyjadiit superposici spojitych funkei dvou proménnych.

§2

Prvni vysledky tykajici se tiindctého Hilbertova problému byly odvozeny
za piedpokladu specidlni superposice, napi. jednoduché superposice. Viechny
potvrzovaly Hilbertiv piedpoklad.’) V tomto ohledu dosahl nejlep$iho vy-
sledku A. G. Vitus$kin tim, Ze sestrojil polynom, ktery spoleéné se vSemi od
ného se malo lisicimi funkcemi (ve smyslu stejnomérné konvergence) nelze vy-
jadrit jednoduchou superposici spojitych funkef dvou proménnych.

V dalsich vysledcich se podrobuji funkce pouZivané pro superposici jistym
podminkam. Vidéli jsme, Ze jiz Hilbert ukazal, Ze neni kazda analyticka funkce
tii proménnych superposici analytickych funkeich dvou proménnych. V tomto
sméru dosahl dilezitych vysledkt A. G. Vituskin, ktery k tomu pouZil jim vy-
tvofenou teorii vicerozmérnych variaci funkei a mnozin. Ukazal, %e Zadnou
I-krat spojité diferencovatelnou funkei t¥f proménnych nelze ziskat super-

¢

6
posici [ é l] ) spojité diferencovatelnych funkei dvou proménnych, jejichz

viechny derivace fadu [% l] spliiuji Lipschitzovu podminku.?)8)

V interpretaci A. N. Kolmogorova?) souvisi vysledky A. G. Vituskina s dimensemi
prislusnych prostoru funkei. V roce 1932 dokézali L. S. Pontrjagin a L. G. Schnirel-
man, Ze dimensi kompaktniho metrického prostoru (nap¥. uzaviené krychle v euklidov-
ském prostoru) lze definovat takto: Pokryjeme prostor mnozinami pruméru mensiho
nez ¢ > 0. Nejmensi mozny pocet N(¢) téchto mnozin se bude se zmensujicim se & zvét-

1 . . . .
Sovat. Dé se dokézat, Ze N(¢) roste jako ok kde n znad¢i dimensi prostoru. Dimensi n

prostoru tedy udévs éislo

lim inf [_ M@] )
e—>0 log ¢

5) Jednoduché piiklady toho druhu najdeme jiz v citované sbirce; jiné priklady (A. Ja.
Dubovického, R. A. Minlose) obsahuje kniha A. I'. Burymknn, O muozomeprbir eapua-
yuazr, Moskva 1955.

8) Symbol [z] znadi tzv. celou &ast &isla z, ¢im% se rozumi nejvétdi celé &islo, které neni
v&tsi nez x.

7) O funkei f(z) jedné proménné ¥ikédme, Ze spliiuje Lipschitzovu podminku, existuje-li kon-
stanta L tak, Ze pro kazdé dvé hodnoty x,, x, z definiéniho oboru plati

|f(zy) — f(xp)| < Lz, — ]
O funkei vice proménnych fikdme, %e vyhovuje Lipschitzové podmince, spliiuje-li tuto podmin-
ku vzhledem ke kazdé proménné. (Pozn. prekl.)

8) Odtud téz plyne, Ze existuje takova analytickd funkce t¥i proménnych, definovani na
krychli (trojrozmérné), spliiujici Lipschitzovu podminku s konstantou 1, %e spoleénd se vSemi
do ni se dostatednd malo lisicimi funkcemi neni s-nasobnou superposici funkei dvou proménnych,
splitujicich Lipschitzovu podminku s konstantou L, kde s a L, jsou pfedem dané é&isla. Déle
z tohoto vysledku vyplyva, Ze existuje funkce, majici derivace v8ech fadu a spliujici Lipschit-
zovu podminku s konstantou 1, jez neni superposici funkeci dvou proménnych, vyhovujicich
Lipschitzov®é podmince, Sr. Vitudkinovu knizku citovanou v pozn.%).

%) A. H. KonMoropoB, OyeHkH MUHUMALbHO20 HUCAA INEMEHMOE E- cemeli 8 PA3AUUHBLT
PYHEYUOHANLHBIZ KARCCAT U UZ NPUMEHEHUE K 80NPOCY 0 npedcmasieHuu PYHEYUL Heckoab-
KUZ nepemeHHbZ CYnepnozuyuimu Gyrkyuli meHvweeo wucaa nepemenndiz, UMN, sv. 10,
é.1(63). .
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V pfipadé nekoneéné dimensiondlnich prostort Je toto ¢&islo rovno -+ co. V fadé tako-

vych pifpada vsak é&islo N (¢) roste jako funkce l/eB > kde k je konstanta, kterd se nékdy
nazyvd ,,dimensi nekone¢né dimensiondlniho prostoru‘‘. U nekone¢né dimensiondlnich
prostoru tedy prebird tlohu dimense ¢islo!?)

lim inf [ﬁMNﬂ].
e—>0 log ¢

Uvazujme prostor viech funkei f(x,, z,, ..., ,) n proménnych, definovanych na n-roz-
mérné krychli, majicich parcidlni derivace az do Féddu ! podle kazdé proménné, pii ¢emz
parcidlni derivace rddu ! spliiuji Holderovu podminku stupné «.!1)

Dimense tohoto prostoru vyjde

7 _:' = Odtud plyne, Ze mnozina vSech l-krét diferen-
covatelnych funkei t#i proménnych je v jistém smyslu ,,obsdhlejsi‘* nez mnozZina

[%l -krét diferencovatelnych funkei dvou proménnych, spliiujicich Lipschitzovu pod-

minku (coz je Holderova podminka stupné 1); z toho se dé usoudit, Ze jejich superposice-
mi nevycéerpdme vSechny uvedené funkce tif proménnych.

§3
V oboru vSech spojitych funkei se ukazala Hilbertova hypothesa nespravnou.

Na jate 1956 se podaiilo A. N. Kolmogorovi dokazat, Ze kazda spojitd
funkce n proménnych, definovana na n-rozmérné krychli, kde n = 4, je super-
posici spojitych funkei t¥i proménnych.'?) StéZejnim prostitedkem v této kon-
strukei je pojem jednorozmérného stromu komponent hladin funkce, ktery
zavedl A. S. Kronrod.?3)

Hladinou funkce se rozumi mnozina vSech boda definiéniho oboru, v nichZ
nabyvé funkce stejné hodnoty. Vyjadiuji-li napt. funkéni hodnoty funkce de-
finované na &asti zemského povrchu nadmoiskou vysku pfislusného mista,
bude hladinou souhrn v8ech mist stejné nadmoiské vysky, éili tzv. vrstevnice.

10) Misto &isla N(e), uddvajiciho minimélnf{ podet mnoZin praméru &, pokryvajicich (kom-
paktni) prostor, je také mozno uvazovat ¢islo M(¢), uddvajici nejmensi mozny podet bodu e-sits,
éili M(e) je nejmensi mozny podet takovych bodu, Ze vzddlenost libovolného bodu prostoru je
od alespon jednoho z téchto bodd mensi neZ e. Stejnd by se také dalo pouzit &isla K(e), udava-
jiciho maximaélni podet takovych bodi, Ze vzdalenost kterychkoliv dvou z nich je v&tsi neZ
¢. Jo zajimavé si vSimnout, Ze k tomuto pojmu dimense prostort funkei dospél téméF soudasnd
C. E. Shannon v préici 4 mathematical theory of communication, Urbana 1949, jejiz rusky pfe-
klad vysel ve sborniku Teopus nepedaru saekmpuneckur cueHai08 NPU HAAUNUU NOMEZT,
Moskva, IL, 1953, v ndm% je viak pfisludné misto z nezndmych davoda vynechéno, z ivah sou-
visicich s ,,teorii informaci‘‘: v prostoru predavanych zpriv je k(¢) maximélni podet ,,e-raznych
signéli*, tj. takovych signéld, které budou sprédvnd piijaty, jestlize zkresleni pfi pfenosu ne-
preséhne &.

11) Rikéme, Ze funkce f(z) spliiuje Holderovu podminku stupnsé o, ex1stu_]e -li takova konstanta
C, %e pro kazdé dvé hodnoty z,, 2, z definiéniho oboru plati

f(@y) — f(@a)] < C |y — 2|
O funkeci vice proménnych Fikdme, Ze vyhovuje Holderové podmince, spliiuje-li tuto podminku
vzhledem ke kazdé proménné.

12) A. H. KonmmoropoB, O npedcmasaenuii Henpepbiensiz PyHkyuili HeCKosbKUT nepe-
MEHHBIT CYNepnoguyUiMU Henpepuierulr PyrKyull meruwezo wucaa nepemernuix, Doklady AN
SSSR, sv. 108, &. 2, 1956.

1) A.C. Kpoupoa, O gywryuax deyr nepemenrbiz, UMN, sv. 5, &. 1, (35), 1950.
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Na obr. 1 a 2 vidime grafy jednoduchych funkei dvou proménnych a ,,mapy*
hladin t&chto funkei (¢imz rozumime rozklad defininiho oboru na hladiny).
Hladinu miZe tvotit jeden souvisly ,kus (napf. v8echny hladiny funkce na
obr. 1, nebo hladina I na obr. 2) nebo nékolik oddélenych souvislych ,,kust*,
tzv. komponenty (napt. hladinu 3 na obr. 2 tvoii dvé komponenty 3a a 3b).
Pro studium struktury mnoziny komponent hladin spojitych funkei navrhl
Kronrod pouzit pojmu strom.
i

Obr. 1.

Stromem se nazyva v topologii kazda kiivka (tj. jednorozmérné lok4lné sou-
vislé kontinuum), neobsahujici Zadnou uzavienou (homeomorfni s kruznicf)
kiivku. Piedstavu o stromu si muZeme uéinit takto. Ze zékladniho kmene
stromu ,,vyristaji‘“ v rozvétvovacich bodech ,,vétve‘, (takovych rozvétvova-
cich bodi miize byt vice a z rozvétvovaciho bodu miZe vyristat vice vétvi),
které se opét mohou znovu rozvétvovat atd. (obr. 3). Strom mi%e byt velmi
sloZzitou mnozinou. Znamy rakousky (nyni americky) matematik Karl Men-
ger viak dokézal, Ze v roviné existuje tzv. universalni strom, ¢im¥% se rozumi
strom, jehoZ je kazdy strom d&asti (pfesnéji kaZdy strom je homeomorfnim
obrazem ¢&asti universalnfho stromu)!4).

A. 8. Kronrod ukéazal, Ze mnoZinu komponent viech hladin spojité funkce
vice proménnych lze povaZovat za strom.

14) K. Menger, Kurventheorie, Berlin-Lepzig, 1932, Kap. X.
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Napf. mnozing komponent hladin funkce, jejiz graf vidime na obr. 1, od-
povidé tsedka (hlading I odpovidé bod 1 a hlading 2 bod 2 této tsetky). Mno-
#in& komponent hladin ponékud sloZitéjsi funkce, jejiz graf je zndzornén na
obr. 2, odpovida strom tvaru pismene Y (na tomto stromu odpovid4 hlading 1
bod 1, hlading 2 (tvaru osmi¢ky) rozvétvovaci bod 2 a dvéma komponentdm
3a a 3b hladiny 3 body 3a, 3b).

Obr. 2.

Piesnd vzato jde o toto: v mnozind vSech komponent hladin dané funkce se zavede
piirozenym zpusobem topologie, éimz dostaneme topologicky prostor 7'. A. S. Kronrod
tento prostor studoval a nazval jej jednorozmérnym stromem dané funkce.

Informace o struktufe tohoto prostoru zfskdéme touto vahou. Pfedné je T' spojitym
obrazem n-rozmérné krychle, nacez tedy musi byt lokdlné souvislym kontinuem. Za
druhé pii spojitém zobrazeni d krychle na T' je origindlem kazdého bodu z T' komponenta,
¢ili uzaviend souvisld mnozina. Zobrazeni majici tuto vlastnost se nazyvaji monoton-
nimi.!%) Nap¥. promitnuti dtverce do nékteré z jeho stran je monotonnim zobrazenim,
.zatfmco vytvoreni plasté vélce ,,slepenim‘‘ étverce neni monotonnim zobrazenim. (Zhru-
ba bychom si pod monotonnim zobrazenim mohli piedstavit deformaci bez ,,slepovéni‘‘.)
D4 se dokdzat, Ze monotonni zobrazeni zachovévé jednoduchou souvislost, takZe mono-
tonni obraz krychle je jednoduse souvisly. Koneénd existuje zobrazenf prostoru T' na

15) Tuto vlastnost maji totiZ spojité monotonni (ne nutnd ryze monotonni) funkce jedné
redlné proménné. :
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usecku, pii kterém komponenty (tj. mnoziny dimense nula v T') téZe hladiny maji tyz
obraz (bod na této usedce). Z toho plyne, ze prostor T je jednorozmérny. D4 se totiz
ukézat, Ze pii prdvé popsaném zobrazeni nemuze byt zobrazovany prostor (v nasem pfi-
padé T') mensf dimense nez jeho obraz (v naSem pfipads tsecka). 7' je tedy jednorozmérné
jednoduse a lokdlné souvislé kontinuum, &ili strom.
Kazdou spojitou funkei
n proménnych f(z,, %,, ..., %,)
muzeme sestrojit superposi-
Ly ci téchto dvou zobrazeni:
A 1. zobrazeni d(x,, z,, ..., Z,)
N definiénfho oboru na strom
komponent hladin funkce f;
pri zobrazeni d je obrazem
bodu definiéniho oboru kom-
ponenta tento bod obsahu-
jici; 2. zobrazeni f(d) mno-
ziny komponent hladin na
interval (GseSku), ktery je
mnozinou funkénich hodnot
funkce f. Pti tomto zobraze-
nise do bodu ¢ zobrazi viech-
ny komponenty hladiny, pro
niz je f(x,, ,, ..., T,) = t.
Jako ptiklad vezméme
funkei f(z, y) dvou promén-
nych, definovanou na étver-
ci—1Zz2<1,—-1=5y=s1
vztahem f(z, y) = xy. Tuto
funkci je mozno vyjadiit ja-
ko superposici téchto dvou

Obr. 3. zobrazeni: 1. zobrazeni zo-
G B
v B,
A !
— |
\ﬁﬁ iC
Obr. 4.
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brazujictho uvedeny étverec na strom (tvaru pismene X) komponent hladin této
funkece (obr. 4) (pii némz se soufadnicové osy, resp. hyperboly xy = k + 0 zobrazi
na jeden bod stromu); 2. zobrazeni stromu na interval — 1 = ¢ < 1 (pfi némz
na kazdy bod tohoto intervalu se
zobrazi pravé ony body stromu, kte-
ré odpovidaji vétvim téze hyperboly,
resp. rozvétvovaci bod stromu, ktery
odpovida nulové hlading xy = 0, ¢&ili
soufadnicovym osam).

Kazdd spojita funkce f(x,, %, .. ., %,)
n proménnych je tedy superposici
dvou zobrazeni: zobrazeni d(x,,
Zy, .. ., %,) definiéniho oboru na strom
komponent hladin a zobrazeni to-
hoto stromu na interval. Protoze
tento strom lze vnofit do roviny,
muzeme kaidy jeho bod d uréit
dvéma soufadnicemi wu(d), v(d);
druhé zobrazeni f(d) da se proto
povazovat za funkei dvou pro-
ménnych, a prvé za dvojici funk-
ci » proménnych u(x,, x,, ..., ,), Obr. 5.
V(Xy, Tay ...y Tn)-

A. N. Kolmogorov dokézal, Ze kazdd funkce n proménnych je souétem
n + 1 funkei f,, f,, --., f» n proménnych,

n+1
flay, @y, ...y 2,) = rzl (@, Xgy oo es X0)

majicich ,,standardni”, tj. na dané funkeci f nezdvislé mnoZiny komponent
hladin. Nap¥. kazdd funkce dvou proménnych f(z,y) je souétem tii funkef
dvou proménnych fi(z, y), f3(x, y), f3(z, y) takovych, Ze ,,mapy‘‘ jejich hladin
maji na f nezavisly tvar, asi takovy, jaky vidime na obr. 5. U kazdé z funkei
fr(xy, o ooy ), r=1,2,..., n + 1, nezavisi tedy piislusné zobrazeni
dr(z,, X, ..., %,) jejiho defini¢niho oboru na strom komponent jejich hladin na
funkei f, zatimco zobrazeni f(d") tohoto stromu na obor hodnot funkce f” bude
jiz zaviset na funkei f.

Interpretujme nyni funkei » proménnych jako jednoparametrickou soustavu
(za parametr zvolime tfeba proménnou z,) funkei # — 1 proménnych kladouce

fa:n(xl’ Loy = xn—l) = f(xly Las oe ey xn) .

Poutivajice v pfedchazejicim odstavei vyloZeného tvrzeni, dostaneme

,f(xly Loy o0 0 xn) = f:cn(xla Zyy vy xn—l) =
n
= Z f;“(xl: Loy ovey xn——l) ==
r=1
1
= L f;n(dr(xlr Loy ouy mn—l)) =
r=
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1 ]‘r(dr(xl’ .’1,‘2, LR xn—l)7 xn) ’ (l)

f
TMs

kde dr(x,, x,, ..., %,—,) znadi zobrazeni definiéniho oboru funkce f7 na strom
komponent jejich hladin, které nezavisi na parametru z,, (protoZe komponenty
hladin funkce fz, isou standardni!) a [ (d") = f7(d", =,) je zobrazeni tohoto
,,standardnifho stromu‘ d* na obor hodnot funkce fr (které jiz zavisi na x,).
Zavedeme-li v roviné stromu dr soutadnice «”, v*, dostaneme:

n

f(xla 2}'2, LR xn) == zl fr(ur(xl’ xZ, ceey xn—l), v’(x,, xz, ey xﬂ—l); xn) . (2)
r=

Libovolnd funkce f n proménnych je tedy souttem n funkei, z nichz kazda
vznika superposici funkce t¥f proménnych f"(u’, v", z,) a dvou funkei n — 1

Obr. 6.

proménnych u'(xy, Ty, ..., Ty-q), V7 (%, X, ..., T,_y). Je-lin > 3, opakujeme tento
postup na funkeich » — 1 proménnych u, v". Tak posléze dospéjeme k vyjadie-
ni funkce f(x,, %, ..., z,) superposici funkeci nejvyse tii prom&nnych. Napt.
u funkce &tyt proménnych f(z,, z,, x5, ,) dojdeme takto k vyjadieni
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¢

f(@y, x,, 5, ) = Zl fr(ur(xy, @y, @3), V7(y, Ty, T3), T4) (2
[poznamenejme jests, Ze funkei étyf proménnych f = f' 4 f2 + 3 + f4 lze
ziskat superposici pomoci funkce dvou proménnych ¢(f, f2) = f* + f?]. Pro
n = 3 dostavame vyjadieni

3
flay,2) = 2 (@ y).2), 3)

kde dr(z, y) znadi zobrazeni dtverce roviny (z, y) na strom (které miiZzeme pova-
zovat za dvojici funkei dvou promé&nnych) a f7(d", ) je vlastné funkei tii pro-
ménnych, definovand na dvourozmérné mnoziné, ktera je soud¢inem stromu d-
a intervalu, ktery probiha proménnia z (obr. 6).

Ukézalo se neddvno,8) %e vysledek A. N. Kolmogorova lze zlepsit: kazdou
spojitou funkei n proménnych lze vyjadfit souétem 3n funkei, z nichZ kazda
vznikne superposici tak, %e se do vhodné funkce dvou proménnych za jeden
jeji argument dosadi vhodnd funkce n — 1 proménnych.

Dukaz tohoto tvrzeni se opiréd o fakt, %e stromy d* z pravé popsané konstruk-
ce lze uloZit v trojrozmérné krychli (u, v, w) tak, %e lze kazdou na kterémkoli
z téchto stroml definovanou funkei povaZovat za soudet tif funkef jedné pro-
ménné (jedné souradnice):

frdr) = @r(ur) + p7(v7) + x2"(w") . (4)
Odtud a ze vztahu (1) potom plyne

f(xla x27 ey xn) = Zlf;"(d'(xl» 1172, teey x’n—l)) =

= 2. (g% (w(®y, .., Tny)) + 95 (072, .., @) +

+ x;"(wr(xli eoey Tp—y, xn—l))] =

= z [(Pr(ur(xl’ sy xn—1)’ xn) + wr(vr(xl, ey xn—l)! xn) +

+ 2w @y, oy Tay), )]

Specidlng pro funkce t¥i proménnych dostaneme misto (3) vyjadfeni:

3
f@,y,2) = 2 [0 (@ 9), 2) + 9" (0", 9), 2) + 2wz 9), 2], (5)

Kazda spojita funkce tfi proménnych je tedy souétem deviti funkei, z nich%
kaZd4 je jednoduchou superposici funkei dvou proménnych. To je tiplné Fedent
uvedeného Hilbertova problému.

Ukazuje se, ze v Kolmogorovové konstrukei se vystaéf se stromy majicimi jenom roz-
vétvovaci body tretfho fddu (¢ili jenom takové rozvétvovaci body, u nich% ze zékladnfho

»kmene'* ,,vyristd‘‘ pouze jedna ,,vétev‘‘). O tento fakt se podstatnd opird dikaz existen-
ce rozkladu (4). Déle snadno nahlédneme, Ze strom tvaru pfsmene Y se dé ve ¢&tverci

1) B. . Aproan, O gynryuax mpex nepemennviz, Doklady AN SSSR, sv. 114, &. 4, 1957.
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(u, v) umistit tak, %e libovolnd funkee f(u, v) definovand na tomto stromu se d4 vyjadfit
sou¢tem dvou funkei jedné proménné (obr. 7a). Staéi totiz na intervalu <0, 3> definovat
funkei ¢ zcela libovolné a na intervalu <0, 1> definovat funkei g tak, aby na tse¢kach
OA a AB platilo f(u, v) = @(u) + p(v); nyni jesté dodefinujeme funkei ¢ na intervalu
(3, 1> tak, aby i na useéce AC platilo f(u,v) = @(u) + p(v). Tim jsme dosdhli, Ze na
celém stromu plati f(u, v) = @(u) + p(v). V piipads, Ze strom mé dva rozvétvovaci body,
tj. je-li tvaru, jaky zndzortiuje obr. 7b, lze kazdou na ném definovanou funkei f(u, v)
vyjadrit soudtem ¢@(u) + y(v). Pfesvédéime se o tom podobné jako v predchdzejicim pi¥i-
padé: na intervalu <}, 1> definujeme funkce ¢, p tak, aby na useé¢ce DC platilo f(u, v) =
= @p(u) + y(v), nadez dodefinujeme funkce ¢ a y na intervalu <0, }) obdobné jako v pred-

Y Yy
B C
3
4
1 1
27T A 2
- ) s
0 zl 1 X
‘a) b)

Obr. 7.

chézejicim pi{padé tak, aby na celém stromu platilo f(u, v) = @(u) + p(@). Timto zph-
sobem se dé obecnd ukdzat, ze kazdé funkce definovand na stromu s koneénym poctem
rozvétvovacich boda tfetfho fddu je souétem dvou funkei jedné proménné. Mé-li strom
nekonednd mnoho rozvétvovacich bodd, nelze takto postupovat. AvSak takovy strom
se d4 ulozit v trojrozmérné krychli tak, Ze kazd4 na ném definovand funkce je soudétem
t¥ funkef jedné proménné (soufadnic).

Sloz#ité konstrukce, o nichZ jsme zde pojednali, se v8ak ukézaly pro odvozeni
konetného vysledku zbyteénymi. Vyhodnéjsim se jevi jiny postup, ktery umoz-
nuje dokazat silnéjsi véty.

§4

Z predchazejiciho paragrafu tedy vidime, Ze odpovéd na otézku, zda existuji
funkce t¥f proménnych, je i v piipadé spojitych funkei zdporna. Presné feceno:
kaZdou spojitou funkei t¥{ proménnych muzZeme sestrojit superposici spojitych
funkei dvou proménnych. Z rozkladu (5) vidime, Ze vlastnosti kazdé funkce
t¥i proménnych f(x,, &,, ;) lze odvodit z vlastnosti jistych funkei dvou pro-
ménnych, totiz z vlastnosti funkei u’, v, w", @7, ", x"; r = 1, 2, 3. Je tedy nyni
ptirozené se ptat, zda existuji funkce dvou proménnych.

Smysl této otdzky spodiva v tomto: Pfednd je jasné, Ze jakoukoli superposici
funkci jedné proménné

F(f(fol- - fua(fa(@)) -- )
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dostaneme zase jenom funkei jedné proménné. Superposici pouze funkei jedné
promenne tedy nemuzeme ziskat funkei vice proménnych. Jakmile v8ak k mno-
Ziné funkei jedné promenne piidame asponi jednu ,,standardn"‘ funkci dvou
promé&nnych, napt. g(z, y) = z + y, ziskdme superposici této funkce a funkei
jedné proménné jiz funkce libovolného poétu proménnych. Napi. (n — 1)-né-
sobnou superposici funkce g

g(g(G - 9(g(x1, @), Tg)y oy Tnq), Bn) = Ty + Ty + oo+ Xy + 2

dostaneme funkeci n proménnych. Vznika tedy otadzka, zda je mozné kazdou
spojitou funkei dvou proménnych takto vytvotit — to je smysl otdzky, zda
existuji (skuteéné) funkce dvou proménnych. (Presnéji by méla otazka tedy
znit takto: je mozné ziskat vSechny funkce dvou proménnych superponovanim
nékteré z nich se spojitymi funkcemi jedné proménné?)

Omezime-li se jen na superposice funkce dvou proménnych g(z, y) = x + y
s jakymikoli spojitymi funkcemi jedné proménné, je odpovéd na pravé polozenou
otazku zapornd. D4 se totiZ celkem elementdrné dokéazat, Ze mnoZina vsech
sloZzenych funkef tvaru f(p(x) 4 p(¥)), kde f, @, v jsou libovolné spojité funkce
jedné proménnsé, je vlastni podmnozinou, dokonce fidkou a neuzavienou, mno-
ziny vsech funkci dvou proménnych, definovanych a spojitych na étverci.'?)
Avsak A. N. Kolmogorov dokazal, zaroven s existenci rozkladu (2), Ze kaz-
dou spojitou funkei » proménnych lze s libovolnym stupném piesnosti aproxi-
movat superposici spojitych funkef jedné proménné a souétu g(x, y) = = + y.
Napt. kazdou spojitou funkei dvou proménnych lze libovolné dobte aproximo-
vat funkef tvaru

P,(x) . Q[R,(x) + y] + Py(x) . Q[Ry(x) + y],

kde P,(z), P,(x); R,(z), R,(x); @(u) jsou vhodné polynomy jedné prom&nné.18)

V posledni dobé pracoval A. N. Kolmogorov na zjednoduseni metody, kterou
dokazal vztahy (2) a (5). Vraceje se k témto ivahdam se mu podatilo elementarné
a elegantné dokézat tvrzeni, %e kazdou funkei n» proménnych, definovanou
a spojitou na jednotkové krychli n-rozmérného euklidovského prostoru E, lze
vyjadiit ve tvaru

2n+1 n
f@, @ ooy ) = 2 hq[ 2. 92 (x,) ] ) (6)

g=1 p=1
kde h,, g =1,2,...,2n + 1, jsou spojité funkce jedné proménné a ¢2, p =
=12,...,m,9=1,2,..,,2n + 1 dokonce ,,standardni*, tj. na funkei f ne-

zavislé, spojité funkce jedné proménné. Specialné lze tedy kaZdou spojitou
funkei f(z,y) dvou proménnych vyjadiit ve tvaru

fl, y) = Z hol@o(@) + ()] . (6)
Pro n = 3 dostavame
7 7
f(x, Y, 2) =qglhq[%(9ﬁ) + 'Pq( + Za ; alga(z, Y), z] ’

17) Viz B. UI. Apnoan, O npedcmasumocmu Pynryuii de;x nepemennviz ¢ eude ylp(z) +
+ p(y)], UMN, sv. 12, &. 2 (47), 1957.

18) Viz préci A. N. Kolmogorova citovanou v pozn.?) na str. 402.
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kde
Fq(u’ Z) = hq[u + xq(z)]’ gq(x, 3/) = %(x) + V)q(y) s

coZ je vzorec vyhodnéjsi nez (5). Podle ného muzeme totiz kazdou spojitou
funkei povaZovat za soudet sedmi (a nikoli deviti jako v (5)) séitanci, z nichz
kazdy je jednoduchou superposici spojitych funkei dvou prom&nnych jedno-
duché struktury. ,,Vnitini*“ funkce jsou pfitom ,,standardni‘‘, takZe vlastnosti
funkce f jsou vlastné jiz uréeny funkcemi 4, jedné proménné.

Predvedeme nyni hlavni my§lenky elegantniho a zaroven elementarniho dii-
kazu existence rozkladu (6). Ctenaie, kterého zajimaji vSechny podrobnosti
tohoto dikazu, odkazujeme na piislusnou praci autora.!®) Protoze je postup pro

0 A (S B [ I
_ b5 _
4
0A3

4
_ A L
— L
IR | |- T

Obr. 8.

n > 2 analogicky jako v pfipadé n = 2, budeme se zde zabyvat vyjadienim
(6”) libovolné spojité funkce f(x, y) dvou proménnych z a y. Dukaz provedeme
ve dvou krocich.

1. Konstrukee ,,vnitinich funkei ¢, a y,, ¢ = 1, 2, 3, 4, 5 v (6’), které ne-
zavisi na tvaru funkece f.

K definici téchto funkei potiebujeme pomocnou konstrukei, kterou nyni po-
piSeme. UvaZujme ,,mésto*, znazornéné na obr. 8, skladajici se ze ,,étvrti*
(tj. neprotinajicich se uzavienych étverci), oddélenych od sebe stejné sirokymi
,,ulicemi‘‘. Nyni homotheticky zmensime naSe ,,mésto‘‘ N-krat; za stied homo-

19) A. H. KoamoropoB, O npedcmasienuu HenpepbleHux BYHKYUl HeCKOABKUTL nepe-
MEHHYIZ 6 Ude cynepno3uyull Henpepuigrblir Gyrryu o0Hoz0 nepemennozo, Doklady AN SSSR,
sv. 114, ¢&. 5, 1957.
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thetie zvolime nap¥. bod 4,. Dostaneme tak nové ,,mésto’’, které nazveme
,,méstem’‘ druhého tadu. Stejnym zptsobem, tj. homothetickym zmensenim
8 koeficientem homothetie 1/N sestrojime ,,mésto’‘ tietiho fadu z ,,mésta‘
druhého fadu a stejné ,,mésto’‘ étvrtého ¥adu z ,,mésta‘ tfetiho fadu. Takto
pokraéujeme; obecné dostaneme ,,mésto‘‘ k-tého fadu z ptvodniho ,,mésta‘’,
jez nazveme ,,mésto“ prvniho ¥4du, homothetickym zmensenim s koeficien-
tem homothetie 1/N* (a se stfedem homothetie 4,; poloha stiedu homothetie
neni podstatna).

Pravé sestrojenou soustavu ,,mést’‘ nazveme prvni soustavou. Sestrojime
dalsi &tyfi soustavy. ,,Mésto‘‘ prvniho Fadu ¢-té soustavy, ¢ = 2, 3, 4, 5, do-
staneme z ,,mésta’‘ prvniho fadu prvni soustavy (tj. toho, které znazornuje
obr. 8) posunutim, prevadéjicim bod A4, v bod 4,. Snadno nahlédneme, Ze ulice
,,mésta’ miZeme zvolit tak tzké, aby kaidy bod byl pokryt aspoii tiemi
,,Ctvrtémi‘‘ nasich péti ,,mést‘ prvniho fadu. Stejné ziskame ,,mésto** k-tého
tadu g¢-té soustavy, £k = 2,3, ..., ¢ = 2, 3, 4, 5, posunutim prevadéjicim bod
A¥ v bod A% body A% a A% jsou homothetickymi obrazy bodt 4, a A4, pii
homothetii, pomoci nfZz jsme sestrojili ,,mésto k-tého fadu prvni soustavy
z mésta prvniho fadu prvni soustavy. Pro kazdé piirozené ¢islo k& bude
kazdy bod roviny leZet ve ,,¢tvrtich*‘ (tedy nikoli na ,,ulicich“) alespon tif
z péti ,,mést* k-tého fadu.

Funkei
@a(x, y) = ‘Pq(x) + wq(y): q=1, 2,3,4,5,

definujeme nyni tak, aby oddélovala libovolné dvé ,,étvrté* kazdého ,,mésta‘
g-té soustavy. Pfitom fikdme o funkeci @,, Ze oddéluje ,,6tvrté‘ ,,mésta‘’, je-H
mnozina funkénich hodnot, které nabyva @, na libovolné vybrané ,,étvrti,
disjunktni s mnoZinou funkénich hodnot, kterych @, nabyvéa na kterékoli jiné
»otvrti. Je zfejmé, Ze staéi zabyvat se funkei @, jenom na jednotkovém
¢tverci (misto na celé roving).

K tomu, aby funkce @,(z,y) = @.(x) 4+ y,(y) oddélovala ,,6tvrtd ,,mésta prvniho
fadu, sta¢f napr. zaridit, aby se funkéni hodnoty ¢ (x) mélo liSily od éisel celych a funkéni
hodnoty y,(y) mélo liSily od celistvych ndsobku ],,2 (jsou-li totiz m, m’, n, n’ celd ¢éisla,
plati m + n)/2= m’ 4 n’)/2 prévé tehdy, kdyz m = m’ a n = n’). Na ulicich definujeme
funkei @, zcela libovolné. Déle jde o to definovat funkce ¢, a y, (které mohou byt zatim
velmi rozmanité) tak, aby oddélovaly nejen ,,6tvrté‘ ,,mésta‘* prvniho fddu g-té soustavy,
ale i ,,étvrté‘‘ kazdého ,,mésta‘‘ ¢-té soustavy. Téméi na prvni pohled je zfejmsé, Ze je-li
to nutné, vhodnym ohranienfm funkénich hodnot ¢,(x) a y,(y) na ,,étvrtich* ,,mésta‘
druhého Fddu dosdéhneme toho, aby funkece @,(x, y) = @4(®) + y,(y) oddélovala i ,,étvrté*
,,mésta‘‘ druhého féddu g-té soustavy.??) Tentyz postup opakujeme pro ,,mésto‘‘ tietiho
Fédu ¢-té soustavy atd. Omezujfce takto postupné obory funkénich hodnot funkei ¢,
8 Y, ziskdme tak v limité (¢ — 4- o0) spojité funkce ¢, a y, (mizeme dokonce doséhnout
toho, ze budou monotonnf) takové, ze funkce D,(z,y) = @,(x) + y,(y) mé Zddanou
vlastnost.

2. Konstrukee funkei 4, v rozkladu (6'), které zdvisi na tvaru funkce f(z, y).
Dokéazeme nejdtive, Ze pro kazdou spojitou funkei f(z, y) dvou proménnych,
definovanou na jednotkovém étverci, plati
5

f@, y) = 2 BD(Dy(x, y)) + fi(x, ) ; (7)

g=1

20) Tento postup je ovlem proveditelny jen tehdy, jestlize ,,étvrté kteréhokoliv mésta g-té
soustavy nebudou zasahovat do vice ,,étvrtic ,,mésta*‘ niz8ich ¥4da. Aby toto nenastalo, stadi
zvolit N dostateéns velké. Ve své konstrukei zvolil A. N. Kolmogorov N = 18.
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pii tom je Py (x, y) = @) + v, (y), kde ¢, a y, jsou pravé sestrojené funkce
a plati

M, = max |f,(x, y)| = $max |f(x,y)| =5 M, (7a)
max hP(Py(x, )| = 1M, ¢=1,2,3,4,5. (7b)

Zvolime fad k tak velky, aby oscilace funkce 2!) na kazdé ,.étvrti‘ kazdého
z ,,m&st‘ k-tého fadu nepievysovala éislo L M; to lze,protoZe funkce f(z, y) je spo-
jitd a,,6tvrté ,tj. uzaviené étverce, se s rostoucim k£ neomezené zmensuji. Oznad-
me p{” nékterou ,,étvrt’ ,,;mésta‘ prvni soustavy (a zvoleného fadu k). Spojita
funkce @,(x, y) zobrazuje tuto ,,6tvrt’ na uzavieny interval A (pti demi
z definice funkce @, plyne, Ze tento interval je disjunkini s kterymkoli z uzavte-
nych intervalii na ktery zobrazi tato funkce jakoukoli jinou ,,étvrt“ tohoto
,,mésta‘‘. Na intervalu A4¢? budiz funkce A{ konstantni a rovna jedné tietiné
funkéni hodnoty funkece f(z,y) v libovolné vybraném vnitinim bodd M¢?
(ktery nazveme tieba ,,centrem‘* této ,,étvrté’) , étvrté’ p{?. Stejnym zpu-
sobem definujeme funkci A{’ na kaZdém z uzavienych intervald, na které
zobrazi funkce @,(x, y) ,,ctvrté“ ,,mésta‘“ k-tého Fddu prvni soustavy. Co do
absolutni hodnoty nebudou funkéni hodnoty funkce A’ vétdi nez &islo 1M
(nebot absolutni hodnota funkce f(x, y) v ,,centru‘ libovolné ,,étvrté‘‘ nepie-
sahuje &¢islo M). Dodefinujme funkeci A" na celé ¢iselné ose tak, aby byla
spojitd a spltiovala nerovnost (7b). Analogicky definujeme i viechny ostatni

funkce 2", q = 2, 3, 4, 5.

DokaZeme nyni, Ze rozdil
5
hiw,y) = f@, y) = 2 K(Pax, 9)
splituje podminku (7a), dili Ze

!](1(1'0’ Yo)| = M

kde [z, ¥,] je libovolny bod jednotkového étverce. Bod [x,, ¥,] (jako kazdy
bod roviny) lezi v nékteré ,,étvrti‘‘ alespon tii ,,mést* k-tého fadu. Proto exis-
tuji tii z péti funkei AM(D,(,y)), ¢ = 1, 2, 3, 4, 5, jejichZ funkéni hodnota
v bodé& [z, ¥,] je rovna jedné tfeting funkéni hodnoty funkce f(x, y) v ,,centru‘
odpovidajici ,,étvrté, a tedy se Lif od &isla 3f(x,, y,) nejvyse o #5M (nebot
oscilace funkce f(z, y) na libovolné ,,étvrti neptevy3uje t.M). Soudet téchto
t¥i hodnot AP(D(x,, y,)) se tedy lisi od f(x,, y,) nejvyse o £ M. Protoze kazda
ze zbyvajicich dvou hodnot A(®,(x,, ¥,)) neni co do absolutni hodnoty vétsi
nez 1M (to plyne z (7)), dostavame:
5

[fl(xo: yo)| = V(xo: Yo) Z hm D(xy, Yo )‘ =M+

M=:M,

win
-\

¢imz% je dokazana nerovnost (7a).

Rozlozme podle (7) funkei f,(z, y) (ve vztahu (7) se vyskytujicf):

Z b (D@o(2, y)) + o2, 9)

21) tj. rozdil maxima a minima.

414



éili
fx,y) = Zh‘“(cb (x, ¥)) +Zh‘2’ %, Y) + fo(@, 9)
=1
kde
M, = max |fy(z,y)| = M, < ($)* M,
max |k:12)(®q(xs y))| é %Ml = 214 :

i
“'é
_
I
p—
X
w
'S
[

Nyni zas rozloZime funkei f,(x, y) podle (7). Tak pokradujeme; po n-tém kroku
dostaneme:

f(x, y) = zhm o, ) +zh<2> z,y) + ...

.+ Zlk‘q"’-l(@q(x, Y) + f(®, y),
P
kde
M, = max |f,(z, y)] < (§)" M
a
max APz, y))| =5.E) 1M, ¢=1,2,3,45; s=1,2,..,n—1.

Z posledniho odhadu usoudime, Ze limitnim ptechodem n — oo dostaneme:

5
z,y) = 2, K@, y th oY)+ Zhw ZY) + s
q=
kde fada na pravé strané konverguje stejnomérné; tedy stejnomérné konver-
guje i ka%d4a z péti fad
(P, ¥) + hQ(Po(@, y) + - + AP (Po(2, y)) + ..,
g=1,23475,
nadeZ muzeme polozit
ho(u) = AP (w) + BP(u) 4+ ... +APu) + ..., ¢=1,2,3,4,5.

Tim koneéns ziskdame rozklad (6'):

Z ho( @, y)) = qu[% (@) + vo(y)] -

Zéavérem poznamenejme, %e rozklady (2), (5) a (6) maji jen teoretickou cenu.
Pouiivé se totiz v nich podstatné funkei typu funkce Weierstrassovy??), tedy
funkeci, které nejsou hladké. Zda se tedy, Ze pro praktické pouiZiti jsou tyto

22) Z vysledki N. K. Baryho (N. K. Bary, Memoire sur la representation finie des fonctions
continues, Math. Ann. 103, 1930, str. 145—248 a 598 —653) plyne, Ze kaZdou spojitou funkei
jedné proménné lze povaZovat za superposici absolutn® spojitych funkei. Ze vzorce (6) tedy
plyne, Z%e kaZdou spojitou funkei n proménnych lze vyjadiit superposici monotonnich funkei
jedné proménné a funkce dvou proménnych g(z, ¥) = z + y. AvSak ani tyto monotonni funkce
nebudou hladké.
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rozklady bezcenné (v protikladu k v § 1 zminéném vyjadieni kofenti algebraic-
kych rovnic patého a Sestého stupné superposici funkei dvou proménnych).
Otazka vhodného vyjadieni napi. kofent algebraické rovnice sedmého stupné
zustava oteviena.

Neni rovnéz jasné do jaké miry se da rozklad (6) jeSté zlepsit. Neni napt.
feSena otdzka jednoznaénosti funkce h. Ani otézka representace hladkych
funkei superposicemi neni fefena. V tomto sméru zistavaji nejlepsimi vysledky
zapornd tvrzeni A. G. Vituskina. Odvozeni kladnych tvrzeni by bylo velmi
zajimavé.

Zminime se jesté o jednom specidlnfm, ponékud jinak zaméreném, vysledku A. N.
Kolmogorova. Jak A. N. Kolmogorov dokézal, existuje ke kazdé funkci dvou pro-
ménnych definované na ¢tverci mezi vSemi soudty ¢(x) + y(y) takovy, ktery danou
funkei nejlépe aproximuje. D4d se také dokézat, ze ke kazdé (byt vSude nespojité) omezené
redlné funkci f, definované na kompaktni mnoziné, a k libovolné na tézie mnoziné de-
finované spojité funkei g existuje spojitd funkece ¢ takovs, ze funkce @(g) se minimélné
lisf od funkce f. Specidlné, ke kazdé omezené funkei f(x), existuje spojitd funkce (),
kterd ji (ve smyslu stejnomérné konvergence) nejlépe aproximuje.

Prelozil Jifi Fabera

LOGARITMICKA SPIRALA

Milan Pisl, katedra mat. a deskr. geom. el. fak. CVUT v Praze

Logaritmické spirédla je definovédna jako édra, kterd protind svazek pifmek pod kon-
stantnim thlem 9. Zvolime-li stfed svazku v poéatku, pak tato podminka zn{

r—p—19, (1)
kde ¢ je smérovy uhel radiusvektoru pruabézného bodu a 7 teénovy thel (viz obr. 1).
Vztah (1) definujici logaritmickou spirdlu je ekvivalentni se vztahem
eiT—P—= ¢, ¢ =ei?, & = konst. (2)
a pouZijeme-li pro rovnici logaritmické spirdly komplexniho vyjddien{
z = f(t)

(f(t) je komplexni funkce reélného argumentu £),
muzeme rovnici (2) psdt ve tvaru

J'@) f@) , df()
/ . l | = ¢, f (t) = —. (3)
If@f f@ de
‘(t
Oznadime-li |§((t))|I = A(¢) redlnou funkei parametru ¢, dostavame pro komplexni funkei
f(¢), definujici logaritmickou spirdlu, diferencidlni rovnici

@)
1@

kde A(t) je libovolnd redlnd funkce parametru ¢, ¢ = e/?, & redlnd konstanta.

= eA(®)
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