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POKROKY MATEMATIKY, FYSIKY A ASTRONOMIE
ROENIK 1l — &ISLO 4 .

MATEMATIKA

APLIKACE MATEMATIKY NA STUDIUM PSANT
MriLo§ MATULA
(dokondent)

2. Spojovani grafickych k¥ivek

Protoze v této &¢asti lanku budeme vySetiovat soudasné vice neZ jednu
grafickou k¥ivku, nemuZeme uZ p¥edpoklddat v = 0. Mimo to musime p¥i-
hlédnout k tomu, Ze, jak jsem uZ poznamenal, rychlost psani je v podstaté
nepfimo Gmérnd charakteru; nejsou-li charaktery vysetfovanych kiivek stejné,
nemuZeme tedy piedpokliddat stejné doby kmiti ve sméru osy y. Rovnice
grafické kiivky charakteru m budeme tedy psat ve tvaru

x=a008(t+¢)+%t+d, y=5008(7—2-+1p)+e.

Chceme-li pouzit vysledkit 1. ¢asti ¢ldnku, abychom vystihli vlastnosti né-
které z vySetfovanych kiivek, lze to snadno provést zavedenim nového para-

metru v = % -+ v, nadez

x = acos [mu + (p — my)] +cu +d*, y=>bcosu + e,
kde @ = 0, b = 0 (a budeme zase pfedpoklddat @ > 0, b > 0), ¢ = 0, ale ne-

predpoklddime %adné omezeni pro ¢ a . Snadno uvéiime, Ze vysledky 1.
dasti dlanku je tieba modifikovat takto: Dolni vrcholy kifivky dostaneme pro

cos (% -+ zp) = —1, tj. pro t =m[(2k — 1) 7 — y] (k celé); horni vrcholy

pro cos (i + | =1, tj. pro t = m(2krn — ). Slngularlta zédkladni kiivky

znamend sin (p — myp) = 0. Soumérnost je urdena vztahem cos (p — my) = 0.

Kladné (zdpornd) orientace znamend sin (p — myp) > 0 (< 0). Diskriminant
c . .

ma sin (g —my)” Dvojné body jsou Bim(kr — y + «,)] = B[m(kr —

— y— o). Znéni vét 2—5 zlstava stejné, oviem J je ddno pravé uvedenym

vyrazem.

V dvodu jsem naznatil, Ze pijde pfedevdim o vhodnou definici hladkého
spojeni. Zkugenost stenografi ukazuje, e je tteba Zadat, aby obé kiivky mély
v bodé hladkého piechodu spoleénou teénu a stejnou kiivost, %e viak poZa-
davek rovnosti obou prvych a tim spife obou prvych i obou druhych derivaci

je d =
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podle ¢ by byl silny. Déle se ukazuje tiéelné zadat, aby se pii hladkém pfechodu
pokradovalo v psani ,,ve stejném smyslu‘‘; tim také dosahneme toho, Ze pii
hladkém spojeni se nezméni situace, pokud jde o body vratu. Pro jednoduchost
formulaci se vyhneme singuldrnim kfivkam; neéinilo by ov3em zvlaStnich
potizi vySettit je zv1ast.

Definice 6. Rikdme, %e nesingulirni grafické kiivky

ry =x(t), Yy =), (1)
. Ty = Zp(t), Yo = Y:(t) (2)
maji v bodé ¢ hladky piechod, jestlize maji v ¢ styk 2. ¥adu a jestlize pfitom
bud ¢ je hornim bodem vratu nebo dolnim bodem vratu obou kiivek nebo
(1) i (2) uréuji stejnou orientaci spoleéné teény obou kiivek v bodé ¢.
Z elementarnich vét diferencidlni geometrie snadno plyne:

Véta 6. Necht grafickd kfivka K, md rovnice (1), grafickd kfivka K, rovnice (2).
1. Jestlize y,(t) = 0, pak K, a K, maji v bodé t hladky pFechod prdvé tehdy,

kdys
@ (8) = 2,(2) , Y, (t) = y,(2) , (3)
Z(t) _ %(t)
vit) ()’
@ (t) yi(t) — «1(0) yi(t) _ a(t) ya(t) — x5(¢) ya(t)
y13(t) y2*(t)

I1. Jestlife yi(t) = 0, zi(t) * O, pak K, a K, maji v t hladky pFechod prdvé
tehdy, kdyZ plati (3) a kdyZ y,(t) = 0, sgna;(t) = sgn z,(t), ya(t) z12%(t) =
= yy(t) z*(t).

I11. Jestlife y (t) = x;(t) = 0, pak K, a K, maji v t hladky prechod prdvé
tehdy, kdyz plati (3) a kdyZ

zi(t) _ 2(t)

¢ y;(t) = xz(t) =0 ’ Sgn y’(t) = Sgn ?/z(t) ’ y:(t) - y;(t) .

Lze se ptitom snadno presvéddit, Ze nezaleZi na tom, zda (1) a (2) jsou rovnice
v pravouhlych nebo kosotthlych soufadnicich.

Teorie spojovani grafickych prvké md rizné otazky, jejichZ feSeni leckdy
neni podetné technicky jednoduché. Omezim se tu na jednoduchou otazku,
ktera viak ma obzvlastni praktickou dulezitost. Jde o to — nazorné fedeno —
ze kazdé dva typy charakteru 1 lze hladce spojit bud p¥imo nebo prostied-
nictvim vhodného prvku charakteru 2. Dokonce je to vétiinou moZné ve
spoleénych vrcholech piisluinych ktivek.V praxi je nutno spojovat znaky
raznych velikosti a s rdznym vzajemnym posunutim ve sméru osy y (na pt.
pfi ,,zvySovani a ,,sniZovani‘ znakt v tésnopise); moznost hladkého spojenf
bude i tu zaruéena, nebot u viech typa bude moZno piislu§né rozmeéry ve sméruw
osy y predem volit, pii ¢emz, jak se ukaze, hladky pfechod od kiivky k vhodné
kiivce stejného typu s libovolnou y-amplitudou je mozny v kterémkoli spo-
leéném vrcholu.

Véta 7. Necht K, je dand nesinguldrni grafickd k¥ivka charakteru 1 a typu T',.
Bud ddn typ T, charakteru 1 a &islo B, > 0. Nutnd a postaiujict podminka, aby
existovala nesinguldrni grafickd kfivka K, charakteru 1, typu T, a s y-amplitu-
dou B,, takovd, Ze existuje hladky prechod mezi K, a K,, je: budto T, a T, majt

sgn yy(¢) = sgn y(t) ,
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stejnou, orientaci nebo aspot jeden z nich je N. Dokonce je moéno uréit K, tak,
Ze bod pfechodu je spolebnym dolnim nebo spoleénym hornim vrcholem obou
kfivek; v dolnim vrcholu je to moZné prdvé tehdy, kdyz budto pro kaidy z obou
typt plati, Ze ma kladnow orientaci nebo je N, anebo oba typy jsou ~V, anebo
oba jsou ~D; v hornim vrcholu je to moiné prdvé tehdy, kdyz budto pro kaidy
z obou typa plats, Ze md zdpornou orientact nebo je N, anebo oba typy jsou *V,
anebo oba jsou *D. K¥ivka K, neexistuje pravé tehdy, kdyZ T, a T, maji opaéné
orientace a pfitom Zddny z nich nent N.

Diukaz. I. Rovnice kiivky K, miZeme psit ve tvaru
X, =A,cos(t+D,)+Cit, Y, =B, cost. (4)

Uvazujme dolni vrchol ¢ = n. JestliZze kiivka K, charakteru 1 mé rovnéz
v bodé = dolni vrchol, miZeme jeji rovnice psit ve tvaru

X,=A4,cos(t + D,) +Cyt +D,, Y,= B,cost + E, (5)

(nebot predpokladdme-liY, = B, cos (¢ + ¥) + E,, miZeme tu volit ¥ = 0)
Necht K, a K, maji v bodé = hladky piechod.

Bud nejprve X;(n) = 4, 8in @, 4+ O, + 0, takie K, nemd v = bod vratu
Pak podle véty 6 II je B,X;*(x) = B,X;¥x) a soudasné sgn X,(n) =
= sgn X,(n), takZe VB’zX;(-rc) = VEIX;(n:), neboli

/B4, sin &, + C,) = |/B,(4,sin &, + C,). (6)

Kdyz predné A, sin @, + C, > 0, pak (vzhledem k C, =0, 4, > 0) bud
sin @, > 0 a K, ma kladnou orientaci, nebo sin @, = 0 a podle véty 2 K, nemé
dvojné body a je typu N, nebo sin ®, < 0a C, > 4, [sin D, |, takZe [§,| > 1 a
podle véty 2 opét K, nemé dvojné body a je tedy typu N. Podle (6) je také
A,sin @, + C, > 0 a stejnym zpusobem zjistime, Ze bud K, ma kladnou
orientaci nebo je typu N. Jestlize za druhé 4, sin @, 4 C, < 0, pak je sin @, <
<0, takie K, mé zadpornou orientaci, a |§,| < 1, takZe bud ¢ = 0 a K, je z4-
kladni normalni kfivka, tedy typu —D, nebo ¢ > 0 a podle véty 2 ma K, dvojné
body a je tudiZ opét typu ~D. Podle (6) je také A, sin @, 4+ C, < 0, takZe
totéz plati o K,.

Bud za druhé Xi(n) = 4, sin @, + C, = 0. Protoze K, neni singularni a
nemuze tedy byt soudasné sin @, = €, = 0, je nutné sin P, < 0 a K, mi
v = bod vratu, takZze K, je typu ~V. ProtoZe obé kiivky maji v = hladky pie-
chod, je také X (n) = 4, sin @, + C, = 0 a také K, je typu V.

II. Necht nyni naopak K, mé bud kladnou orientaci nebo je typu N. Pak
je bud sin @, > 0 nebo sin®, =0 a C; >0 nebo sin®, <0 a |6] > 1;
v kaZdém piipadé je A4, sin @, + C, < 0. Jestlize typ T, charakteru 1 ma
kladnou orientaci a je-li (5) jakdkoli kiivka typu 7', je 4,sin @, + C, > 0;
at je typ 7T, jinak jakykoli, miZeme ziejmé zvolit 4,, D, a C, tak, Ze plati
(6), natez podle véty 6 II maji K, a K, v = hladky piechod, jestliZe jest&
" X, (7) = X,(w), Y,(n) = Y,(n) — toho viak zFejmé mizeme dosdhnout vhod-
nou volbou koeficientti D,, E,. Celkem tedy: ma-li X, kladnou orientaci nebo
typ N, existuje pii jakémkoli kladném typu 7', charakteru 1 kiivka K, typu
T,, kterd ma s K, v bodé = hladky piechod.

Zcela obdobné zjistime: ma-li K, kladnou orientaci nebo je typu N a je-li
T, = 1N, existuje kiivka K, typu T,, kterd ma s K, v bodé = hladky prechod;
obdobné pro 7', = T, = 1-D nebopro T, = T, = 1-V.
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III. Docela analogicky probihé dilkaz pro horni vrchol ¢ = 2r.

v

IV. Jestlize v8ak 7', a T', maji opadné orientace a Zzadny z nich neni N, ne-
miZe hladky pfechod existovat pro Z4dné ¢. Neni-li (vynechdvam indexy)
X'(t) =Y'(t) = 0, tedy nejde-li o bod vratu, a je-li tedy napf. Y’(t) + 0,
musi Y'(t) mit v bod® hladkého pfechodu na obou kiivkich stejné znameni,
takZe stejné znameni na obou k¥ivkich musi mit také vyraz X'(t) Y"(t) —
— X"(t) Y'(t) = AB[sin (t + D) cost — sint cos (! + DP)] — BC cos t =
= B(4 sin @ — C cos t). Neni-li k¥ivka typu N a neni-li ¢ bodem vratu, pak
podle vt 2, 4 je |[§] < 1, tedy A4 |sin P| > C a tim spife 4 |sin @| > C |cos t|,
tak’e vyraz A sin @ — C cost je stile kladny (zaporny) v pifipadé kladné
(zdporné) orientace. Pokud pak jde o body vratu, maze byt podle véty 4 spo-
leénym bodem vratu jen spoleény horni (dolnf) vrchol v piipadé kladné (za-
porné) orientace obou kfivek a nemiZe tedy ani spole¢ny bod vratu existovat,
je-li orientace obou kiivek opaéna.

Poznimka. Césti I—III predchézejiciho dikazu by bylo mo¥no struénd formulovat
asi takto: Pro ¢t = «, pokud X,’(x) £ 0, je ;odle véty 6 II podminka hladkého prechodu
(6) a K, lze urdit pravé tehdy, kdy% typ T, spliiuje poZadavek sgn (C; + 4, sin &,) =
= sgn (Cy + A,sin @,). Tvrzeni pak plyne z vét 2, 4. Obdobnd pro ¢t = 2x. V ptipads, Ze
uvaZovany vrchol je bodem vratu obou kfivek, je situace ziejmé. Spln&ni rovnic X, () =
= X,(t), Y,(t) = Y,(¢) mo¥no ovSem doséhnout vhodnou volbou koeficientti D,, E,.
Dukazu nésledujici vty d4m u¥ takovou strudnou formu. ‘

Véta 8. Necht K, je dand nesinguldrni grafickd k¥ivka charakteru 1 a typu T,.
Bud ddn typ T, charakteru 1 a &isla By, > 0, b > 0. Nutnd a postadujici podmin-
ka, aby existovala grafickd kiivka K charakteru 2 s y-amplitudou b a soulasné
nesinguldrni grafickd kfivka K, charakteru 1, typu T, a 8 y-amplitudou B, tak,
%e K, a K maji hladky prechod ve spoleéném dolnim vrcholu a Ze K a K, maji
hladky pfechod ve spoleéném hornim vrcholu, je: budto T, md kladnou orientact
nebo je N a pfitom T, md zdpornou orientact nebo je N, anebo Ty, = 1-D, T, =
= 1*D, anebo T, = 1-V, T, = 1*V.

Dikaz. I. Necht K, mé zase rovnice (4). Rovnice k¥ivky K predpokladejme
ve tvaru .

x=acos(t—|—<p)+§t—|—d, y=bcos(%+1p)'+e, (7

rovnice kiivky K, ve tvaru
X=Acos(t+®)+Ct+D, Y=RBcos(t+ W) +E. (8)

UvaZujme dolni vrchol ¢ = n kiivky K,. ProtoZe ¢ = = ma byt dolnf vrchol
ktivky K, tedy cos (3= + ) = — 1, miZeme zvolit ¢ = }x. Bud nejprve
Xi(w) = A,sin @, + C, + 0. Je oviem Y,(n) = 0, takZe podle véty 6 II vy-
podteme, %e podminka hladkého piechodu mezi K, a K pfi ¢t = = je:
Vb—(.Al sin @, + C)) = 2V§1(a sing + 4¢) (a déle z(n) = X,(n), y(r) = ¥,(m),
dehoZ oviem miizeme dosdhnout vhodnou volbou koeficientd d, e).

Za horni vrchol k¥ivky K, pro ktery musi platit cos (3¢ + ) = cos (3t +

+ #w) = 1, zvolme ¢t = 3w. ProtoZe { = 3x m4 byt také horni vrchol pro K,,
1j. cos (3n+ ¥) = 1, miZeme volit ¥ = =. Znovu podle véty 6 II dostaneme

jako podminku hladkého pfechodu mezi K a K, pfit = 3r vztah VE(A sin @ +

4+ 0) = 21/1_'3(11 sin ¢ + %c), pfi éemZ vhodnou volbou koeficientt D, E do-
séhneme splnéni vztaht X(3n) = z(3n), Y (3n) = y(3wx). Z podminek pii

396




t = m a ptit = 3w je vidét, Ze K lze urdit pravé tehdy, kdyZ sgn (4, sin &, 4
+ C,) = sgn (4 sin @ + C); a je-li tomu tak, potom Ize ziejmé urdit také K,.
Piitom diskriminant k¥ivky K, je 4, = A 5nd,’
v . Cc . .
kl’ley K2 Jje 62 = m = — m Podle vét 2, 4 Jje Al sm-@l +

+ C, > 0 tehdy, kdyz K, mé kladnou orientaci nebo je typu N, a 4, sin &, +
+ €, < 0, kdyz K, je typu —D; a na druhé strané 4 sin @ 4 C > 0 neboli
— A sin (@ — =) + C > 0, jestliZe K, m& zdpornou orientaci nebo je typu
N,a Asin ® 4 C < 0, jestlize K, je typu *D.

II. Bud nyni X (%) = 0, takZe K, je typu ~V. Jestlize K, K, existujf, pak
také K ma v = bod vratu. ProtoZe K mé sudy charakter, mé podle véty 4 také
v hornim vrcholu ¢ = 3= bod vratu. Tedy také K, mé v hornim vrcholu bod
vratu a je tedy typu *V. DokadZeme nyni, Ze takové K, K, skuteéné existuji.
Abychom uréili K, aby méla s K, hladky pfechod ve spole¢ném dolnim vrcho-
lu =, staéi provést toto: zvolit v = =, podle véty 6 III splnit podminku
2'(m) X 1(m)
Y@~ Vi
podminku ¢ = 2a sin (p — 29) = — 2a sin ¢, takZe musi byt sing < 0, a
vhodné volit konstanty d, e. Aby pak existoval hladky pfechod mezi K a K,
v hornim vrcholu 3=, stadf zvolit ¥ = &, opét podle v&ty 6 III splnit podminku
z"(3n)  X"(3m)
Y’ ()~ Y7(3m)
A sin @ = C, sin @ > 0 a vhodné volit koeficienty D, E.

Nynf zistavd otevieno je$té spojenf mezi 1-V a 1*D a mezi 1-D a 1%V,
coz vyiidime témito dvéma vétami.

Véta 9. Necht K, je dand grafickd kfivka typu 1-D s rovnicems (4). Necht
B > 0,8 > — B,. Pak existuje grafickd kfivka K typu 2V takovd, Ze K, a K maji
hladky pFechod v bodé tye (r, 27c) (tj. mezi dolnim a ndsledujicim horném vrcholem
kfivky K,) takovém, Ze B > Y (t,) = B, cos t,, a Ze § je y-ovd soufadnice horniho
vrcholu kfivky K. A ddle existuje grafickd kfivka K, typu 1*V a 8 y-amplitudou
B tak, 2e K a K, maji hladky pfechod ve spoleéném hornim wvrcholu (mejbliZe
ndsledujicim hornim vrcholu kfivky K).

Dikaz. I. Zvolme ¢, € (n, 2r) tak blizko =, aby g > B, cost, Predpokla-
dejme, Ze kiivka K, kterou mame uréit, mé rovnice tvaru (7), a zvolme p =
= }t,. Pozadavek, aby horni vrcholy k¥ivky K mély y-soufadnici §, znamens
b + e = B, a pozadavek Y,(t,) = y(f,) znamend B, cost, = b cos (}t, + v) +
+ e =bcosty + e. Z téchto dvou rovnic miZeme urédit .

bzﬁ——Bl cos t, v )

1 — cost,

kdezto diskriminant

, kterd ddva po tpravé 4aB, cos ¢ =bA, cos @,, déle pro ¢ splnit

neboli po tpravé 4aB cosp = bA4 cos D, pro C podminku

a e. Pozadavek sgn Y;(t,) = sgny’(f,) (véta 6I) je zfejmé splnén. ProtoZe
K mé byt typu 2V, budeme poZadovat ¢ = 2asin (p — 2y). Podminka

M = x,(t") pro hladky piechod z véty 6 I dava pak pro kiivky (4) a (7):
Yilt)  y'(k)

$b[4, sin (¢, + D,) — C,]1 = B,[a sin ({, + ¢) — a sin (p — 29)],
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a protoZe 2y = {,, dostaneme po upravé
b[A4 sin (t, + ?,) — C,] = 4aB, sint;cos ¢ . (10)

Podminka y'3(t)[ X} () Ya(fe) — Xi(te) Y1(t0)] = Yi3(o)['(t) " (ho) — 2" (te) ' ()]
dava vzhledem k 3¢, + v = i,

s :
%sin“ t[A,B, sin (t, + D,) cos t, — A, B, sin ¢, cos (t, + D,) — B,C, cos t)] =

b . b .
= B?sin3 to[% sin (£, + @) cos t, — % cos t, sin (¢ — t,) — % cos (t, + ) sin to].

Vyraz v lomenych zavorkach vlevo dava po tpravé B, (4, sin @, — C, cos ty), .
vyraz v lomenych zdvorkach vpravo dévs

b . o . . ab . .
a_4_ (cos t, 2 sin £, cos ¢ — 2 sin {y(cos ¢, cos ¢ — sin #, sin @)] = 5 gin? ¢, sin ¢,

takZe koneéné dostaneme
b*(A, sin @, — C, cos t,) = 4aB?sin? { sin g . (11)
Polozme nyni
B, A, sin(ty, + D,) —
cotg<p-——b—51 toA (é——(])cost

Jeb > 0a K, jetypu-D,takie |4, sm¢¥(> C, > |C, cos ty|, tedy 4, sin @, —
— C, cos t(, < 0 a zlomek (12) ma smysl. Kdyz ¢, — = zprava, pak A sin (t0
-l—(D)— — A4, sin®, —C, >0, A,8in® — C, cost,—~> A4, 51n¢+

+ 0, <Oa,p0d.le(9)b—>ﬂ_zB

JestliZze tedy ¢ uréujeme tak, aby platilo (12) a aby p¥itom bylo ¢ € (=, 2%),
bude ¢ — §r pro ¢, — w zprava. MaZeme tedy volit #, tak, aby ¢ > ¢, a pfitom
@ € (m, 2nt), takZe ¢ — ¢, € (0, w), &imZ je vyhovéno pozadavku sin (p — 2y) =

= sin (p — ¢,) > 0, jak je to potieba pro typ 2V.

t, a @ je nyni uZ definitivné zvoleno. Tim je podle pfedchazejiciho uréeno také
v, b, e. Uréime nyni @ z rovnice (11). ProtoZe sint, & 0, sinp < 0 (nebot
ge(m 2n)), b >0, A,sin P, — C, cost, < 0, je opravdu a > 0. Podminka
(11) je pak splnéna. Dosadime-li vypodtenou hodnotu pro a do podminky (10),
dostavame

b[Al Sin(to + ¢1) - 01) =

(12)

> 0 (protoZe § > — B,), takZe cotg ¢ — 0.

b?(A4, sin @, — C, cos t,)
B? sin? t, sin ¢

a dosadime-li sem za cotg ¢ podle (12), vidime ihned, Z%e i podminka (10) je
splnéna.

Nynf poloime jes$té ¢ = 2a sin (p — 2y) = 2a sin (p — f)) > 0 a konedné
urdeme d z rovnice z(f,) = X(t,).

II. Nyni méme uréit K, typu 1*¥ s rovnicemi tvaru (8), aby méla s K hladky
pfechod v hornim vrcholu. ProtoZe y = 3f,, dostaneme horni vrcholy kiivky
K pro cos (3t + 3t,) = 1, takie t = 4n — ¢, je horni vrchol pro nejmensi
moznou hodnotu # > #,. ProtoZe 4w — ¢, ma byt také horni vrchol kiivky
K,, tj. ma byt cos (4= — ¢, + ¥) = 1, miZeme polozit ¥ = ¢, Podle véty
6 IIT je podminkou hladkého pfechodu kiivek K a K,:

B, sin £, cos ¢
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X"(4 — ) . " (4w — 1) 3 y
Y7l — 1) g (dm —fp) * 00V PO Tiprave

4aB cos (p — t;) = bA cos (® — t,) . _ (13)
Protoze K, musi byt nutné typu 1*¥, musi byt
c Cc

- = - . =1. 14
Tsn(@—0)  Asn (@ —1) (14)
Protoze jsme vidéli, Ze sin (p — t,) > 0, lze volit @ = ¢, nadez z (13) urdime
A a z (14) uréime C. Koneéné stanovime D z rovnice z(4r — ;) = X (4n — &)
a B z rovnice y(4m — t,) = Y (4 — &,).

Véta 10. Necht K, je dand grafickd kfivka typu 1-V s rovnicems (4). Necht
b > 0, B > 0. Pak existuje grafickd krivka K typu 2V s y-amplitudou b a gra-
ficka kfivka K, typu 17D s y-amplitudou B tak, Ze K, a K maji hladky pFechod ve
spoleéném dolnim vrcholu t = n a K a K, maji hladky pfechod v bodé t, € (r, 3r)
(mezi dvéma sousednims vrcholy kfivky K).

Dukaz. I. Ptedpoklddejme rovnice kiivky K ve tvaru (7). K¥tivka K ma
mit v bodé ¢ = = dolni vrchol, tedy ma byt cos (= + ) = — 1. Polozme
p = }n. Podle véty 6 III méa byt splnéna podminka hladkého pifechodu
2'(x) _ Xi(r)

y'(x)  Yi(m)’
A, cos(r 4 D,) acos(rn+ ¢)

B, cos = Jhcosn neboli 4aB, cos ¢ = bA, cos D,.

Ziejmé muzeme urdit @ > 0, b > 0, ¢ tak, aby tento vztah byl splnén a aby
pfitom ¢ € (r, 2x); pak sinp < 0, tedy sin (p — 2yp) = sin (p — ©) =

= — sin ¢ > 0 a polozime-li ¢ = 2a sin (p — 2p) = — 2a sin ¢, bude K typu
2V. Z podminek z(w) = X,(n), y(r) = Y,(r) vypoéteme d, e. Tim je uplné
uréena kiivka K, jejiz rovnice maji tvar

x=acos(t +¢)—asing.t+d, y=~>bcos (3 + $x) +e.
II. Nyni mdme urdit k¥ivku K, s rovnicemi (8) (kde B je dano) tak, aby
Ppozadavkum véty bylo vyhovéno.
Zavedme transformaci soufadnic #* = — z, y* = — y a misto ¢ zavedme
novy parametr z = — ¢ + 5t — . Tim dostaneme z K a K, grafické kiivky
K*, K¥ s rovnicemi

2*=qacos (2 + ¥ —¢)—asing.z+d*, y*=>bcos(3z+ }¥)—e, (15)

X*=Acos(z+¥Y—D)+Cz+D*, Y*¥=Bcosz— E. (16)
Protoze — asing = asin [(¥ — ¢) — 23], je K* typu 2V pravé tehdy,
kdyz K je typu 2V. K¥ mé diskriminant -

c C e C
m a K2 ma4 diskriminant 62 = m N

tedy je 0¥ = — 4, takize K¥ je typu 1-D pravé tehdy, kdyz K, je typu 1*D.

Piedpokladejme nyni, %e koeficienty 4, C, D*, B, E, @, ¥ lze urdit tak, Ze
Y e (m, 2n) a Ze K* a K¥ maji hladky pfechod v bodé z,=¥. Tomuto bodu
odpovida pavodni t, = — 2z, + 5n — ¥ = 5w — 22, Pak K a K, maji hladky
prechod v bodé ¢,, nebot plati y'(t,) = — 4bsin (34, + 37) = — 3bsin 2,

o =
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Y'(t,) = — Bsin (t, + ¥) = — Bsinz, takie sgny’(f,) = sgn Y'({,), a styk,
2. tadu zstdva zfejmé pii pfechodu od K* a K¥ ke K a K, zachovan. Pfitom,
protoZe z, € (w, 2x), je t, € (w, 3x). DokdZzeme-li tedy, Ze uvedeny predpoklad
je splnén, bude tim dokézina také existence K,.

Pro zjednodufenf oznaleni piSme nyni po fadé t,z,y, X,Y,p,y, D,d, e,
D, E misto z, z*, y*, X*,7*, ¥ —¢, ¥, ¥ — &, d*, —e, D*, —F; misto p =
= — (¥ — ¢) + 2}y ptijde pak — (p — 2yp). Rovnice (15), (16) kiivek K*, K¥*
se tim zméni na :

x=acos(t+¢)+asin(p —2¢p)t +d, y=>bcos(}t +y)+e, (17)

X=Acos(t +D)+Ct+D, Y=DBecost+ E. (18)

Zvolme t, € (w, 27t) a poloZzme y = }f,. VSechny koeficienty v (17) jsou nynf
dény, zatim co v (18) je dano B > 0. Mame dokézat, %e ostatni koeficienty
v (18) lze volit tak, Ze kfivka (18) je typu 1-D a Ze obé k¥ivky maji v ¢, hladky
prechod.

Zvolme 6 =

c . . *
Aon @ libovolné v intervalu (—1, 0), takie K} l_)ude. typu

1-D. Z dukazu véty 9 (viz (12)) vyplyva, Ze médme urdit @ tak, aby
B A sin (¢, + @) — C
cotg ¢ = - si R e - Ccosty ’
pii ¢emZ ma byt sin @ < 0.
Asin(ty +P)—C Asin(ly+ P) —04sin P
Asin® — Ccost, Asin®— dAsinPcost,
__cos Psin t, 4 sin P (cos §, — 9)
sin @(1 — 6 cos t,)
biba (otevieny) interval (— =, 0). Pak sin @ =+ 0, takZe zlomek muZeme psit
cotg P sin t, + (costy, — o
1 — 4 cost,
limita zlomku je rovna — oo pro @ - — = zprava a je rovna + oo pro @ — 0
zleva. Nabyva tedy zlomek vSech od nuly riznych redinych hodnot, kdyz
@ probihé interval (— =, 0), takZe existuje @ e (—m, 0), pro které je (19)
splnéno.

Déle z dikazu véty 9 (viz (11)) vyplyvé, Ze mdmé urdit 4 > 0 z rovnice
(A sin @ — C cos t,) = 4aB2?sin? {, sin ¢, tj.

b24 sin ®(1 — 6 cos t,) = 4aB? sin®f, sin ¢ . (20)

Pritom jestlize ¢* znamenas éislo, které se v diivéj§im oznadeni nazyvalo ¢, pak
bylo ¢*e (%, 2n). O ¢, jsme dosud predpoklddali jen, %e je v intervalu (w,2w);
muZeme je volit tak, aby pritom bylo t, — ¢* = ¥ — ¢* = ¢ < 0. Pak bude
sin ¢ < 0, takie z (20) 1ze skutetnd urdit A > 0. Nyni poloZime C = 84 sin &
a konedné& uréime D, resp. E z rovnice X (t,) = x(t,), resp. Y (t,) = y(t,), ¢imZ
jsme hotovi.

Véta 11. Twrzeni vét 7—10 zastdvaji v platnosto,, poadujeme-li, aby k¥ivky
K,, K,, K byly requldrni (pokud jsou odvozené).

(19)

Je

.VySetime prab&h tohoto zlomku, kdyz @ pro-

ve tvaru ) ProtoZe ¢, € (w, 2x), je sin f, < 0; proto

Dikaz. Z dikazu v&ty 7 je snadno patrno, %e diskriminant ﬁ—
kiivky K, lze (v rdmci definice p¥isluiného typu) pfedem volit — muiezme tedy
dosa,hnout toho, aby K, byla reguldrnf; v pifpadé, %e sin @; = 0, je K, typu
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N a tedy automaticky regularni. Obdobné pokud jde o dikaz véty 8 a diskri-

c c . ey . c
Sasin(p —2p) —  Zasing krlvky_ K a diskriminant — Y

kiivky K,. Ve vété 9 jsou K i K, typu V a tedy automaticky reguldrni. Ve
vété 10 je K rovnéZ typu V, zatim co diskriminant k¥ivky K, jsme v dikazu
této véty pfedem volili (v ramci definice typu).

Poznamka. Pfedpoklddejme, %e kiivka K, ve v&tach 7, 8 je soumdrné, tj. %e cos &, =
= 0. Z dtkazua t&chto v&t snadno nahlédneme, Ze mu%eme A,, resp. a, resp. 4 zvolit tak,
aby |sin dizL”: |sin | = [sin @| = 1. ProtoZe pfitom ¥, =0, y = in, ¥ = &, je pak
cos (P, — 2¥,) = cos (p —2y) = cos (P — 2¥) = 0, takie K, ve v&t8§ 7 i K a K, ve
v&t& 8 jsou soumérné. Jinymi slovy, miZeme dokonce pofadovat, aby ve v&téch 7, 8 byly
K,, K, i K regulérni soumérné kiivky. V ptipadech feSenych ve v&tach 9, 10 lze asponi
doséhnout toho, aby K, i K, byly soum&rné regulérni kiivky, postupnym zapojenim
dvou regulérnich soumérnych kfivek K, a K, charakteru 2, a to tak, %e nejprve uréime
K, aby méla hladky pfechod s K, ve spole$ném dolnim vrcholu (coZ je mo%né na zdklad$
véty 8), nade¥ muZeme zvolit K, tak, Ze K; a K, maji hladky pfechod ve spoleéném in-
flexnim bod& (pfipometime, Ze kiivka sudého charakteru mé4 mezi dvéma sousednimi
vrcholy aspori jeden inflexni bod), a konedng (na zdklad& véty 8) miiZeme uréit soumsr-
nou regulérni ktivku K, tak, aby méla s K, hladky pfechod v hornim vrcholu.

PFiklady. 1. Vimn&me si jestd, ani% bychom se zdr¥ovali modifikaci definice hladkého
spojeni pro tento pripad. Eﬁpadu singulérnich ktivek charakteru 1, tj. usedek. Zrejms
hladky pfechod mezi tsedkou a jinou grafickou kfivkou je moZny jen v bodech vratu
nebo v inflexnich bodech druhé kfivky; nemé-l napi. kiivka charakteru 1 jedno ani druhé,
je mo#no pfechod uskutednit pomoci vhodné kiivky charakteru 2, ktera mé podle vty
5 nutn¥ inflexni body (v praxi se viak use8ky ve spojeni zpravidla nahrazuji oblouky
ktivek charakteru 1 s dostate$nd malou kfivosti). Hladky pfechod mezi dvéma tsetkami
danych raznych sm¥rd neni ovSem piimo moZny. V praxi dochézi tu zpravidla k defor-
maci uhli v sinusoidy nebo k nahrazeni nskteré z useek obloukem kfivky typu V, coZ
v piipad& sinusoidy prakticky nemusi pfili§ vadit, je-li thel obou usesek tak maly, Ze
deformace neni pro oko piili§ patrné, v druhém piipad$ pak, je-li nahrazend usefka dosti
kratké nebo kiivost nahrazujiciho oblouku dosti mal4.

2. Matematické teorie ndm umoZni pochopit napf. nepfijemnost spojovéni znaku
opadnych orientaci. Mdme-li nap¥. spojit prvy znak &. 13 s prvym znakem &. 14, znamené
to, %9 dejme tomu uskute$nime pohyb zdola nahoru pfi spojivee prechodem k znaku
8. 23, coZ znamsné zpomaleni psani. Proto se totp spojeni pfi rychlém psani snadno
deformuje v sinusoidu nebo ve zkricenou eykloid4lni kiivku. '

3. PiSeme-li znaky &. 20 jako 8asti znaku &. 19, dochézi u nich ve spojeni nutné k de-
formaci ,,8pice’* v kliku, mé-li spojeni byt hladké, nebot jinak by vznikal ve vrcholu
bod vratu, zatim co kfivka, z ni% je odvozen znak €. 19, neméa body vratu.

4. Prvy znak &. 9 je mo¥no psit ve spojeni bez deformace Spice v kli¢ku jen tak, Ze
jej neodvodime z elipsy, nybr¥ z cykloidy; potom vSak (na rozdil od prvého znaku &. 13)
musi teéna v bod& vratu mit Sikmy sklon, tak¥e kiivka nemutZe byt soumérna. PiSeme-li
prvy znak 8. 9 jako &4st elipsy, dochdzi k deformaci v klitku z obdobného diavodu jako
u ptikladu 3. Pusobi tedy horni 8pics tohoto znaku pii spojovéni potiZe a proto je Géelné
pouit tohoto znaku tak, aby se vyskytoval prevaZng na zaSatku slov (v nasi tésnopisné
soustav® je pouZit pro hlasku ,,p*‘, kterd se skute¥né v 8esting dasto vyskytuje predeviim
na zadatku slov).

5. Z rovnice (6) vydteme, %s zv8tSovani znaku &. 15 p¥i jeho spojovéni s prvym zna-
kem &. 13, ke kterému p¥i rychlém psani zpravidla dochézi, piSeme-li tyto znaky v praxi
b3%nym tvaram, je zékonité. Jestlize na priklad koeficienty s indexem 1 se vztahuji na
znak ¢&. 15, pak pfi pfiblizné stejnych C, @ je 4, > A,, takZe musi byt B, < B,, aby (6)
byla spln¥na. Jestlize chceme zachovat stejnou velikost y-amplitud obou znaki, dojde
k urdité deformaci tvaru nebo k deformaci sklonu znaku (aby se zmenSilo sin @,).

minant

Veelku lze ¥ici, Ze matematické teorie psani ndm umoZni vysvétlit vétsinu
piipadt zakonitych deformaci znakd p¥i rychlém psani.
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