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AFINITY V TRIROZMERNEM AFFINNIM PROSTORU
(Dokongdeni)

Darmsor KrLucky, VSP Praha
4. SamodruZné smdry afinity

Podle véty 2.7 je obrazem kazdé linearni soustavy vektorda v afinité opét
linedrni soustava vektort téZe dimense. Vime, Ze kaZd4d linearni soustava
vektortt dimense 1 je smérem urdité piimky a naopak smér kazdé piimky je
linedrni soustavou vektorti dimense 1. Budeme proto nadéle uzivat misto ter-
minu linedrni soustava vektori dimense 1 uZivat vétSinou terminu smér.
Je-li x nenulovy vektor, & afinni zobrazeni, potom nutna a postadujici pod-
minka pro to, aby smér x byl v afinit® &/ samodruzny je, aby

A(x)=kx, k+0. (4.1)
Uréit samodruzné sméry afinity &/ znamena tedy uréit vSechny linedrné ne-
zavislé vektory, které vyhovuji rovnici (4.1).

Pro potet samodruznych sméri afinity jsou tyto logické moznosti:

1. Afinita nema Zadny samodruZny smér.

2. Afinita mé jeden samodruZny smér.

3. Afinita mé dva rtzné samodruzné sméry.

4. Afinita mé t¥i rizné samodruzné sméry, které

a) nenalezeji témuz dvojsméru®)

b) naleZeji témuz dvojsméru.

V ptipadé b) je uvedeny dvojsmér dvojsmérem samodruinych sméri podle
véty 3.6

5. Afinita ma dtyfi rizné samodruzné sméry:

a) V8echny 6tyii naleZeji témuZ dvojsméru; pak tento ptipad splyva s 4b).

b) Viechny &étyfi nenalezeji témuz dvojsméru, aviak tfi z nich — oznaéme
je {u}, {v}, {w} naleZeji témuz dvojsméru napi. {u, v}. Podle véty 3.5 je kazdy
smér dvojsméru {u, v} samodﬁruzny Afinita mé tedy dvojsmér samodruznych
smért a dalsi samodruzny smér, ktery tomuto dvojsméru nendlezi.

¢) Zadné t¥i nendlezi témuz dVO]sméru potom podle véty 3.7 je kazdy smér
samodruzny.

Kdyby v ptipadé 5b) méla afinita jeSt& dalsi samodruiny smér, pak by méla
viechny sméry za samodruzné, coz je pripad 5c).

Ukolem 4. asti tohoto &lanku je zjistit, které z uvedenych logickych moznosti
pro samodruzné sméry mohou nastat. Pri tom budeme zjistovat existenci
jednotlivych pripadt v opaéném poradi, nez jsou vyjmenovany logické moz-
nosti.

8) Nézev dvojsmér budeme uZivat pro linedrni soustavu vektord dimense 2 z téhoz davodu
jako nédzvu smér pro linedrni soustavu vektord dimense 1.

147



Je zrejmé, Ze identita ma viechny sméry samodruzné. Existuji viak neiden-
tické afinity, které maji viechny sméry samodruzné: Budte 4 + A’ dva body
prostoru A;, {u, v, w} base 1. v. prostoru V,. Afinita &/(4 - A’,u > u, v —>v,
w —w) je neidenticka afinita, avS8ak kaizdy vektor je jejim samodruzZnym
vektorem podle véty 3.4. Proto je také kaZdy smér samodruzny.

Véta 4.1. BudiZ o/ afinita, kterd prevadi basi

Ayuv,w
v basi
A ku kv,hwk & 0,h + 0,1,h + k.

Pak md afinita o privé dvojsmér {u, v} samodruznych sméri. a samodruiny
smér {w}, ktery nendlei dvojsméru {u, v}.

Dukaz: I. BudiZ {x} smér, ktery nalezi dvojsméru {u, v}. Pak x = zu + yv,
proto & (x) = xA(u) + yZ(v) = x(ku) 4+ y(kv) = k(xu + yv) = kx. Podle vé-
ty 3.5 je smér {x} samodruzny. Podle téze véty je i smér {w} samodruznym.

II. Zbyva dokazat, Ze afinita jiz nemd Zadnych dalSich samodruZnych
sméri. Budiz tedy {x} libovolny samodruZny smér afinity </. Pak

X =1u-+41rv 4 sw,
Avak &(x) = k'x, k' + 0. Proto plati jednak

N k'x = (K'tyu 4 (K'r)v + (K's)w
edna
! E'x = o(x) = (kt)u + (kr)v + (hs) w.

Porovnanim obou vztaht dostaneme soustavu homogennich rovnic

k—k)t=0,
(k—K)r=0,
(h—Ek)s=0.

Aspont jedno z &isel ¥ — k' a b — k&’ je rGzné od nuly, nebot v opaéném piipadé
by bylo k = k' = h, coZz je spor s piedpokladem. Proto je bud s = 0 a {x} c
C {u, v}, nebo t = r = 0 a {x} = {w}, coZ se mélo dokizat.

Véta 4.2. Budif o afinita, kterd pfevddi basi

A,uv,w
v bast
A ku,u + kv, kw, k £ 0.
Pak md afinita £ prdavé dvojsmér {u, w} samodruznijch smérd.

Dukaz: I. Budiz {x}c {u,w}. Potom x = zu + 2w, &(x)= z2/(u) +
+ 2 (w) = x(ku) + 2(kw) = k(xru + 2w) = kx a tedy {x} je samodruzny
smér. ‘

II. BudiZ nyni {x} libovolny samodruzny smér afinity </: Potom je

X =1lu—+ rv | sw.
Avsak &/(x) = k'x, k' + 0. Proto je jednak
Ex= (kt)yu+ (K'r)v + (K's)w
jednak
Ex = (x) = (kt +7r)u+ (kr)v + (ks)w.
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Porovnanim obou vztahd obdriime soustavu homogennich rovnic

k—KkEYt+r =0,
(k —K)r =0,
(k—k)s =0.

Aby soustava méla netrividlni feSeni, musi byt £ — ¥’ = 0 a tedy r = 0. To
znamens, Ze {x} C {u, w}.
Protoze dilkkazy nasledujicich tii v&t jsou analogické dukazim vét 4.1 a 4.2
prenechidvame je Gtenaii:
Véta 4.3. BudiZ o afinita, kterd prevddi basi
A, u,v,w
v basi
A’ ku, hv, mw, k, h,m + 0,
kE+h+m=+k.
Pak md afinita oZ pravé tFi samodruiné sméry {u}, {v}, {w}.
Véta 4.4. BudiZ o/ afinita, kierd prevddi bass
A, uv,w
v basi
A ku,u 4 kv, hw, k,h + 0, k + h.
Pak md afinita o prdvé dva samodruiné sméry {u} a {w}.
Véta 4.5. BudiZ o afinita, kterd prevddi basi
Ayuv,w
v bast
A’ ku,u 4 kv, v + kw.
Pak md afinita o prdvé jeden samodruzny smér {u}.
Zbyvé rozieSit otdzku, zda-li existuji afinity bez samodruznych sméru.
Odpovéd dava véta:
Véta 4.6. Kasdd afinita prostoru A; md aspoti jeden samodruiny smér.
Dukaz: Budiz &« libovolna afinita, u, v, w base 1. v. prostoru V,, u’,v',w’
jeji obraz. Vyjadfeme nejprve vektory u’, v/, w’ pomoci base u, v, w:
U = a;u 4 a,v 4 aw,
V= gt + GV + GgeW , (4.2)
W = ayu + agv + agw .
Je-li x base samodruzného sméru, je x + 0, x' = &(x) = kx, k + 0. Vyjadii-
me-li vektor x pomoci vektort u, v, w je
x =2u 4+ yv 4 2w,
pfi tom aspoil jedno z &isel z, y, 2z je rizné od nuly. Proto je
x' =zxu + yv' + 2w’ .
Ze samodruznosti sméru {x} vyplyva
(kx) u + (ky) v + (k2) w = au’ + yv' + 2w’ (4.3)
Obracené, jsou-li &isla z, y, z netrividlnim feSenim rovnice (4.3) a k + 0, je

smér {z} v afinité &/ samodruiny. VySetfujme tedy nutnou a postadujici pod-
minku pro to, aby rovnmice (4.3) méla netrividlni fefenf pro n&jaké k + 0.
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Dosadime-li do (4.3) z rovnic (4.2), dostaneme po tipravé soustavu homogennich
rovnic, ktera je ekvivalentni s rovnici (4.3):

(@, —k)x + ayy + 052 =0,
Q1o +(Aye— k)Y + G302 = 0,
a3 + Oy + (ag3 — k)z=0. (4.4)
Soustava (4.4) mé netrivialni feSeni tehdy a jen tehdy, je-li jeji determinant D
roven nule. To nastane pravé tehdy, bude-li realné &islo k feSenim rovmice
D = 0. Tato rovnice je rovnici 3. stupné s redlnymi koeficienty, takze mé vidy
aspoll jedno realné feSeni k. Je vidy k =+ 0, nebot pro k£ = 0 by byl determi-
nant afinity <7 roven nule, coZ neni mozné. Véta 4.6 je dokazana.

Pro samodruzné sméry afinniho zobrazeni jsou tedy moZné nésledujici
piipady:

I. Afinita mé vSechny sméry samodruiné.

II. Afinita ma pravé dvojsmér samodruinych smért a samodruzny smér,
ktery tomuto dvojsméru nendlezi.

III. Afinita mé pravé dvojsmér samodruznych sméri.

IV. Afinita ma pravé t¥i navzdjem ruzné samodruzné sméry, které nendle-
Zeji zadnému dvojsméru.

V. Afinita ma pravé dva navzijem rtzné samodruZné sméry.

VI. Afinita ma pravé jeden samodruiny smér.

Z ramce tohoto élanku se vymyka studium samodruinych dvojsméra afi-
nity. Provedeme alespoii pfehlednou klasifikaci afinit podle samodruZnych
dvojsméra. (V nasledujicim textu rozumime napfi. afinitoutypu III. afinitu,
kterd mé pravé dvojsmér samodruZnych sméra apod.)

I. Afinita typu I. mé kaZdy dvojsmér samodruzny.

II. Oznadime-li {u, v} dvojsmér samodruznych sméri afinity typu II. a {w}
samodruZny smér této afinity, kterd nendlezi dvojsméru {u, v}, pak mnozina
samodruZznych dvojsméra této afinity se sklada ze vSech dvojsmért, které
obsahuji smér {w} a z dvojsméru {u, v}.

IIT. MnoZina samodruZnych dvojsméra afinity typu III. se skldd4 ze viech
dvojsméri obsahujicich jisty smér {t}. Smér {t} ndlezi dvojsméru samodruz-
nych sméra afinity.

IV. Afinita typu IV. mé pravé t¥i samodruzné dvojsméry, z nichZ kazdy
obsahuje pravé dva samodruzné sméry této afinity, pii emz kazdy samodruzny
smér je obsaZen pravé ve dvou samodruznych dvojsmérech.

V. Afinita typu V. obsahuje pravé dva ruzné samodruiné dvojsméry, pfi
tom jeden z téchto dvojsméru obsahuje oba samodruzné sméry, druhy obsa-
huje pravé jeden z téchto sméri.

VI. Afinita typu VI. mé pravé jeden samodruzny dvojsmér, tento dvojsmér
muze avSak nemusi obsahovat samodruiny smér této afinjty.?)

b. Rovinova afinita

V této dasti si vSimneme jednoho druhu afinnich zobrazeni prostoru A,
ktery ma zasadni dilezitost pfi vySetfovani grupovych vlastnosti afinit. Jsou
jim rovinové afinity.

9) Otenéii, ktery zné princip duality, je posledni klasifikace naprosto zrejma.
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Véta b.1. (Véta o urdenosti rovinové afinity.)

BudiZ {A; u, v} libovolnd rovina, w + w’ dva vektory, z nichZ Zddny nent linedrnt
kombinact vektord u,v. Pak existuje prdvé jedna rovinovd afinita, pro kterou
je {A; u, v} rovina afinity a kterd pievadi vektor w ve vektor w'.

Dikaz je trivialni a pfenechidvame jej ¢tenati.

Véta 5.2. Budif A rovinovd afinita s rovinou {4;u,v}. Jediné samodruzné
vektory této afinity jsou vektory dvojsméru {u, v}.

Dukaz: 1. Je zfejmé, Ze kaZdy vektor dvojsméru {u, v} je samodruzny.

II. Budiz x= B — A vektor, ktery nendlezi dvojsméru {u, v}. Potom bod
B neni bodem roviny {4;u,v} a tedy «/(B)= B’ + B. Protoie «(x)=
=B — A je A (x) + x.

Nyni se obratime k vySetfovani samodruZnych sméra rovinovych afinit.

Véta 5.3. BudiZ ddna rovinovd afinita s rovinou {4, u,v}, kterd pFevddi vektor
w ve vektor w' %+ w. Budif t dal$t vektor, kiery ment linedrnt kombinact vektord,
uav. Pak jet + t' a vektoryw' — w a t' — t jsou linedrné zdvislé.

Dukaz: Tvrzeni t' #+ t plyne z véty 5.2. Budiz

t=au -4 yv + 2w,
pak

t = au + yv + 2w’
Proto

t —t=2zw —w),
coz se mélo dokézat. “

Véta b.4. BudiZ o rovinovd afinita s rovinou {A; u, v}, kterd pFevddi nesamo-
druZny vektor w ve vektor w'. Jediné samodrutné sméry afinity o jsou sméry
dvojsméru {u, v} a smér {w' — w}.

Dikaz: I. 1. Je-li {x} libovolny samodruiny smér néleZejici dvojsméru
{u, v}, je tento smér samodruiny podle véty 5.2.

2. Dokéazeme, Ze smér {w' — w} je samodruzny. K tomu stadi dokazat, Ze
Aw —w)=Fk.(w —w), k + 0. ProtoZe vektor w neni samodruZny, nena-
lezi dvojsméru {u, v} a tedy u, v, w je base pro V,. Budiz

w =au+bv+ kw .
pak
S(w') = au + bv + kw' .
Vektor w’ nenélezi dvojsméru {u, v} nebof pak by bylo w’ = w, coZ neni mozné.
Proto je k + 0. Dale plati &/ (w' — w) = H(W') — H(w) = k(W — w), coZ se
mélo dokazat.

II. BudiZ nyni {x} libovolny samodruZny smé&r afinity /. Pak jex’ = &/(x) =

= kx, k & 0. Budiz
X =1u-+rv-+sw,
potom
kx =x" =1tu 4+ rv 4 sw’.

Ziroven viak je -
kx = (kt)u + (kr) v + (ks)w.
Porovnanim obou poslednich vztahéi dostaneme

k—Dtu+ (k—1)rv 4+ s(kw — w') = o (5.1)

a) Je-li k = 1, pak z (5.1) plyne s = 0 a
x=tu+rv, &li {x}c{uv}.
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b) Budiz k + 1. Vyjadfeme vektor w’ pomoci base u, v, w:
w = au+ bv 4 cw.
Rovnice (5.1) potom prejde v rovnici:
[(k—1)t —aslu+ [(k— 1)r —bs]lv+ sk —c)w=o0 (5.2)
Rovnice (5.2) je ekvivalentni se soustavou rovnic:

(k—I)t —as =0,
(k—I)r—bs =0, (5.3)
(k—c)s=0.

Protoze soustava (5.3) ma netrividlni fefeni ¢, r, s, je jeji determinant roven
nule. To nastane pravé tehdy bude-li k£ = I nebo k = c¢. Protoze predpokla-
dame k # 1 musi byt k¥ = ¢ * 1. Soustava (5.3) ma potom vSechna FeSeni

as bs
= 4
pa— §s=2s. (5.4)
Pro vektor w' — w plati
w —w=au-+bv+(c—I)w.

Ze vztahi (5.4) zjistime snadno, Ze matice
t r s
(a be—1
m4é hodnost 1, a proto jsou vektory {x} a {w’ — w} linedrn& zavislé, tedy {x} =
= {w —w}.

Véta 5.5. Budiz o/ rovinovd afinita s rovinou {4; u, v} Je-li & pFimd afinita,
pak reprodukuje kaZdy z obou poloprostord, uréenych rovinou {A; u, v}; je-li of
nepfimd afinita, pak oba poloprostory vymériuje (tj. obrazem kaZdého z nich je
poloprostor opaény).

Dukaz: Budiz {4; u, v, w} libovolny poloprostor uréeny rovinou {4; u, v}.
Jeho obrazem v afinité o/ je poloprostor {4; u,v, w'} podle véty 2.7. Oba
poloprostory splynou tehdy a jen tehdy, budou-li base u,v,w a u, v, w sou-
hlasné tj. bude-li &/ ptims afinita.

Poznamka. Existenci pfimych i nepfimych rovinovych afinit dokaZeme
takto: Budiz &/ afinita, kterd prevadi basi 4, u, v, w v basi 4, u, v, w’, kde
w =c.w,c % 0, 1. & je potom ziejmé rovinova afinita s rovinou {4; u, v},
jeji determinant je roven c. Je tedy & piimé pro ¢ > 0, nepiima pro ¢ < 0.

Definice b.1. Neprimd rovinovd afinita se nazyjvd zdkladnt afinita.

Definice 5.2. Necht rovinovd afinita s rovinou {A; u, v} pfevddi nesamodruzny
vektor w ve vektor w'. Smér {w' — w} (ktery je kromé& sméri dvojsméru {u, v}
jedingm samodruingm smérem dané rovinové afinity) se nazyvd smér rovinové
afinity.

Véta 5.6. PFimka je samodruznd v rovinové afinité tehdy a jen tehdy, ndlefi-li
bud roviné této afinity nebo je-li jeji smér smérem afinity.

Dukaz: Budiz {4; u, v} rovina dané rovinové afinity </, {P; p} pfimka.
Dopliime vektory u, v vektorem w na basi 1. v. prostoru V,. Je-li w' = «/(w),
pak {w' — w} je smér afinity.

I. Abychom dokézali, Ze dana pfimka je samodruzna, staéi dokazat, Ze obraz
kaZdého jejiho bodu je opét jejim bodem, nebot obrazem pfimky v afinit§ je

t =
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opét pfimka a ta je uréena dvéma navzijem ruznymi body. Ziejmé je kaida
primka roviny {4; u, v} samodruzna. Pfedpokladejme tedy, Ze smér {p} pfimky
{P; p} je smérem afinity. Budiz

P=A4+ru+rv+ sw
potom
P'=A + tu+ rv 4 sw’

a tedy P' — P = s(w' — w), coZ znamend, Ze vektor P’ — P ndlezi sméru
afinity. Proto je P’ — P = kp a tedy P’ = P + kp je bodem pfimky {P; p}.
Je-li X libovolny bod pfimky {P; p} je X = P + xp a tedy X' = P’ + =p’,
kde P’ je bod primky {P; p} a p’ je vektor sméru {p}. Proto X’ je bod primky
{P; p}, coz se mélo dokazat.

II. Necht je pfimka {P; p} samodruzna. Nalezi-li roviné {4; u, v}, pak neni
co dokazovat. Necht tedy primka {P; p} nendlezi rovind {4; u, v}. Pak existuje
aspoi jeden bod pfimky {P; p}, ktery neni bodem roviny {4; u, v}. MiZeme
bez Gjmy obecnosti predpokladat, Ze je to bod P. Jako v éasti 1. se dokaze, Ze
P’ — P nalezi sméru afinity. Protoze je primka {P;p} samodruind, je P’
jejim bodem a protoze P’ + P je {P' — P} jejim smérem. Smér piimky {P; p}
je tedy smérem afinity.

Zaroven jsme dokazali vétu:

Vétab.7. Je-li P libovolnyj bod, P’ = P jeho obraz v rovinové afinité o, pak vektor
P’ — P ndlezt sméru afinity .

Detinice 5.3. Rovinovd afinita, jejtZ smér ndleZi dvojsméru roviny afinity se
jmenuje elace.

YVéta 5.8. Elace je pfimd afinita.

Dukaz: Budiz {4;u,v} rovina afinity, 4;u,v,w base prostoru A; w’
obraz vektoru w v dané elaci. Pak je

w = {tu 4 rv + sw.

Determinant elace je tedy roven s. Protoze smér {w' — w} naleZi dvojsméru
{u, v} je
w —w=aqau -+ bv.
Zaroven je
w—w=tutrw+(s—1w.
Proto s = 1 > 0 a véta je dokazana.

Definice 5.4. Budif w + o wvektor sméru rovinové afinity, kiterd nent elact,
kw jeho obraz. Redlné Eislo k nazveme charakteristikou rovinové afinity.

Poznamka: Je-li x &+ o libovolny vektor sméru dané rovinové afinity
z definice 5.4, je x’ = kx podle v&ty 3.5, takZe charakteristika afinity neza-
visi na volbé vektoru w. Charakteristika afinity je zfejmé rtiizné od nuly a jedné.
Daéle je patrné, Ze piimé rovinové afinity, které nejsou elacemi maji positivni
charakteristiku, nepfimé negativni charakteristiku.

Véta 5.9. BudiZ ddna rovina {A;u,v} a smér {w}, kiery nendleZt dvojsméru
{u, v} a redlné &islo k + 0, 1. Potom existuje prdvé jedna rovinovd afinita s rovi-
nou {A; u, v}, smérem {w} a charakteristikou k.

Diukaz: Afinita, kterd pievadi basi 4, u, v, w v basi 4, u, v, kw je ziejmé
rovinova afinita s rovinou {4; u, v}, smérem {w} a charakteristikou %.
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Protoze kazdé rovinova afinita s rovinou {4; u, v}, smérem w a charakte-
ristikou k& musi prevadét basi 4, u, v, w v basi 4, u, v, kw, je tato afinita uréena
jednoznadéné.

6. Afinni grupa

Méjme dvé zobrazeni &, a &, afinniho prostoru A, do sebe sama. Pfifadi-
me-li bodu X prostoru A; bod X', ktery je obrazem bodu Y = Z,(X) v zobra-
zeni Z,, je toto piifazeni opét zobrazenim prostoru A, do sebe sama. O popsa-
ném zobrazeni rikame, Ze vzniklo sloZzenim zobrazeni &, a %, (v daném po-
fadi) a oznadujeme je Z,. Z,.

Ctenat si snadno sam dokaze vétu:

Véta 6.1. SloZenim dvou afinnich zobrazent afinntho prostoru A, vznikne opét
afinni zobrazeni tohoto prostoru.

Definice 6.1. Operaci, kterd kaidygm dvéma afinitdm £, B prostoru A; pfi-
Fazuje afinitu € = o . & (tj. afinitu slofenou z afinit o, B) nazgvdame skladd-
nim afinit.

Yéta 6.2. Pro skldddnt afinit platt zdkon asociativni, tj. jsou-li o, B, € t¥i
afinity, je

A NB.C)=(.B). ¥ (6.1)

Diikaz: Budiz X libovolny bod prostoru A;. Oznaéme ¥ = #(X), Z = #(Y),

U = ¥(Z). Pak je
U=%2) =%BY)]=%B.¢Y)=%B.¢[LX)] = o .(B.€)X).

Dile je

Z = BY) = BAX)] = o . BX)
takze

U=%2Z)=%[&.BX)]=(L.%B).¢X).
Plati tedy pro kaidy bod X
A (B.€)(X)= (A .B). € (X)

a tedy plati (6.1).

Véta 6.3. Je-li S identita, plati pro kaZdou afinitu o/

S oA =od. 5=, (6.2)

Dikaz: Je-li X libovolny bod prostoru A, je

I . AX)= A[FX)] = LX), &.FX)=SJSLX)] =H(X).
Proto plati (6.2).

Yéta 6.4. BudiZ o libovolnd afinita prostoru A,. Pfifadme kaZdému bodu X
bod X', pro néjz platt X = £(X'). Popsané pfifazent & je afinita.

Dukaz: Ke kazdému bodu X z A; existuje pravé jeden bod X’ takovy,
ze X = (X'), je tedy predpisem % prifazen kaZdému bodu X z A, pravé
jeden bod X'. Je-li nyni Y’ libovolny bod z A,, pak k nému existuje jediny
bod & (Y’) =Y. Je tedy bod Y’ obrazem pravé jednoho bodu Y. Proto je #
vzdjemné jednoznadéné zobrazeni afinniho prostoru A, na sebe sama. Pro
zobrazeni # plati

X' =2#X)<=X=X"). (6.3)
Budiz Y — X =V — U, oznaéme Y' = Z(Y), X' = #X), V' = B(¥) a
U' = #(U). Pak je podle (6.3) ¥ = L (Y'), X = LX), V=ATV'), U=
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= & (U’). Podle definice 2.1je Y’ — X’ = V' — U'. Obrécend, je-liY’' — X' =
= V' — U’ je za pouziti pfedchoziho oznadeni opét podle definice 2.1 Y — X =
= V — U, tak#e zobrazeni # indukuje vzidjemné jednoznaéné zobrazeni 1. v.
prostoru V,. Ze vztahu (6.3) plyne, Ze

U = ABu)<u= ). (6.4)

Budiz w' = #(u + v), to znameni, Ze u + v = & (w'). Oznadime-li jesté

u = Bu), v = B(v), je u= HU’), v= L(v'). Protoze je L(u' + V)=

=LW)+ LV)=u+v, je w =u + v, ¢ili Zu+ v)= Bu)+ HBv).

Budiz déle v/ = %(tu), to znamena, %e tu = Z(v'). Oznaéme opét u’ = H(u).

Pak S (u') = u, A(tu) = tu’, v/ =tu’ a H(tu') = t#(u). Proto je # afinnim
zobrazenim prostoru A,.

Definice 6.2. Afinni zobrazent & definované vztahy (6.3) se nazgvd inversnim
afinnim zobrazenim k zobrazent o/ a oznaluje se B = /1.

Pozndmka: Z (6.3) plyne, Ze ke ka?dému afinnimu zobrazeni & existuje
pravé jedno inversni afinni zobrazeni a Ze inversnim zobrazenim k £/~ je
opét pivodni afinni zobrazeni &, tedy (&) = .

Véta 6.5. BudiZ o/-1 inversni afinita k afinité oZ. Potom plati
‘ A A=A oA =S (6.5)
(F je identita.)

Dtkaz: Budiz X libovolny bod. Potom & . &/~1(X) = &I (X)] = X =
= J(X). Podobné 1. #(X) = L[ 1X)] = X = F(X). Véta 6,5 je do-
kazana.

Véta 6.6. MnoZina véech afinnich zobrazent afinniho prostoru A, je nekomu-
tativnt grupa vzhledem k operaci skldddnt afinit. Jednotkovym prokem této grupy
je tdentickd afinita, inversnim prokem k afinité o/ je inversni afinita /1.

Dikaz: Tvrzeni, Ze mnoZina v¥ech afinit prostoru A, je grupou plyne z vét
6.1, 6.2, 6.3, 6.4. a 6.5. Identita je jednotkovym prvkem podle (6.2), &/ je
inversnim prvkem k 7 podle (6.5). Zbyvéa dokazat, %e operace skladani afinit
se nefidi zdkonem komutativnim:

BudiZz & afinita, kterd pievadi basi

P,uv,w

v basi

P,u,v, —w,
% budiz afinita, ktera pievadi basi

P,uv, —w
v basi

Plwuv, —w.

Potom je o . B(P)= B[A(P)]= BP)=P +w; B.AP)= A[B(P)] =
= (P +w)=P —w. ProtoZe je w + 0 je & .%B(P) + #. L (P) a tedy
A B+ RB.A.

Véta 6.7. Md-lv afinita o determinant D afmata, & determinant D', md afinita
o . B determinant DD'.

Dikaz: Necht aflmta o prevadi basi- {u v, w} v basi {u’, v/, w'}, afinita #
necht prevadi basi {u’, v’ W '} v basi {u”,v’,w"}. Potom afinita o . & prevadi
basi {u, v, w} v basi {u v, w'} Determma,nt afinity & . # je determinant
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transformace base {u, v, w} v basi {u”,v’, w’} ten je roven souéinu determi-
nantt transformaci base {u,v,w} v basi {u’,v',w'} a base {u’,v'.w'} v basi
{u".v",w"} tj. D.D'.

Z véty 6.7 plyne okamzité:

Véta 6.8. SloZenim dvou pFimgch (nepfimych) afinit venikne pFimd afinita.
SloZentm pFimé a nepfimé afinity v libovolném pofadi vznikne nepfimd afinita.
Véta 6.9. KaZdou afinitu lze sloZit ze zdkladnich afinit v poCtu nejvyde sedma.

Dukaz: Budiz & libovolné afinita, 4, B, C, D &tyfi body, které nenaleZeji
%4dné roviné, A’, B’, C', D' jejich obrazy v afinité /. Tyto body také nena-
lezeji Zadné roviné. Pri tom & je jedina afinita, ktera pievadi body 4, B, C, D
po fadé v body A’, B’, €', D’ (dikaz tohoto a jemu podobnych dildich tvrzeni
pfenechdvame d&tenafi). BudiZ ¢ rovina, kterd oddéluje body A, A'. Zvéty
5.1 plyne, Ze pak existuje jedina rovinové afinita ./, s rovinou g, ktera pie-
vadi bod A v bod A’ a z véty 5.5 plyne, Ze je to zakladni afinita. Afinita /-1
je ziejmé také zakladni afinitou. Plati &« . &/~ (4 — A4, B — B"). RozliSme
nyni dva pripady:

1. Body 4, B, B” nenaleZeji zadné piimce.

BudiZ o rovina, ktera obsahuje bod 4 a oddéluje body B a B”, &, rovi-
nova afinita s rovinou o, ktera prevadi bod B v bod B”. &, je zdkladni afinita,
proto 75! je rovnéz zakladni afinita. Plati & . &/;'/3t (4 —> A, B — B,
C — (). Rozlisme nyni opét dva piipady:

a) Body A4, B, C, C” nenalezeji Zadné roviné. Potom existuje rovina 7 obsa-
hujici pfimku {4, B — A} a oddélujici body C a C”. Rovinova afinita 7,
8 rovinou v prevadéjici bod C v bod (" je zdkladni afinita a tedy /3! je za-
kladni afinita. Plati & . &1 . &5 . &5 (4 - A, B - B, C — C). Protoze
body A4, B, C nenéleZeji Zadné piimce, je rovina {4, B — A, C — A} v afi-
nité¢ = o . L. A3t . L3t rovinou samodruznych bodu. Pro afinitu &
mohou nastat nasledujici tfi pripady:

1. Afinita % je identita. Pak

A AP AP A= I
a tedy
A = oty . Ay oA,
a véta je dokazana.
2. # je zakladni afinita. Oznadme # = &7, a tedy

o AT A A=A,
Odtud plyne, Ze
A =0, . Ay. Ay. A,
a véta je opét dokazana.

3. Koneéné muze byt # primé rovinova afinita. Budiz U bod, ktery neni
bodem roviny {4, B — A4, C — A} a (U - U,). Je U + U, a body U, U,
nalezeji témuZ otevienému poloprostoru uréenému rovinou {4, B — A4,
C — A}. Zvolme v opadném otevieném poloprostoru bod U, Potom jsou
jednoznaéné urdeny zakladni afinity «7;, «7,, které maji rovinu {4, B — A,
C — A} za rovinu afinity a z nichZ prvni pfevadi bod U v bod U,, druh4 bod
U,vbod U,. Pak & = ;. o, a tedy

oA A AP A = oAy o,
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proto '
A=Ay . Ay Ay Ay. I,
coz se mélo dokazat.

b) Body A4, B, C, C" nileieji téze roviné. Potom existuje zdkladni afinita
Ay(A > A, B — B, C" — D). Konelné existuje zdkladni afinita «/,(4 — 4,
B —» B, D — (). Pro afinitu & . &1, &' . &3t . &7t plati:

A . A A A AP (A —>A, B~ B,0—~0).
Tim je ptipad Ib) pfeveden na pfipad Ia). V ptipadé Ia) byl podet zakladnich
afinit rozkladu nejvyse 5, v pfipadé Ib) je roven nejvyse Sesti.

II. Necht body A, B, B” nalefeji téZe piimce. _

Potom existuje zakladni afinita o/, (4 — 4, C — B"). Déle existuje zakladni
afinita &/, (A — A4, B — C). Afinita & . ;1. o/;1. 3! mad samodruZné
body A, B. Tim je ptipad II. pfeveden na piipad I, podet zakladnich afinit
rozkladu je nyni nejvyse roven sedmi. Véta je dokézana.

Poznamka: Jak jiz bylo naznadeno v textu dukazu, jsou v dukazu véty
6.9 vynechany urdité existenéni ivahy, které si ¢tenal snadno doplni.
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