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POKROKY MATEMATIKY, FYZIKY A ASTRONOMIE
ROENIK XI — €isLO 1

SHODNA ZOBRAZEN{ V PROSTORU
FrANTISEK KURINA, Hradec Krélové
UvoD

V 5. &isle VIIL. ro¢niku Pokrokii informoval Vitézslav Jozfrek o nékterych problé-
mech modernizace vyuovani geometrii podle pojeti prof. Zofie KRYGOWSKE. V jeho
¢lanku ,,Modernizace vyuovani geometrii* se mimo jiné zddraziiuji ,,geometrické
transformace jako metodologicky prostfedek syntézy v kursu geometrie* a ,,alge-
braické aspekty pfi studiu geometrie* (str. 280). Tato hlediska nejsou, jak znimo,
zcela nova. Pfipomefime aspoii jméno Felixe KLEINA a jeho pojeti elementarni
geometrie jako teorie invariantd jisté grupy zobrazeni. Vyrazem Kleinovych snah
zavést transformaéni pojeti geometrie do stfedo$kolského vyudovani byl tzv. Me-
RANSKY PROGRAM (1912). Budovani geometrie na transformaénim pojeti se v né&-
mecké matematické literatufe spojuje s druhou zékladni otdzkou, s otdzkou alge-
braizace geometrie; a to nikoli algebraizace zprostfedkované tradiénimi prostfedky
analytické geometrie, ale algebraizace v jistém smyslu pfimé. Klasickou knihou
tohoto pojeti je patrn& u&ebnice G. THOMSENA, ,,Grundlagen der Elementargeometrie
in Gruppenalgebraischer Behandlung, Hamb. Math. Einzelschriften, 1933. V po-
sledni dobg vy$lo n&kolik monografif vénovanych témto otazkam. Bezesporu zéklad-
nim dilem je Fridricha BACHMANNA ,,Aufbau der ‘Elementargeometrie aus dem
Spiegelungsbegriff, Berlin—Gottingen—Heidelberg, 1959. V tomto spise se buduje
elementarni geometrie roviny na axiémech, které maji algebraickou formu axiémi
jisté grupy (grupy shodnosti roviny). Souv'slost grupov& algebraického pojeti geo-
metrie s klasickou elementarni geometrii budovanou na Hilbertové& soustavé axiomi
podava Hanfried LENZ v knize ,,Grundlagen der Elementarmathematik*, Berlin,
1961. Rozifeni na trojrozmérny prostor provadi Joachim AHRENS v &lanku ,,Be-
griindung der absoluten Geometrie des Raumes aus dem Spiegelungsbegriff®,
Mathematische Zeitschrift, 7/, Berlin—Gottingen—Heidelberg, 1959. Zde se opét
axiématicky (v algebraické podob€) zavadé&ji tradi¢ni ryze geometrické pojmy jako
napf. incidence a kolmost.

Cilem mého ¢&lanku je seznidmit &tendfe s bachmannovskym kalkylem se soumér-
nostmi (tedy s algebraizaci geometrie, jak jsem se o ni zminil vy$e) na problematice
klasifikace shodnosti v trojrozm&rmném euklidovském prostoru. Vychézim pfitom
z citovaného &linku Ahrensova, pfedpoklddam viak tradi®ni hilbertovsky systém
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axioml geometrie (napf. podle knihy Jana Vy§iNa, ,,Soustava axiomd eukleidovské
geometrie, NCSAV, Praha 1959; v dal§im budeme tuto knihu citovat heslem
Soustava).

ZAKLADN{ POIMY

Vsechny tvahy &ldnku se tykaji trojrozmérného euklidovského prostoru (v dalsim
stru&n& prostoru) budovaného na systému axiémi podle citované Vy3inovy Soustavy.
Slovem zobrazeni budeme rozumét prosté zobrazeni prostoru na prostor.

Definice 1. Zobrazeni I, ve kterém je libovolny bod prostoru samodruZny, se
nazyvd identitou.

Definice 2. Zobrazeni @ prostoru se nazyvd involutornim zobrazenim,
je-li riizné od identity a je-li jeho druhd mocnina identita.

V definici 2 jsme nepfimo vyslovili, Ze pro skldddni zobrazeni budeme uZivat
multiplikativni symboliku. PoZadavky definice involutorniho zobrazeni ® lze psdt
ve tvaru

O+I, ®*=1.

N4dsobime-li posledni rovnost zprava zobrazenim inverznim k zobrazeni @ (toto
zobrazeni ozna&ime @ '), dostaneme po tipravé

(1) o=,

Involutorni zobrazeni @ je tedy neidentické zobrazeni, které je totoZné se zobraze-
nim ®~! k nému inverznim.

Ndsobeni dvou zobrazeni neni, jak zndmo, obecné komutativni. Komutativnost
ndsobeni dvou riznych involuci viak znamend involutornost jejich soudinu, jak
dokdZeme

v pomocné v&t& 1. Nech? @, ¥ jsou od sebe rizné involuce. Soucin ®Y¥ je invo-
luci, prdvé kdy# je ndsobeni téchto involuci komutativni.

Dikaz. Podle pfedpokladu je ® + ¥. Nechf je ®¥ involuci. Podle definice
2 plati

oY I,
(P¥)* = (@Y%) (P¥) =1.

Ndsobime-li druhou rovnost po ¥ad& zprava zobrazenimi ¥ ™!, ® !, dostaneme

o¥ = ¥lo!t.
Podle (1) tedy plati
0)) DY = YO

a komutativnost ndsobeni involuci @, ¥ je prokdzdna.
Plati-li (2) a ® + ¥, odvodime opét postupnym ndsobenim rovnosti (2) zprava



zobrazenimi @, ¥
(@¥)* =1, oY +1.

Soutin @Y je tedy involuce a pomocnd véta 1 je dokdzdna.

Hledejme zobrazeni inverzni k souginu involuci @, ¥. Z rovnosti ®¥(®¥)~* =
vypodteme (P¥)~! = ¥~ = YO.

Tento vysledek lze snadno rozifit matematickou indukci na libovolny podet
involucf:

Jsou-li ®,, ©,, ... D, involuce, plati

(3) (¢1¢z cee Q”)—l = ¢nq’"_1 eoe (Dl .

Definice 3. Jsou-li @, ¥ libovolnd dv& zobrazeni prostoru, nazyvd se zobrazeni
®¥ = ¥-1@¥ transformaci zobrazeni ® zobrazenim .

Ndzorny vyznam definice je zfejmy.

Pomocna v&ta 2. Je-li U mnofina viech samodruZnych bodit zobrazeni ®, je
mnoZina U, vSech samodruZnych bodii zobrazeni ®* obrazem mnoZiny U v zobra-
zeni V.

Dikaz. Necht X je libovolny bod mnoZiny U, X, jeho obraz v zobrazeni V.
Pak plati v jednotlivych zobrazenich:

(] X - X,
k4 X -X,,
p-t XX,
Yloy:X, » X, .

Obraz X; bodu X v zobrazeni ¥ je tedy samodruZnym bodem zobrazeni ®¥ =
= VY lpVy. » s

Oznalime-li zobrazeni ¥~ !®¥ = Q, mi¥eme po Upravé psit ® = YQ¥~!.
Je-li X, libovolny bod mnoziny U,, X jeho obraz v zobrazeni ¥ ™!, plati:

Q :X,-X,,
vyl X, -»X,
¥ X -X,,
® X -X.

KaZdy samodruZny bod zobrazeni ¥~ !@¥ vznikl tedy jako obraz jistého samo-
druZného bodu zobrazeni ® a pomocnd véta 2 je dokdzdna.
Pro transformaci zobrazeni @ souc¢inem involuci ¥, Q plati

( 4) d)‘l’ﬂ = ((D?)n .

Podle definice 3 je totiz ®¥® = (¥Q)~'®(¥Q). Protoe je podle (3) (¥Q)~* =
= QY, je 0™ = QYOYQ = Q7'¥10¥Q = Q7'0¥Q = (@¥)?, cbd. Vzorec (4)
Ize roziifit matematickou indukci na libovolny podet involuci.

Zékladni myslenka algebraizace geometrie, jak jsem se o ni zminil v dvodu, zdleZi
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v tom, Ze pfifadime geometrickym Utvariim bod, ptimka a rovina jistd involutorni
zobrazeni tak, Ze geometrické vztahy bude mozZno formulovat pomoci algebraickych
vztahll mezi t&émito zobrazenimi. K tomu nyni pfistoupime.

Definice 4. Je-li A libovolny bod prostoru, nazveme soumérnosti podle bodu
A (stfedovou soumé&rnosti o stfedu A) zobrazeni, ve kterém je bod 4 samo-
druZny a které libovolnému bodu X # A pfifazuje bod X, tak, Ze tGsetka XX,
m4d stfed A.

Definice 5. Je-li a libovolnd pfimka prostoru, nazveme soumé&rnosti podle
pfimky a (osovou soumé&rnosti o ose a) zobrazeni, ve kterém je kaZdy bod
piimky a samodruZny a které libovolnému bodu X ¢ a pfifazuje bod X, tak, Ze
pfimka XX, kolmo protind pfimku a v bodé¢, ktery je stfedem use¢ky XX,.

Definice 6. Je-li a libovolnd rovina prostoru, nazveme soumé&rnosti podle
roviny a (rovinovou soumé&rnosti o rovin& soumé&rnosti oc) zobrazeni,
ve kterém je kaZdy bod roviny o samodruZny a které libovolnému bodu X ¢ o pfi-
fazuje bod X, tak, Ze pfimka XX, protind kolmo rovinu a v bodg, ktery je stfedem
useCky XX,. ,

Z definic 2, 4, 5, 6 bezprostfedné plyne

pomocna v&ta 3. Libovolnd stfedovd, osovd &i rovinovd soumérnost je involutor-
nim zobrazenim prostoru.

Pfehled o viech samodruZnych bodech, pfimkdch a rovindch uvaZovanych sou-
mérnosti uvedme v tabulce I., kterou lIze snadno ovéfit.

Tabulka I
MnoZina viech MnoZina viech MnoZina viech
samodruZnych samodruZnych samodruznych
bodi pfimek _ rovin
Stfedgvé. trs pfimek trs rovin
soumernost bod 4 o stredu 4 o stfedu 4
0 sttedu 4
Osova pfimka a, mnoZina svazcil.g rovin E ose .a,
soumérnost ptimka a v§ech pfimek, které a ;(nnc;zx:al viec roi::mfl
oosea kolmo protinaji teré kolmo protinaj
a
mnoZina viech pfimek .
Rovinova soumérnost i roviny o, mnoZina r ovu;l % Sech .
podle roviny o rovina a viech ptimek kolmych Euio l,n; l‘: Cch rovin
k roviné a olmych k a




ProtoZe ka?d4 z definovanych soumérnosti je jednozna&ng ur¥ena mnoZinou svych
samodruZnych bodd, budeme oznaleni této mnoZiny uZivat i k oznadeni pfisluiné
soumérnosti.

Tak velkd pismena latinské abecedy (4, B, C, ....) budou znamenat jak body, tak
i sttedové soum&rnosti podle téchto bodli, mald pismena latinské abecedy (a, b, c, ...)
budou znamenat jak pfimky, tak i osové soum&rnosti podle t&hto p¥imek, mald
pismena fecké abecedy (o, B,y ...) budou znamenat jak roviny, tak i soumérnosti
podle t&chto rovin.

Definice 7. Zobrazeni prostoru se nazyvd shodnym zobrazenim neboli
shodnosti, jestliZe libovolné riizné body X, Y pfevddi v body X,, Y, tak, Ze viselka
XY je shodnd s tsekou X, Y;.

Ptiklady shodnych zobrazeni v prostoru zifejmé& uddvaji soumérnosti podle definic
4,5, 6.

O shodnych zobrazenich plati fada vé&t. Potfebné z nich budeme formulovat jako
pomocné véty. Pokud jsou to vty zndmé, neprovddim jejich dikazy a odkazuji
na Soustavu.

Pomocna v&ta 4. KaZdé shodné zobrazeni lze rozloZit v konecny podet rovinovych
soumérnosti (véta 18, str. 177 Soustavy).

Pomocnéa vé&ta 5. Libovolné shodné zobrazeni ® prostoru prevddi primku v pFim-
ku, polopfimku v polopFimku, rovinu v rovinu, polorovinu v polorovinu, polopro-
stor v poloprostor (véta 15, str. 176).

O urdenosti shodného zobrazeni plati

pomocné v&ta 6. Budte A,B,C,D a A, K, L, M dvé ¢tveFice nekomplandrnich
bodi. Pak existuje jedind shodnost prostoru, kterd prevddi bod A v bod A’, polo-
pFimku AB v polopfimku A'K, polorovinu ABC v polorovinu A'’KL a poloprostor
ABCD v poloprostor A’KLM.

Tato véta md pomocny charakter jen vzhledem k cilim na¥eho &ldnku. Obyée_]né
se chdpe jako axiém (viz axiém S** 3, str. 173).

Zivaznym disledkem pomocnych vét 2 a 5 je

pomocn4 véta 7. Transformaci soumérnosti (stFedové, osové &i rovinové) libo-
volnym shodnym zobrazenim prostoru dostaneme opét soumérnost, a to téhoZ
druhu.

Podle dohody oznadovat stejn& soumérnost a mnoZinu jejich samodruznych bodi
(viz vySe) budeme symbolem A¥ oznafovat jak stfedovou soum&rnost A¥ =
Y14, tak i stied této soumé&rnosti, tj. podle pomocné vty 2 obraz bodu A4 ve
shodnosti .

Analogicky symbol a¥ znamend jednak osovou soumérnost ¥~ 1a¥, jednak jeji
osu, tj. obraz pfimky a ve shodnosti V.

Symbol «¥ znamend jednak rovinovou soumérnost ¥~ 'a'¥, jednak obraz roviny
a ve shodnosti .

Zkoumejme v daliim otdzku, za jaké geometrické situace jsou souciny né&kolika
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involuci involucemi (neboli podle pomocné véty 1, kdy je ndsobeni involuci komu-
tativni).

a) Necht a, P jsou libovolné riizné rovinové soumérnosti, pro které plati af = Ba.
Po vyndsobeni této rovnosti soum&rnosti a zprava dostdvime afa = .

Protoze ¢ = a”1, je
afa = a”'pa = p.
Plati tedy
pr=8.

To znamend, Ze B je samodruZnd rovina rovinové soumé&rnosti . ProtoZe je a % B,
je podle tabulky I « L f.

Je-li o L B, ukdZeme, Ze af = o, kde 0 = a N B. Zvolme &tyfi nekomplandrni bo-
dy Aeo,Beo, Cea(C¢B), Dep(D¢a). Protoze obrazy téchto bodd ve shod-
nostech ap a o splyvaji, je podle pomocné véty 6 ap = o. Kolmost rovin a, B je
tedy nejen nutnd, ale i postalujici podminka involutornosti sou&inu ap a plati

v&ta 1. Roviny a, B jsou k sobé kolmé, prdvé kdy# plati: o + B, ap = Po. Shod-
nost of je osovou soumérnosti podle pFimky o = o N P.

Libovolnou osovou soumérnost o lze psdt ve tvaru o = ap, kde a, B jsou rovinové
soumérnosti podle navzdjem kolmych rovin a, B svazku {0}. Jednu z nich lze volit
ve svazku {o} libovolné, druhd je jednoznacné uréena.

Pfed zkoumdnim involutornosti soudinu tfi rovinovych soumérnosti dokdZeme

pomocnou v&tu 8. Samodrunymi body shodnosti af (o + B) jsou viechny body
priiniku o. N B a Zddné jiné.

Je-li ap + Ba, o« N P = o, md shodnost ap jedinou samodruZnou pFimku o.

Diikaz. Ze kazdy bod priniku o n B je samodruZny, je zfejmé. UkaZme, Ze jiné
samodruZné body shodnost af mit nemiZe. Pro samodruzny bod A shodnosti af
plati A% = A, tj. podle definice 3 () '4ap = A. Podle (3) dostaneme po tpravé
A* = AP Je-li A* = A, + A, A’ = A,, je « = P ve sporu s pfedpokladem. MoZnost
A* = AP = A znamend A€ o N B, a prvd &ist véty je tedy dokdzdna.

Nechf pfimka p je samodruZnou pfimkou shodnosti «p. Potom plati p* = p.
Analogicky jako v pfedchozim odstavci dosp&jeme ke vztahu p* = pf. Bud je p* =
= pf = p, nebo je p* = p? = p; + p. V prvém pfipadé¢ mdme podle tabulky I
mozZnosti

1) pe a,
2)pla,
3) pe B,
4 plB.

MoiZnosti 1, 3 ddvaji vysledek p = o, moZnost 1, 4 a 2, 3 znamenaji « L B, a nemohou
tedy v ddsledku pfedpokladu af + Po nastat. MoZnosti 2, 4 jsou vylouceny pied-
pokladema N B = o.

V druhém piipadé& je o rovina, kterd pili {ihel nebo pds pfimek p, p: a je kolmd



k jejich rovin&. ProtoZe i p md tuto vlastnost, musi byt bud a = B, nebo a L B;
druhy pfipad je tedy vylouden.

Diisledkem prdv& dokdzané pomocné véty je tvrzeni:

Rovnost ap = y neni pro Zddné tFi roviny mo#nd.

Zobrazeni af je totiz bud identita, nebo md podle pomocné véty 8 pfimku &
prdzdnou mnoZinu samodruZnych bodd, y md rovinu samodruZnych bodu.

b) Hledejme nutné a postadujici podminky involutornosti soudinu t¥i réznych
rovinovych soumérnosti.

Necht pro roviny o, B, y plati: « += B, & v, B + v,

5) afy = yPa.

Bud nemaji Z4dné dvé z rovin a, B, v spolenou pfimku (ndleZeji tedy nevlastnimu
svazku), nebo existuje spolednd pfimka, napf. a = a n B. Potom plati a* = q,
a? = a, a¥ = a. Podle (4) tak dostaneme a* = (a*)’ = a’. Oznadime-li a’ = a;,
je @’ = a,. Z (5) plyne a*¥” = a”* = a,. Podle (4) plati a”* = (a’)* = af* = a,.

Je-li af + Ba, je podle pomocné véty 8 a, = a. Plati tedy a” = a. Podle tabulky I
to znamend bud a ey, nebo a L y. Je-li a L vy, existuje bod Pea ny, P ¢a tak,
Ze plati

P = (pﬁ)r.
ProtoZe je a L v, je p L y a pro obraz P; = P? plati
P17 = Pl .

Je tedy P"P* = (PP)* = P§{ = P,. Podle tabulky I to znamend P, € a. Podle definice 5
je pfimka PP, kolmd k roviné B, a tedy a L B ve sporu s pfedpokladem af #+ Bo.
Musi tedy nastat pfipad a € v.

Je-li af = Ba, je af = q podle &dsti a) a vztah (5) lze psdt ve tvaru

ay =va.

To znamend aya = y &li y* = v.

Podle tabulky I je bud g €y, nebo a L y. Prvd moZnost vede k vysledku, ktery
jsme uZ odvodili, druhd fikd, Ze roviny a, B, ¥ jsou po dvou k sob®& kolmé.

Tim jsme dokdzali:

Jsou-li a, B, ¥ po dvou od sebe riizné roviny a afy je involuci, nastane nutné jedna
Z téchto moZnosti:

1. a, B, vy ndleZi vlastnimu svazku,

2. o, B, y ndleZi nevlastnimu svazku,

3. o, B, v ndleZi trsu a jsou po dvou k sob& kolmé.

UkaZme, Ze kaZdd z téchto podminek je postalujici podminkou involutornosti
soudinu afy.

1. Necht roviny a, B, Y ndleZi témuZ vlastnimu svazku o ose o. Ozna&me obraz
roviny o ve shodnosti aBy a,. Rovina o, zfejm& patfi svazku {o}. Volme body
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A€o, Beo, (A+ B), Cea, (C¢a,), Dé¢a. Ve shodnosti aBy pfejde 4 — 4,
B - B, C— C,€ea,, D—D,. Existuje rovina 3, kterd pili thel polorovin ABC,
ABC,. V rovinové soumérnosti § plati:

A—- A4,
B - B,

polopfimka AB — polopfimky 4B,
polorovina ABC — poloroviny ABC, .

Jestlize prevddi & i poloprostor ABCD do poloprostoru ABC,D,, plati podle po-
mocné véty 6 afy = & a shodnost afy je involuce.

Kdyby piesel poloprostor ABCD v rovinové soumérnosti & do poloprostoru
k ABC;D, opacného, piesel by poloprostor ABCD do poloprostoru ABC,D,
v zobrazeni ad. Podle pomocné véty 6 by tedy platilo afy = ad. To by znamenalo
By = 3. Tento vysledek viak nemiZe nastat podle disledku pomocné véty 8.

Niélezi-li tedy roviny a, B, ¥ témuZ svazku, je afy involuci.

2. JestliZze roviny o, B, vy ndleZi témuZ nevlastnimu svazku, lze ukdzat analogicky
jako v pfipadg 1., Ze afy = . (Rovina § pili oviem vrstvu aot;.)

3. Necht roviny afy ndleZi trsu {A} a jsou po dvou k sob& kolmé. Zvolme &tyfi
nekomplandrni body 4, Beanf, CeBny, Dea ny. Ziejmé jak stfedovd sou-
mérnost A, tak i shodnost afy pfevddi body 4, B, C, D do tychZ obrazi A4, B,, C,, D,
a podle pomocné véty 6 je afy = A. I v tomto pfipadé je souin afy involuci.

Shrnutim pfedchozich vysledki dostdvime

v&tu 2. Roviny o, B,y ndlei témuz svazku (vlastnimu & nevlastnimu), prdvé
kdyz plati afy = 8. Rovina 3 ndleZi svazku rovin a, B, y.

a v&tu 3. Roviny a, B, y ndleZi témuZ? trsu a jsou po dvou k sobé kolmé, prdvé
kdy? plati aBfy = A. Bod A je stied trsu.

Libovolnou stfedovou soumérnost A lze psdt ve tvaru A = afy, kde o, B, vy jsou
po dvou k sobé& kolmé roviny trsu {A}. Dvé z nich lze volit v trsu {A} k sobé kolmo
libovolné, tFeti je jednoznacné urcena.

Jak involutornost souinu dvou rovinovych soumé&rnosti v p¥ipad¥ a), tak involu-
tornost soudinu t¥i rovinovych soumérnosti v pfipadé b) vedly k vyjddfeni jistych
geometrickych vztaht algebraicky. Vedeni témito vysledky probereme involutornost
soudinu dalSich involuci.

c) Necht a, b jsou rtizné osové soumérnosti, pro které plati ab = ba. Po tpravé
dostaneme odtud b* = b, tj. b je samodruZnd pfimka osové soumérnosti a. Podle
tabulky I to znamend, Ze pfimka b kolmo protind pfimku a.

Tato podminka je skute¢n& i postadujici podminkou involutornosti soucinu ab.
Oznadme rovinu pfimek a, b a a rozlozme soumérnosti a, b podle véty 1. Pro soudin
ab tak dostaneme

ab = (Ba) (=) = Bloody = By = ¢,
kdec=Bny,cla.
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Platf tedy

véta 4. Pfimky a, b jsou k sobé kolmé riiznobé¥né pFimky, prdvé kdy¥ plati
ab = c. Pfimka ¢ prochdzi spolecnym bodem pFimek a, b a je kolmd k jejich roviné.

d) Necht 4, a jsou stfedovd a rovinovd soumé&rnost, pro které plati Ao = aA.
Vysledek a4 = o znamend podle tabulky I 4 € a. Tato podminka je i postalujici
podminkou involutornosti souéinu Aa. RozloZime-li A podle véty 3, mdme

Ax = (Bya)e =By =a.

Pfimka a je podle véty 1 kolmd k rovin€ o a prochdzi bodem A.
Tim je dokdzdna

v&ta 5. Bod A je incidentni s rovinou a, prdvé kdyZ plati Aa = a. Pfimka a pro-
chdzi bodem A a je k roviné a kolmd.

e) Nechf a, a jsou osovd a rovinovd soumérnost, pro které plati aa = aa. Po
upravé mdme vysledek a® = o, ktery podle tabulky I znamend bud a € a, nebo
a 1 a. KaZdd z t&chto podminek je postadujici podminkou involutornosti soucinu a o.

Je-li a € a, rozloZime a podle véty 1 a mdme

aa = (Ba)a = B.

Rovina B prochdzi pfimkou a a je k rovin& a kolmd.
Je-li a L o, ddvd rozklad a na rovinové soumérnosti vysledek

ao = Pya = A,

nebot roviny B, v, « spliiuji poZadavky véty 3.

Plati tedy

vé&ta 6. PFimka a je incidentni s rovinou o, prdvé kdyZ plati ao. = B. Rovina B
prochdzi pFimkou a a je k roviné a kolmd.

Pfimka a je kolmd k roviné a, prdvé kdyZ plati aa = A. Pro bod A plati A =
=ana.

f) Necht a, A4 jsou osovd a stfedovd soumérnost, pro které plati a4 = Aa. Vysledek
A® = A, ktery dostaneme po upravé, znamend podle tabulky I, Ze 4 € a. Tato pod-
minka je i postadujici podminkou involutornosti sou¢inu aA. Podle véty 3 rozloZime
A tak, aby ap = a a aby v protinala a kolmo v bod€ A. Potom je

aA =aay =y
a zobrazeni aA je involuci.
Tim jsme dokdzali

vé&tu 7. Bod A a pfimka a jsou incidentni, prdvé kdy# plan’ aA = vy. Rovina y
protind kolmo pFimku a v bodé A.

Souvislost geometrickych a algebraickych vztahi, které jsou obsahem pfedchozich
vét, shriime v tabulku II:



Tabulka II

Geometricky vztah Algebraické vyjadreni
A€a < aA = Aa
A€a <> Aa = oA
aca < aa =P
o NP < ap = Ba
al a < aa= A
a kolmo protind b <> ab = ba
a, B, v nélezi svazku < afy= 3§
a, B, v jsou po dvou < afy = A4
k sob& kolmé

KLASIFIKACE SHODNYCH ZOBRAZEN{ PROSTORU

Podle pomocné véty 4 1ze kaZdou shodnost prostoru vyjddFit jako souéin kone¢ného
poétu rovinovych soumérnosti. Pro provedeni klasifikace shodnosti bude ucelné
ukdzat, Ze pocet rovinovych soumérnosti z rozkladu Ize redukovat na &tyfi. Odvodme
nyni n€kolik pomocnych vé&t, které dovoli provést pfislusnou redukci.

Z véty 2 bezprostifedn& vyplyvd

pomocné véta 9.

Jsou ddny roviny a, B a bod X. Existuje rovina £ incidentni s bodem X a rovina n
tak, Ze plati af = &En.

Pomocn4 vé&ta 10. Jsou-li a, B,v, 8 étyFi roviny trsu o stfedu S, existuji roviny
€, n tohoto trsu tak, Ze plati apyd = En.

Dilkaz. a) JestliZe roviny a, B, v, 8 ndleZi témuZ svazku, plati podle véty 2 aByd =
= («By)s = &5.

b) Jestlize roviny a, B, v, & nendleZi tému¥ svazku, ndleZi dvéma riznym vlastnim
svazkiim (nebot maji spole¢ny bod S). Osu svazku rovin «, p oznaéme a, osu svazku
rovin ¥, 8 oznaCme b. Pfimky a, b jsou ziejmé& rizné, a urduji tedy jedinou rovinu;
oznatme ji ®. Rovina o ndleZi jak svazku {a}, tak i svazku {b}; podle v&ty 2 plati
apo = &, oyd = n. Pro soucin afyd tak dostdvime

apyd = (2Bo) (0yd) = &n.

Pomocn4 vé&ta 11. Soudin libovolnych péti rovinovych soumérnosti je roven sou-
inu jistych tFi rovinovych soumérnosti. ,

Diikaz. Oznaéme @ soudin libovolnych pé&ti rovinovych soumérnosti a, B, ¥, 8, €
a zvolme v roving o bod S. Podle pomocné véty 9 plati

By = B1Y1, S€By,
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¥6 =71201, Sevy,,
5,6 =081, Se€3j,.

Pro @ tak dostaneme @ = aPyde = aB1Y29:8,. ProtoZe a, B, Y2, 8, ndleZ trsu {S},
je podle pomocné véty 10 aB,y,3, = @0 a

@ = QOo%g, .

Vi&ta 8. Libovolnou shodnost prostoru lze vyjddFit ve tvaru soudinu nejvyse &ty¥
rovinovych soumérnosti. )

Dikaz provedeme matematickou indukci. Véta je zfejm¥ spln¥na, je-li ®, = o,
®, = af, ®; = afy, @, = apyd. Pfedpoklddejme, %e plati pro jisté n. Dokd¥eme,
%e plati i pro n + 1. Nechf ®,,; = &;a; ... &,0,,,. Podle indukéniho pfedpokladu
je soudin a,q, ... a, roven soudinu nejvySe &tyf rovinovych soumérnosti. Je-li tento
pocet mensi neZ &tyfi, je tvrzeni vty pro @, sprdvné. Je-li o, ... a, = B;B,B3Bs,
aplikujeme na shodnost ®,,; = B;B;B3B4%+1 pPomocnou vétu 11 a dostdvdme
rovné&Z tvrzenf véty.

Analogicky lze dokdzat

pomocnou v&tu 12. Lze-li shodnost ®, vyjddFit ve tvaru soudinu sudého poctu
rovinovych soumérnosti, Ize ji vyjddFit ve tvaru soucinu étyF rovinovych soumérnosti.

Lze-li shodnost @, vyjddFit ve tvaru soucinu lichého poétu rovinovych soumérnosti,
Ize ji vyjddFit ve tvaru soudinu tFi rovinovych soumérnosti,

Pomocné vé&ta 13. Libovolnd shodnost ®,, kterou lze vyjddFit ve tvaru soudinu
sudého poltu rovinovych soumérnosti, je riznd od ka¥dé shodnosti ®,, kterou lze
vyjddFit ve tvaru soucinu lichého poctu rovinovych soumérnosti.

Diikaz. Podle pomocné véty 12 plati ®; = a,a,050,, ®, = B,B,B3. Z rovnosti
D, = O, dostaneme po tprav& o,0,%;3%483 = B;B,. Podle pomocné véty 11 je
0,0,0,0,B5 = 71¥2Y3. Proto plati v,y,73B.B; = I. Op&tovand redukce levé strany
podle pomocné véty 11 znamend, Ze existuji roviny 8,, §,, 85 tak, Ze plati 3,8,8; = I
neboli 3,8, = 8;. Takovd rovnost viak neni moznd podle disledku pomocné véty 8.

Pomocnd véta 11 zaruduje smysl

definice 8. Shodnost, kterou lze vyjddFit ve tvaru sou¢inu sudého poétu rovino-
vych soumérnosti, se nazyvd shodnosti pfimou. Shodnost, kterou lze vyjddfit
ve tvaru soudinu lichého poétu rovinovych soumérnosti, se nazyvd shodnosti
nepfimou.

Pro nepfimé shodnosti plati dileZitd

v&ta 9. Libovolnou nepfimou shodnost ® lze vyjddFit ve tvaru soudinu soumér-
nosti podle pfimky a soumérnosti podle roviny.

Diikaz. Podle pomocné véty 12 je ® = afy. Zvolme v roving y bod P. Podle
pomocné vity 9 plati ® = a,B,y tak, Ze Pe B,. Roviny v, B; patfi tedy jistému
vlastnimu svazku o ose k. V tomto svazku existuje rovina A L a,. Shodnost ® miZe-
me pak vyjddfit podle v&t 1 a 2 ve tvaru

@ = oy(AA) Byy = («s2) (AByY) = pe.
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Pomocnéd véta 14. Protinaji-li pfimky a, b, ¢ kolmo pFimku p, existuje prim-
ka d, kterd rovnéZ pfimku p kolmo protind tak, %e plati abc = d.

Dukaz. Sestrojme roviny o, B, y svazku {p}, které po fad& obsahuji pfimky a, b, ¢
a roviny o4, By, ¥, nevlastniho svazku, které rovnéz obsahuji po fadé pfimky a, b, ¢
a jsou kolmé k pfimce p. Z konstrukce je zfejmé, Ze libovolnd rovina vlastniho svazku
{p} je kolmd k libovolné rovin& uvaZovaného nevlastniho svazku. Proto plati podle
véty 1: o, B = Boy, By = YBy, ®3Y = yo4. Pro soudin abc dostaneme tak po tpravé
abc = (aaty) (BB1) (YY1) = (@BY) (¢1By171)- Podle véty 2 viak je afy = 8,0, B,y; = 8;-
Ziejm& je & L 8; a abc = 80, = d. Pfimka d pfitom kolmo protind pfimku p.

O pfimych shodnostech dokdZeme .

v&tu 10. Libovolnou pFimou shodnost ® lze vyjddFit ve tvaru soudinu soumér-
nosti podle dvou pFimek.

Dikaz. Shodnost @ vyjddfime postupn& ve tvaru soucinu osovych soumérnosti:

a) podle tfi pfimek a, b, ¢, z nichZ dvé jsou riznobéZné,

b) podle tfi ptimek n, o, p, z nichz dv& (nap¥. n, o) jsou riznob¥Zné a dvé (napf.

0, p) kolmo protinaji jistou pfimku,

¢) podle dvou ptimek g, h.

a) Podle pomocné vty 12 je ® = afyd. Podle véty 9 je aBy = ac a pro @ dostd-
vime @ = ged. Libovolnym bodem O € a sestrojme nejprve podle pomocné véty 9
rovinu g; tak, aby ® = ag,d,, a ddle rovinu A L g,, 3,. Potom plati podle véty 1
@ = ag, (M) 3, = a(e,A) (AS,) = abc, kde b = €A, ¢ = A8;. Riznob&né pfimky
a, b incidentni s bodem O ur&uii jistou rovinu o.

b) Bodem O vedme jednak pfimku J, kter4 kolmo protind pfimku ¢, jednak rovinu
n L I. Roviny 7, ® maji spoleény bod O, a jsou tedy bud riznobéZné, nebo splyvaji.
V prvém ptipad€ existuje pfimka m = 7 N ©, m L | a podle pomocné véty 14 plati
abm = n (0 e n). Déle je podle véty 4 ml = o, Ic = p.Pro ® tak mdme ® = abc =
= (abm) (ml) (Ic) = nop. Pfitom n, o jsou riznob&zné, o, p protinaji I kolmo.

V pfipadé ©* = o je a, b L I a tvrzeni vty ov&fime pfimo podle pomocné véty 14.
* ¢) Kolmice g k pfimkdm n, I v bod& O spliiuje spolu s pfimkami o, p pfedpoklady
pomocné véty 14, a proto plati gop = h. Podle véty 4 je nqg = g a pro ® mdme vysle-
dek

® = nop = (nq) (qop) = gh.

MnoZina G vSech shodnosti prostoru se rozpadd podle pomocné véty 13 na dis-
junktni podmnoZiny: mnoZinu G, viech shodnosti pfimych a mnoZinu G, viech
shodnosti nepfimych. '

MnoZinu G, rozdélme na podmnoZiny

G, (mnoZina obsahujici shodnost ®, = gh =1, g = h),

G, (mnoZina obsahujici shodnosti ®, = gh, g “ h, g * h),

G, (mnoZina obsahujici shodnosti ®; = gh, g je riznob&znd s h),
G, (mnoZina obsahujici shodnosti ®, = gh, g je mimob&Znd s h).
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MnoZinu G, rozdélme na podmnoZiny
Gs (mnoZina obsahujici shodnosti @5 = pe = «, podle véty 6, je-li p € ¢),
G (mnoZina obsahujici shodnosti ®s = pe, je-li p | &, p ¢ €),
G, (mnoZina obsahujici shodnosti ®, = pe, je-li p riznob&znd s ¢).
Z diskuse o samodruZnych bodech shodnosti z jednotlivych podmnoZin vyplyvd,
Ze jsou tyto podmnoZiny po dvou disjunktni. Proto m4 smysl
definice 9. Jsou-li g, h rovnob&Zné rtizné pfimky, nazyvd se shodnost gh posu-
nutim v prostoru.
Jsou-li g, h riznob&’né p¥imky, nazjvé se shodnost gh otoenim kolem p¥im-
ky v prostoru. '
Jsou-li g, h mimob&Zné pfimky, nazyvd se shodnost gh Sroubovym pohybem
v prostoru.
Je-li pfimka p rovnob&Znd s rovinou g, ve které neleZi, nazyvd se shodnost pe
posunutou soumérnosti v prostoru.
Je-li pfimka p riiznob&Znd s rovinou &, nazyvd se shodnost pe otoenou sou-
mérnosti v prostoru. ' ' ‘
Vysledky pfedchozich ivah shriime ve
v&tu 11. Existuje sedm druhi shodnosti v prostoru.
PFimé shodnosti jsou: 1. identita,
2. posunuti v prostoru,
3. otoéeni kolem pfimky v prostoru,
4. Sroubovy pohyb.
NepFimé shodnosti jsou: 5. soumérnost podle roviny,
6. posunutd soumérnost,
7. otodend soumérnost.

Tradi¢ni ndzvy jednotlivych druhd shodnosti souvisi oviem s jejich vlastnostmi.
Toto detailni zkoumdni nebudeme provddét. Z véty 11 rovn&Z snadno vyplyvd, Ze
involutorni shodnosti podle definic 4, 5, 6 jsou viechny moZné involutorni shodnosti
prostoru. Soumé&rnost podle pfimky patti mezi otogeni v prostoru, soumérnost podle
bodu je otoenou soumérnosti.

Expozimetr s hledatkem

vyrdbi japonskd firma Minolta. Expozimetr m4 zorny thel 9° a hodf se zejména pro snimky
proti svétlu. M4 odporovou fotonku z CdS, moZnost méfeni barevné teploty, zafizeni pro zkouseni

vlastnf baterie, velky rozsah pouZitelnosti. Stoji podle toho — 55 dolaru.
Sk

Fotografickou emulzi s derivity polyvinylchloridu

misto Zelatiny vyvinuli leningrads$ti védci. Je prihlednéj$i a trvanliv&j3i neZ Zelatinov4 a snese
zpracovani ve vroucich roztocich; zprava se viak nezmiftuje o jeji citlivosti.
Sk
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