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O CARATHEODORYOVE ALGEBRAIZACI MIRY
A INTEGRALU

Jifif FARERA, Praha

Constantin Carathéedory, jeden z nejvyznamnsjiich matematiki
nadeho stoletd, vytvofil ke konei svéhe Zivota teoril miry s integrdlu
na Booleovych e-okruzich. Sviij postup nezyvs ,,algebraizaci*‘. Ukelem
tohoto éldnku je sezndmit étendfe Pokrokt s osobnosti tohoto velikého
védee a se zdkladnimi mySlenkami jeho algebraizace miry a integrélu.

Sotva by se nadel matematik, ktery by neznal jméno ConsranrTina Ca-
RATHEODCRYHO. -Carathéodory byl bezesporu jednim z nejvétiich a nejzn4-
méjifch matematikh posledni doby.

Narodil se roku 1873 v Berlins. Pochdzel z rodiny feckého diplomata.
Pfivodnd byl inzenyrem, Po studiu na Ecole polytechnique v Bruselu pracoval
nejdiive jako inZenyr v Egypté p¥i atavbé velkych pfehrad na Nilu. V pracov-
nich pfestdvkéch, vyvolavanych kafdoroéné velikymi zétopami, horiivé stu-
doval matematiku z dél SALMONOVYCH-FIEDLEROVYCH & ze spisit C. JORDANA.
V této dobé se také rozhodl, Ze se bude vénovat vyhradné matematice. Proto
odchézi roku 1900 do Berlina, kde studuje u ScEWARZE a FROBENIUSE; navité-
vinje tu také predniiky Prancrovy a BavscEINgEROVY. Po dvou letech
piechdzi do Gottingen, kde tehdy plisobili vyznaéni matematikové HILBERT,
Kremn, Minkowskr a ZERMELO, Zde ziskdvA v roce 1904 doktordt a o rok poz-
d&ji se na naléhani Hilbertovo habilituje, Od roku 1908 piisobi jako profesor
na ruznych vysokych kolich, v Bonnu, v Hannoveru, ve Vratislavé, v Géttin-
gen (jako néstupce Felixe Kleina}, v Berling, ve Smyrné&, v Athéndch a koneéné
od roku 1924 trvale na mnichovské universits.

Te#istd Carathéodoryovy tviiréi dinnosti spoéivd v hluboce propracovanych
matematickych teorifch, kromné toho vénoval fadu svych praci optice, mecha-
nice, pohybu planet; je také tviircem matematickych zdklad termodynamiky.

Carathéodory zdaleka nebyl jenom tvirdim matematikem ti¥asné geniality,
- ale i vynikajicim uditelem a obdivuhodnym znalcem dé&jin matematiky. Znal
podrobné dila FErMaTOVA, HUYGBENSOVA, EULEROVA, LAGRANGEOVA, LEGEN-
DROVA, HAMILTONOVA, JAacoRIOVA atd. Ostatné déjiny vitbec byly jeho velikou
lagkou. '

Je skute¥nd jen malo oborl matematiky, do nich# by Carathéodory tvofivd
nezasihl. Pojednén{ o jeho pracich, byf i skrovné, bv  vyZddalo mnoho mista.
Carathéodory byl svétovym badatelem napf. v _.orii analytickyeh funkei,
v teorii konformniho zobrazend, ve wvariadnfn _.étu, v teorti diferencidlnich
rovnic aj. Zdd se viak, %e jednou z jeho nejoblibensjéfch oblasti byla tehdy
nové a rychle se vyvijejici teorie redlnych funkef. Zabyval se ji téméf po cely
#ivot a obohatil ji mnoha vysledky zdkladnfho vyznamu, je% jeou dodnes
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vychodiskem zdvainych praci. Vzpomefime tu napf. jen Carathéodoryovu
teorii miry zaloZenou na pojmu vnéji miry (mérové funkee).

Jedté kratce pied svou smrti (zem¥el 2. dinora 1950) pfedndsi v mnichovském
matematickém kolokviu na téma ,,Délka a pavrch'’.

Ji% v roce 1918 vydal Carathéodory svétozndmou knihn o teroii redlnyech
funkei,'} obsahnjie jeden z prvnich ucelenych vykladd této teorie. Generace
matematikil derpaly z této knihy pouéeni o redlnych funkeich. Timto dflem se
Carathéodory proslavil nejen jako genidlni matematik, ale i jako velky mistr
psaného slova. Kniha je napsina jasnou dikei a jazykem vpravdé klasickym;
tyto vlastnosti jsou ostatné pfimo typické pro kaidou préci, kterd vyila
z Carathéodoryova pera.

Pied druhon svétovou valkou C&ratheodory tuto knihu dplné plepracoval.
Latksa byla rozvrizena do tif svazkd, z nichZ zejména tieti, pojednivajici o mite
a integralu, byl napsin z hlediska zcela nového. Vyéel viak pouze svazek
prvni?), vydini zbyvajicich dvou svazki znemoZnily viletné poméry.

Carathéodory tehdy intenzivng pracoval na své ,,algebraizaci® miry a inte-
grélu. Publikoval svoje-wysledky v ¥ad& praci a svou teorii souhrnné vyloZil
v pravé zminéném thetim syazku knihy o redlnych funkeich, k jehoZ vydani,
jak jiZ feteno, nedoglo. Ptipravil proto rukopis samostatné kmhy o algebraiza-
ci miry a mtegré,lu Tato kniha se stala jeho poslednim velikym dilem. Se vzée-
nym mistrovstvim tu podal vyklad této teorie. Bylo mu jeité dopfano rukopis
dokondit, aviak vydani knihy se jiZ nedoZil; vydla aZ v roce 1356, tedy Rest let
po jeho smrti®).

V tem zilezi ona Carathéodoryovské ,,algebraizace’ ? Tuto otdazku osvétlim
v daldi &4sti svého &linku. Jde mi o to, abych dtendfe aspoi zbdiné sezndmil
8 touto tendenci, jeZ se projevuje ostatnd i v jinych odvétvich matematiky,
napt. v topologiit).

Reknéme si nejdiive zhruba, o0& jde. P¥i definici integralu se zpravidla vych4-
zi z pfedpokladu, Ze integraénim oborem je bodovd mnoZina (napf. interval
jednorozmé&rny nebo vicerczmérny, kfivka, plocha apod.), Ze integradni obor
a nékteré jeho &isti dovedeme ,mé&fit** (napf. délkou, obsahem, objemem,
povrchem apod.) a Ze integrand je realnou funkef (nap¥. jedné nebo vice redl-
nych prom&nnyeh) definovanou na integraénim cboru. Vzpomeiite si napf. na
definiei jednorozmérného Riemannova integralu.

Carathéodory ukézal, e takovy predpoklad je zbyteéné silny, Ze ke kon-
strukei integralu stadf jen nékteré vlastnosti bodovych mnoZin a reilnych
funkei. Piesnéji vyjadieno, ukdzal, Ze ke konstrukei integrélu stad, aby inte-
graéni obor, resp. integrand byl prvkem mnoZiny jisté struktury definované
soustavou axiomu®). Pii tom se jevi jako fundamentalni struktura ¢dstetného
uspotadant. VyloZime si nyni Carathéodoryoviiv postup podrobnsji.

1} Veorlesungen diber reelle Funktionen, Verlag B, G. Teubner, Leipzig und Berlin, 1918.

2y Reelle Funktionen I, Verlag B. G. Teubner, Leipzig und Berlin, 1939.

3y Mass und Integral wnd thre Algebraisierung, Birkhiuser Verlag Basel und Stutigart, 1958.

#) Viz napt. G. NoBELING, Grundlagen dar analytischen Topologie, Bpringer-Verlag, Berlin,
Gittingen, Heidetberg, 1954,

5} O pojmu struktury mnoziny, o a.xmmatwke metod® & jejim vyznamu pojedndvd formou
velmi pfistupnou flének N. BovrBariro L'Architecture des mathémaligues, jehoi tesky pleklad
jo otidtén v tomto dasopise, PMFA 5 (1980), 509 —518, pod ndzvem Architektura matematiky.
Viz téZ tldnek O matematické logice (jo to Zesky preklad uvodu knihy I1, C. HoBUKOB, DACMCHTI
MatemaTmueckol normky, Moskve 1959), rovndi v tomto dasopise, PMFA 5 (1960), 629643,
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1. CASTECNE USPQORADANI

Necht M je neprizdni mnoZins; jeji prvky oznadujeme malymi pismeny
latinské abecedy, nap¥. a, b,... . Rikime, 7e mnoZina M je édsteéné uspofddand
{ob&irn&ji, Ze m4 strukturu dstedného usporddani), jestlize pro nékteré dvojice
prvkil z M je definovéna relace — pouZijeme pro ni znaku < — tak, Ze jsou
splnény tyto axiomy:

AXIOM A. Pro kazdy prvek ¢ z M je o << a (tzv. zdkon reflexivnf).

AXTOM B. Je-li pro t¥i prvky a,b,czMa < b a b < ¢, potomjeia < ¢ {tzv.
zakon tranzitivni).

AXIOM C. Je-li pro dva prvky a, b z M ziroveti ¢ < b a b <a, je a =5,
pfi temZ 4 = b znamend4, Ze pismeny a a b je oznaden tyZz prvek
mnoZiny M.

Misto a < b se také pife b = a. Viimnéte si, %o relace < nemusi byt defino-
vana pro ka¥dou dvojici prvkii z M. Je-li ¢ < b, vyjadfujeme to obvykle slovy
,»@ je tast{ b* nebo ,,e je pod 5 apod. _

Jednoduchy pfiklad #asteénd uspofidané mnoZiny ndm poskytuje mnoZina
realnych é&isel, stanovime-li, Ze pro dvé redlna &sla a, b je a < b privd tehdy,
je-li @ = b. Mnozina realnych &éfsel se dasto rozdifuje o dva (nevlastni) ele-
menty — oo & + co, pro n&¥ se stanovi, Ze — o = e = + oo pro kadé
redlné éislo @. V daldim budeme vZdy pracovat s takto roz#ifenou mnoZinou
redlnych isel.

Daléfm pro nds dulezitym plikladem éaste¥né uspofadané mnoZiny je systém
viech podmnoZin A néjaké mnoZiny M®), interpretujeme-li relaci < jako mno-
Zinovou inkluzi, tj. uréime-li, Ze pro dvé podmnoZiny A, B mnoZiny Mje A < B
pravé tehdy, kdyZz kaZdy prvek mnoZinp Alje také prvkem mnoZiny B.

Uvaiujme jedtd mnoZinu vlech redlnych funkei f definovanych na n&jaké
neprazdné mnoZingé A (napf. na intervalu &iselné osy). Urdime-li, Ze pro dvé
takové funkee f, g je f < g prévé tehdy, kdy? f{z) < gi{z) pro kaidy prvek
z 2 A, ziskdme opét piiklad &dstedn& uspofadané mnofiny. Zde se obvykle
pite f < g misto f < g.

2. INFIMUM A SUPREMUM

Obdobné jako v teorii redlnych &sel zavidi se pojem infima & suprema pro
Sastednd uspofddané mnoZiny. Nechf M je astetné uspofiddanéd mnofina a N
n&jakd jeji neprazdnd podmnoZina (nenf vylouden pfipad M = N). Prvek u
z M nazyvime infimem podmnoZiny N, jestlife plati:

1. 4 < a pro ka¥fdy prvek a z N;

2. je-li pro prvek v’ z M rovné ¥’ < a pro kaZdy prvek a z N, potom 2’ < .
Infimum podmnoziny N oznatujeme symbolem inf N7).
Analogicky definujeme supremum: prvek » z M nazyvame supremem podmno-
Ziny N, jestliZe plat{:

1. a < v pro kazdy prvek a z N;

2. je-li pro prvek ¢’ z M rovnd% a < v’ pro kaidy prvek a z N, potom ¢ < #'.

% Do tohoto systému pat# tedy i prdzdni mnoina.
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Supremum podmnoZiny N oznadujeme symbolem sup N7).

Infimum a supremum jsou jednoznaéné definovany; to je trividlni disledek
axiomu C ¢istedného uspofidani (&l. 1).

VEimnéte si, e v prvnim z pifkladd &dstednd uspofddanéd mnofZiny popsa-
nych v &l. 1 (mnofina redlnych &sel) se pojmy infima. a suprema kryjf s témito
pojmy zavedenymi pro redlnd &sla, rozumi se s tim ptirozenym doplnénim, Ze
infimum mnofiny redlnych éfsel, kterd neni zdola omezend, je — o0 a supre-
mum mno¥iny redlnych, kterd neni shora omezend, je + co. V druhém piikla-
d¢ odpovidd infimu mnoZinovy prénik a supremu mnoZinové sjednocent.
Koneiné ve tfetim pfikliadé je pro mnoZinu F redlnych funkei definovanych
na mnoziné A infimem, resp. supremem reilnd funkce u, resp. v definovand
v ka#dém bod& z z A vztahem u{z) = mf Hz}, resp. v(z) = sup f(z), kde na

faF

pravé strané je infimum, resp. supremum mnoziny realnych &sel. V kaZdé
z téchto Eastednd uspof-éda.nych mno#in existuje infimum a supremum kazdé
jejf podmnoZiny.

3. SYSTEM SOMAT

Pripojenim nékolika daldich vhodnych axioml k axiomim A, B, Cz &. 1
dostaneme é¢dstend uspofadanou mnoZinu, jez md fadu vlastnosti spoleénych
s d4stednd uspofddanou mneiinou viech podmnoZin néjaké mnoZiny (¢l. 1).
Takovou d&dstedné uspoiddanou mnoZinu nazyva Carathéodory systémem
somat®) a jeji prvky somata®).

YV dodatku ke zmin#né knize definuje Carathéodory systém somat origi-
nalnf — v ostatni literatu¥e neobvyklou — soustavou axiomil. Uvedme si zde
tyto axiomy.

MnoZinu § néjakych prvkii nazveme systémem somat, jeji prvky nazveme
somate a budeme je oznadovat velkymi pismeny latinsgké abecedy 4, B, C, .
X.Y, ..., jestlite m4 vlagtnosti vymezensd t&mito axiomy:

AXIOMI.V § je zavedena relace &dsteéného uspofddani vyhovujici ddle
uvedenym axiomim II-V.

Pro tuto relaci &dsteéného uspofdddni pouiijeme znaku c; 4 c B ¢teme:
»8oma A je dasti somatu B

AXTIOM IT. V § existuje inf .

Axiomem II postulované inf § se oznaduje znakem O a nazyvi se prdzdngm
somatem. Pro kazdé soma A z § tedy plati O c 4. Dvé somata A, B nazveme
disjunkinims, jestlize z ¢ c A a C c B plyne ¢ = 0.

AXIOM III. Pro kaZdou nejvyie spodetnou podmnoZinu M mnoZiny § existu-
je v § supremum.

Tim se oviem nevylufuje existence suprema i nespodetnych podmnoZin
mnoZiny §. V systému somat nazyvime supremum né&jaké mnofiny somat M

7} Pfednd pro kaddou podmnofinu édsteénd uspofidané mnofiny nemusl infimum, resp.
supremurn existovat. Za druhé je tfeba si uvédomit, e pojem infima & suprema zavisi na zavedend
relaci tdsteéného uspofdd4ni; zavedeme-li jinak relaci &dste¥néhe uspofddéni, miZe tyZ prvek
ptirozend ztratit charakter infima, resp. suprems.

8) Pro ttendfe, ktery je obezndmen s teorii Boolesvych okruhid (algeber), uvddim, Ze systém
somat tvoii Beolenv g-okruh.

%) Z fettiny: Tdodiua = téleso.
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sjednocenim somat mnofiny M a oznadujeme je — podobné jako v teorii
mnoZin — znakem {J A, popfipadd 4 u B, obsshuje-li M pouze dvé somata
deM

Aa B, nebo A, U A, U ... U A4, & U A; jestlite se M sklada z kone&ného
k=1

pottu somat 4,, 4,, ..., 4,; je-li M spodetnou mnoZinou, daji se jeji prvky
odfslovat pfirozenymi &isly, a proto se v tomto pfipadé misto {J. A pife také

AeM
A,vd,u.. nebokU A,
=1

AXIOM IV. Je-li soma C disjunktni se somatem 4 i se somatem B, je C dis-
junktnf i se sjednocenim 4 u B.

AXTOM V. Ke kaidym dv&ma somatiim 4, B existuje aspof jedno soma X,
které je disjunktni se somatem 4 a pro které platf 4 u X =
=4 u B ’

Systém viech podmnoZin néjaké mnoZiny &astedné uspofddany vzhledem
k mnozinové inkluzi jisté tvoli systém somat. Existuji viak systémy somat,
které nelze interpretovat jako mystém podmnoZin néjaké mnofiny.

Neni tkolem tohoto &ldnku odvozovat disledky z axiomi I—V potfebné
pro budovin{ teorie miry a integralu. Ctena¥, ktery by se o to hloub&ji zajimal,
sdhne jisté ke Carathéodoryové knize; najde tam i elegantné dokdzanou
vzéjemnou nezdvisiost axiomit I—V. Zde jen tolik, Ze z axiomt I—V plyne,
Ze v kaZdém systému somat existuje i infimum kaZdé nejvyde spodetné mnoti-
ny M somat; nazyvéme jo printkem somat mnoZiny M a oznadujeme je symbo-
lem N 4. MiiZe oviem existovat i prinik (tj. infimum) nespodetné mnoZiny

AeM
somat. Obdobné jako pro sjednoceni somat pouiivéd se pro prinik dvou so-
mat A, B symbolu 4 n B, pro prinik koneéného poétu somat A4,, 4,,..., 4,

n
symbolu 4, n A, n ... n A, nebo t[Jl A4;; konednd prinik gpofietné mnoZiny

somat se oznaduje symbolem 4, n 4, n ... nebo ﬁ A,. Ke kaidym dvéma

k=1
somatim 4, B existuje pravé jedno soma € tak, Ze B, € jsou disjunktni C c 4
aCu (4 n B) = A, Soma € nazyvame rozdilem somat A a B a znatime je
A — B. Déle z axiomt -V plyne, Ze se sjednocenim, priinikem a rozdilem
somat se ,,potitd tak jako se stejné pojmenovanymi operacemi mnoZinovymi.

Pozoruhodné je predevifm to, %e vlastnoti vyjddfené témito piti axiomy
tipIné stadi k tomu, aby bylo moZné na somatech definovat tzv. funkci mista
a jeji integrdl. Témto otdzkdm bude vénovana druha a tieti &4st tohoto dlanku.

4. MEROVA FUNKCE

Podobné jako mé¥ime intervaly na ¢iselné ose, k¥ivky v roviné nebo prostoru
jejich délkou, rovinné a prostorové obory obsahem a objemem, daji se métit
somats néjakého systému somat. Carathédory to provaddi zpfisobem dnes jiZ
kiasickym, kterym proslavil sviij matematicky talent jiz ve dvacatych letech.
Naatinim nyni tento postup.

M2&jme néjaky systém somat §. Redlnou funkei ¢ definovanou na §, pro
kterou plati

253



1. ¢(0) = 0,
2. je-li soma A pokryto nejvyde spotetné mnoha somaty 4,, 4,, ...19), je

p(d) < 294y , (1)

nazyvame (Carathéodoryovou) mérovou funkei.

Je tedy ziejmé, Ze mérovd funkece nemiiZe nabyvat zépornych hodnot.
Je toti% O c A pro kaZdé soma A a potom podle 1 & 2 méme 0 = p(0) = g(A).
Pro néktera somata 4 mize byt i p(4) = +oo. Rada na pravé strané nerov-
nosti (1) je tedy fadou s nezdpornymi &leny, a proto jeji soudet, konedny &
nekonedny, nezavisl na uspo¥adani dlent.

Piiklady mérovych funkei poznime v daldich élaneich.

5. MERITELNOST

Dalkim zakladnim pojmem je pojem méfitelného somatu. Soma U z § se
nazyva méfitelngim mérovou funket g, strutng p-méfitelngm, jestlize pro ka¥dé
A z § plati

pld) = pld n U) + o4 — V). (2)
Prazdné soma O je ziejmé méfitelné kaZidou mérovou funkei ¢ definovancu
na §. Pro ka%dé soma 4 2Sjetotif An O =0, A — O = A4, natei ¢p(d) =
— 9(0) + ¢(4) — ¢(4 n 0) + p(4 — O).

Vyznam pojmu mékitelnosti poznime z daliiho vykladu.

Mnoiinu viech g-méfitelnych somat oznatme M,. Privd jsme ai ukazali, e
prizdné soma O patfi do M, af je ¢ jakdkoliv mérovs funkee definovana na S.
Ukazuje ge, Ze sjednoceni a prinik nejvyde spofetné mnoZiny gp-méfitelnych
somat, jakoZ i rozdil dvou p-meéfitelnych somat je opét g-méfitelnym somatem,
Rikdme, %e M, tvoii ¢-okruh somat. Mérové funkce ¢ se chovd na M, velmi
,-p{jemné&. Pro kaZdou posloupnost 4,, 4,, ... disjunktnich somat, tj. somat,
pronéz je 4; n A, = O, kdykoliv i + j, plati

v (‘glAf) =2.9(4). (3)

Mérovi funkee ¢ je na o-okruhu M, g-méfitelnych somat, jak fikdme,
o-aditivnt neboli je mérou.

Rovnost (3) vyjadiuje zfejmé privé onu vlastnost, kterou poZadujeme napt.
na délce, obsahu, objemu, velikosti hmoty, velikosti elektrického ndboje apod.
Proto je jisté piirozené, Ze se pfedeviim zkoumd struktura o-okruhu métitel-
nych somat.

Zdilo by se snad byt fidelndj¥im vySetfovat rovhou ¢-aditivni mérové
funkee neboli miry. Takovym zpisobem také skuteénd néktefi autofi postu-
puji. Ma to svoje vyhody i nevyhody. Zejména pii Feseni otdzky existence mér
a jejich konstrukee se nelze dost dobfe obejit bez mérovych funkei.

(Pokrakovéni)

@
M) To znamend, o soma A jo dasti sjednocent somat 4, Ay, ..., tj. 4 C ) 4,.
=1
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