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POKROKY MATEMATIKY, FYZIKY A ASTRONOMIE
ROCNIK X1l — CisLO 2

O VZTAHU FORMY A OBSAHU V MATEMATICE A LOGICE 1I

Jiki HoREJS, ALois GLANC, Brno

Prvni ¢ast tchoto ¢lanku byla otisténa v Pokrocich MFA 10 (1965), ¢. 6, str. 325.

§4
4.1. Sémantické zaddni predikdtového poctu

Predikdtem o n proménnjch P(xy, ..., x,) budeme rozumé&t vyraz obsahujici tyto
proménné a oznalujici n-¢lennou relaci nad néjakym oborem . Napft. predikdt
P(x, y) mizZe oznadovat relaci ,,x < y* nad mnoZinou pfirozenych &isel N &i relaci
,»X je bratr y* nad mnozinou vsech lidi. Vyroky budeme povazovat za predikdty
s nulovym poétem (volnych — viz niZe) prom&nnych.

UvaZzme néjakou mnoZinu 4 predikdtii; prvky .# budeme nazyvat atomdrnimi
predikdty. Z nich budeme tvofit dalsi predikaty jednak uZitim vyrokovych spojek
(takZe napf. ,.jestlize P(x,y), pak Q(x, y, z)* — oznalujici napf. relaci ,,jestlize
x =y, pak x <y + z nad N — je dal§i predikdt o tfech promé&nnych), jednak
kvantifikaci. PFi kvantifikaci vznikd z predikdtu X(x), obsahujiciho proménnou x
(a moznd dalsi promenné) predikdt ,,pro kazdé x je X(x)*“ (tzv. obecnd kvantifikace)
nebo ,.existuje x tak, Ze X(x)“ (tzv. existencni kvantifikace). Pfiklad: ,,Existuje x
tak, Ze pro kazdé y je P(x, y, z)* je predikdt o jediné volné proménné z; proménnd x,
resp. y se stala vdzanou existencnim. resp. obecnym kvantifikdtorem.

Z predikata lze ziskat vyroky bud kvantifikaci, nebo substituci prvkil ze zvoleného
oboru M za proménné*) tak, 7e se zbavime viech volnych proménnych; napf. ozna-

*) Pripominame, Ze jsme sc¢ dohedli nevénovat zvIla§ini pozornost rozdilu mezi véci a jejim
nazvem. Podobné tolerance (ostatné debfe znamé z matematiky) budeme vyuzivat i nadaie.
Meskodi samozicjmé, kdy? si ¢tendit uvédomi, ze v oblasti sémantiky mame na mysli véci (napf.
Cisla) a ve vyrocich o téchto vécech vystupuji jejich ndzvy (symboly je zapisujici, napf. Cislice),
zatimco v oblasti syntaxe jsou predmétem vyS:tiovani symboly, o nichZ se vyjadfujeme pomoci
metateoretickych ndzvi, za néz Casto slouzi samy symboly uzaviené do uvozovek. Srovnej
tvrzeni: ,,20 je délitelné 70 a ,,,,20** a ,,10*° maji stejné druhé pismeno*‘. Tim, Ze nedodrzujeme
explicitné vSude piisné rozliSovani véci, ndazva véci, resp. ndzvi nazvu véci, zjednoduSujeme
vyjadiovani smérem k bézné fcéi. Tak doufame, Z¢ nedojde k nedorczuméni pouZzitim rceni:
,,dosazeni prvku za proménnou‘’ misto presn¢jsiho: ,,dosazeni ndzvu prvku na misto symbolu
proménné‘ ap. Také terminu ,,vyrok‘: si dovclime uzivat ve dvojim smyslu: vyrokem budeme

rozumét jak vyraz typu ,,/ < I - 3%, tak vyraz tvaru ,,jestlize P, pak Q°, v némz P, Q pouze
oznaCuji nékteré konkrétni vyroky.
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¢uje-li predikdt Q(x, y, z) relaci x < y + z nad N, dostaneme vyroky ,,I < I + 3
(pravdivy vyrok), ,.existuje x tak, Ze pro kazdé y je x < y + 2 (pravdivy vyrok),
,.existuje x tak, Ze pro kazdé y a pro kazdé z je x < y + z* (nepravdivy vyrok).

Relaci nad M oznalenou néjakym atomdarnim predikatem o n proménnych lze zadat uréenim
podmnoziny M < IMM™: z predikdtu se stane pravdivy vyrok po substituci pravé téch n-tic za
proménné predikatu, které lezi v M. Je-1i pii tom N rozhodnutelna (generovatelnd), nazyva se tak
i piislu$na relace. Bézné uzivané relace jsou obvykle rozhednutelné a byvaji zadany vztahy z jinych
¢asti matematiky. Prikiad: nahote uvedenou relaci nad N: x<< y -+ z lze zadat mneZinou {((). 0,1),
©,1,0),(,0,2),,2,0), }, ktera je sice nekoneCnd, ale rozhodnutelna. Nad koneCnymi
obory je kazda relace rozhodnutelna, nad nekoneénymi existuji dokonce negenerovatelné relace.

Predikdtovy pocet davd hloubé&ji nahlédnout do logické struktury matematickych
(ijinych) usudkt: pravdivostni hodnota vyroku, ktery vznikne z né&jakého atomdrniho
predikdtu substituci, zdvisi na tom, kterou relaci predikdt oznacuje a na dosazenych
prvcich: je jejich pravdivostni funkci. Je-li pfi tom pro zvolenou mnozinu 91 struktura
néjakého predikdtu takovd, Ze af atomadrni predikdty oznacuji jakoukoliv relaci
(o stejném poétu proménnych) nad M (af napf. P(x, y, z) oznatuje nad N ,.x <
<y + z* nebo ,,x + y = z* nebo ,,x d&li yz* nebo...) a af jakkoliv dosadime
prvky z M za volné proménné (neboli, coZ je totéZ: pti dodatedném pfiddni zleva
obecnych kvantifikdtorit vdzicich viechny volné proménné), je vysledny vyrok vzdy
pravdivy, pak tento predikdt X nazveme tautologii (predikdtového poctu) nad 9.
Je-li n¢jaky predikdt tautologii nad libovolnou neprdzdnou mnoZinou, mluvime
prosté o tautologii; mnozinu vsech tautologii oznaéime J .

Trividlnimi pfiklady tautologii jsou tautologic vyrokového poctu. Nad libovolnym
oborem M je tautologii vyraz: ,,jestlize pro kazdé x je X(x), pak existuje x tak, Ze
X(x)*“, zatimco obrdcend implikace ,.jestlize existuje x tak, Ze X(x), pak pro kazdé x
je X(x)“ je tautologil jeding nad jednoprvkovymi mnoZinami 9%. Poslednt tvrzeni
nahlédne ¢tendf nejsndze, kdyZ st uvédomi, Ze nad kone¢nymi mnoZinami je mozno
kvantifikdtory nahradit vyrokovymi spojkami; je-li napt. M = {0, 1,..., m}, je
predikdt ,,pro kazdé x je X(x)“ totéZ co ,,X(0) A X(I) A ... A X(m)*, kde X{(i)
znaci vysledek substituce Cisla i za proménnou x. Analogicky lze nahradit existenc¢ni
kvantifikaci m-ndsobnym uZitim spojky ,,nebo®. Tyto vlastnosti umoziiuji nahradit
libovolny predikat nad koneény"hl oborem M jeho vyrokovym ekvivalentem (nad i)
a tim mimo jiné napf. provefit, jde-li o tautologii (nad i) prostiedky vyrokového
poétu (viz 3.7).

Uvazme napf., zda predikat ,,Existuje-li x tak, Ze pro kazdé y je X(x, y), potom pro kazdé y
existuje x tak, Ze plati rovnéz X(x, y)*‘ je tautologii nad M = {0, ]}. Provadéjme postupné vyse
zminéné nahrazeni. Dostaneme: ,,Existuje-li x tak, Ze (X(x, 0) A X(x, 1)), potom pro kazdé y
(X0, y) v XU, y))*“adale,,[(X©0,0) A X©O,D) v (X(,0) A XU, )] - [(X©0,0) v X(I, 0)) A
A (X(0,1) v X(1, 1))]“. Oznaéme jes$té vyrok X(0,0)[X, 1), X, 0), X(1,1)] pismenem
PO, P’, Q'1; vidime, Ze dostavame tautologii ,,[(P A Q) V (P A Q)] =PV P)A (Q V
v )1

Jako dalsi priklad miZzeme uvazit, zda uz zminény predikat ,,Existuje-li x tak, Ze X(x), potom
pro kazdé x je X(x)“ je tautologii jednak nad oborem I = {0} a jednak zase nad oborem M =

68



= {0, 1}. Pro M = {0} ma piisluSny vyrokovy ekvivalent tvar ,,X(0) — X(0)*, tj. ,,P — P*,
a patfi tedy do .7, a nad oborem M = {0, 1} je ., (X(0) v X(I) = (X(0) A XU)*, tj. ,,(P Vv
Vv Q) = (P A Q) takZe nepatii do T .

Poslednim pfikladem tautologic bud predikat s volnou proménnou: ,,X(x) — \/x X(x)*.

4.2. Syntaktickd vystavba predikdtového poctu

Definujeme:

Abeceda S, = S, U {A,V, x, y, z} (nové symboly znadi v interpretaci po fadg:
pro kazdé; existuje; proménné budeme znadlit x, y, z, x', y', ...).

Mnozina formuli Fp: (i) do Fp patii viechny atomdrni vyrazy: P, Q, R, P’,P(x),
P(x"), P'(xy), P(xx"), ... (v interpretaci: atomdrni predikdty o proménnych uvede-
nych — v plném poétu — v zdvorce), (ii) jestlize X, Ye Fp, pak do Fp patii téz
(X) A (Y), (X) v (Y),(X) > (Y), ~(X), Aa(X), Va(X),kde a oznaduje promé&nnou,
(iii) jiné vyrazy nez ty, které byly definovany v pfedchozich bodech, do F, nepatfi.

Mnozina F, je opét rozhodnutelnd; jejim prvkem je napf. vyraz ,,(P"(x"z'y)) v

v (AZ'(P(x2)"

Z formalnich davodi zjednoduSime opét zpusob zapisu formuli (viz 3.2); vedle jiz pfijatych
konvenci o vypousténi zdvorck [pfiCemz budeme predpoklidat, ze kvantory /\, V vézi silngji
ncz vyrokové spojky, takZze napf. Ax P(x) v Q(x) znali (Ax(P(x))) Vv (@(x))] se dohodneme
m-tici Carck zapisovat Cislem m, takZze nahofe uvedenou formuli pfepiSeme jako Pz(x3zly) \VZ

Y, /\z1 P(xzh).

Do syntaxe predikdtového poctu se pienesou snadno i nékteré dalsi pojmy zndmé
jiz ze sémantiky: Jestlize se proménnd a vyskytuje ve formuli Y a formule Aa(Y),
resp. Va(Y) je &isti formule X, pak piislusny vyskyt proménné a v Y nazyvdme va-
zany v X; neni-li dany vyskyt proménné vdzany v X, je v X volny. Prvni (zleva)
vyskyt proménné z' v nahofe uvedeném piikladd formule je tedy v této formuli
volny, druhy vdzany. Ddle si ¢tendit snadno uvédomi, Ze na pidé syntaxe je mozno
definovat i pojem vyrokového ekvivalentu dané formule nad kone¢nou mnoZinou M
(pro zvolenou mriozinu M tak kazdé formuli z Fp bude pfifazena nckterd formule
z F,). V qvahdch o vlastnostech naseho formdlniho systému budeme také Casto
potiebovat oznacit vysledek soucasné substitutce proménnych by, ..., b, za navzdjem
rizné volné proménné (po fad¢€) ay, ..., a, v n&jaké formuli X; pro vyslednou formuli
uzijeme (metateoretického) symbolu

a;a,...a, %
b.b,...b,
Nestane-li se Zddnd z proménnych b,, ..., b, vdzanou, piSeme
yds ... 4y 5
bib,... b,
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Je tedy napf.

fﬁ ;;2); P(xz®) v ~Q(y) v Az R(z) = P(yy) v ~0(z) v Az R(z)

MnozZina axiomt Ap: (1) X > (Y- X), Q) (X = V) > (X > (Y- 2) > (X -
SZ), B) X (Yo XAY), @) XAY>X, 5)XAY>Y, (6) X>X VY,
(M) Yo (X v ¥), 8) (X = Z) > (Y= X) > (X v Y= 2)), (9) (X > ¥) > (X —
> ~Y) > ~X), (10) ~ ~X > X, (11) AaX - f¥ ZX, (12) 3@ ZX - VaX,

kde X, Y, Z e F,.

Mnozina A, je zde nekonecnd, ale ziejmé rozhodnutelnd, nebot je vyjddfena pomoci
koneéného poctu tzv. axidmovych schémat.

Odvozovaci pravidla Op: 1. pravidlo modus ponens X, X - YF Y, 2. Z > X F
FZ - AaX, 3. X - ZFVaX — Z, kde Z neobsahuje proménnou a jako volnou.

Polazime opst T, = Op(Ap). Proces odvozovani ilustrujeme opét na prikladé;
ukdzeme, Ze

»Vx Ay P(xy) = Ay Vx P(xy)* patti do Tp:

Z.: Ay P(xy) - P(xy) axiémové schéma 11

Z,: P(xy) > VP(xy) axiémové schéma 12

Z5: (P(xy) = Vx P(xy)) = (AyP(xy) = (P(xy) = Vx P(xy))) axiomové schéma 1

Z,: (Ay P(xy) = (P(xy) - Vx P(xy))) aplikaci modu ponens na Z, a Z,

74 (Av P(xy) — P(x3)) = ((Ay P(x3) = (P(xy) > Vi P(x3)) — (A P(xy) —
- Vx P(xy))) axiomové schéma 2

Ze: (Ay P(xy) > (P(xy) > Vx P(xy)) > (Ay P(xy) = Vx P(xy)) aplikaci modu
ponensna Z, a Zs

Z,: Ay P(xy) = Vx P(xy) aplikact modu ponens na Z, a Z,

Zg: Ay P(xy) = Ay Vx P(xy) aplikaci odvozovaciho pravidla 2 na Z,

Zy: Vx Ay P(xy) = Ay Vx P(xy) aplikaci odvozovaciho pravidla 3 na Zg

Sémantickou bezespornost, T, < 7 p, lze ukdzat obdobné jako v pfipad¢ vyro-
kového poétu. Tautologi¢nost dodate¢nych axiomi (11), (12) i platnost odvozovacich
pravidel 2 a 3 vyplyvd pfimo z definice tautologie s piihlédnutim ke skutecnosti, Ze
volné proménné se interpretuji, jako kdyby byly vdzdany obecnym kvantifikatorem;
vsimnéme si také, Ze pravidlo 2 zachycuje ndsledujici skutecnost: podafi-li se odvodit
vlastnost néjaké proménn¢ a z predpokladi, neobsahujicich tuto proménnou jako
velnou, je mozno usoudit, Ze tuto vlastnost md za danych predpokladd kazdy prvek
uvazovaného oboru; oprdvnénost pravidel si Ctendf nejlépe uvédomi na prikladé
odvozeni, které je uvedeno nahofe.

Tvrzeni, Ze predikdtovy pocet je sémanticky iuiplny, patfi k zdkladnim vysledktim
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matematické logiky (tzv. Godelova véta o Uplnosti); jeho diskusi odloZime do nd-
sledujiciho odstavce.

NeZ pristoupime k dikazu dalsich dvou vlastnosti predikdtového poétu, pfipome-
neme, Ze pfi zvolené kone¢né mnoZziné I lze ke kazdé formuli z F, ptifadit formuli
z F, jako vyrokovy ekvivalent (nad ) dané formule. Nepfili§ komplikovanymi
uvahami se dd zjistit, Ze pii tom kazdé odvoditelné formuli (tj. formuli z Tp) je takto
pfifazena tautologie vyrokového poétu (tj. formule z T ): stadi uvdZit, Ze formule
z Ap maji za své vyrokové ekvivalenty tautologie a Ze se tato vlastnost zachovdvd
aplikaci odvozovacich pravidel O,.

Syntaktickou bezespornost, Tp + Fp, lze nyni dokdzat velmi jednoduSe: stadi
uvdzit libovolnou formuli z Fp, jejiz vyrokovy ekvivalent nad né&jakou koneénou
mnoZinou (napf. M = {0}) nepatii do T,; takovou je vSak napf. zase formule P.

Predikdtovy pocet na rozdil od vyrokového vsak neni syntakticky iiplny. K dikazu
stadl uvést ptiklad formule, kterd 1. neni odvoditelnd (nepatii do Tp), ale 2. jejiz
pfiddni k axiomtm nenaru$uje syntaktickou bezespornost. Za takovou formuli staci
vzit napf. Vx P(x) > Ax P(x). Vlastnost 2. plyne z toho, Ze vyrokovy ekvivalent
nad M = {0} této formule patii opét do T, vlastnost 1. z toho, Ze jeji vyrokovy
ekvivalent (viz vy$e) nad M = {0, I} neni jiZ prvkem T,.

Syntaktickd netplnost neni na zdvadu naSemu systému. SpiSe naopak: pfiddnim
neodvoditelné formule X (resp. fady takovych formuli) k axidmim Ap ziskdme
v mnozZing Ox(A, U {X}) = Op(T, U {X}) mnoZinu formuli ne sice jiZ tautologicky
platnych, ale viech formuli, které jsou logickymi disledky (tj. které mozno apardtem
predikdtového poétu odvodit z) dodateéného ,,mimologického* axiomu X, resp.
axiom( daldich. Prdvé timto zplsobem se tvofi formdlni systémy matematickych
(pfip. i jinych) teoril. Pro ndmi uvedeny ptiklad dostdvdme tak teorii vsech jedno-
prvkovych oboril. (Predikdtovy podet jako zdklad formalizace teorii pozndme jesté
ddle; dobrou predstavu o véci md Stendf moznost ziskat z €ldnku [H, ]).

Bez dikazu uvedeme jesté jednu diileZitou vlastnost predikdtového poctu, v niZ se
podstatné¢ lisi od poctu vyrokového: je totiZz nerozhodnutelny, tj. neexistuje algo-
ritmus umozZiujici o dané (libovolné) formuli X z F, rozhodnout, zda X € Tp &i
X ¢ Tp, tj. (vzhledem k tomu, Ze Tp = J ) zda X je tautologie.

4.3. Godelova véta o iplnosti predikdtového pociu

Aby si ¢tendf mohl ucinit pfedstavu o technice prdce v oblasti matematické logiky,
vSimneme si v tomto a nasledujicim paragrafu ponékud detailnéji né€kterych dika-
zovych obrati; i tak bude ovSem tieba odvolat se v podstaté pouze na nékolik vy-
sledkil. Ve zbyvajici Cdsti Cldnku se pak zase omezime na rdmcovy zpusob vykladu.

K ditkazu o sémantické uplnosti by zfejmé stacilo ukdzat, Ze pro libovolnou formuli
XzF;, je bud X € Tp, nebo X ¢ 7 ,. Naznacime tento dikaz pouze pro formule
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specidlniho tvaru (v tzv. Skolemové formé), totiz pro formule, které Ize zapsat ve
tvaru

* VirVy? VYt AzZIAZE L AZ’M, m>=1, n>=0,

kde M — tzv. matice formule — jiZ neobsahuje kvantifikdtory a Zddné jiné proménné
nez y, ..., y™ z!, ..., z". D4 se totiz ukdzat, Ze k libovolné formuli Y lze efektivnim
zplisobem nalézt formuli X v uvedeném tvaru takovou, ze X € 7 p pravé kdyz Ye I p
(mnoZina viech formuli tvaru (*) tvofi tzv. tFidu redukce).

Celkem ne zv1ast obtiZznymi obraty (vytykanim kvantifikator(, pfeznalenim proménnych ap.)
Ize k dané formuli X, napf. X = \x Q(x) A Ay P(xy), sestrojit nejprve formuli Z s ni ckviva-
lentni (v tom smyslu, Zze X Z, tj. (X - Z) A (Z — X), je tautologie) takovou, kterd zalina
kvantifikatory (v libovolném pofadi) nasledovanymi matici bez kvantifikatorti [pro nas jedno-
duchy piiklad dostaneme postupné Vx Ay(Q(x) A P(zy)), a tedy Z= Az Vx Ay (Qx) A
A P(zy))]. Pfechod od takto ziskané prenexové formy ke Skolemové formé (u niz kazdy existenéni
kvantifikdtor p¥adchazi viechny obecné) vyzaduje obecné dalSich obrati.

Necht je tedy ddna formule (*) s matici M, kterd pfedstavuje predikdt o uvedenych
proménnych, M = M(y', ..., y™, z', ..., z"); tento predikdt je sestaven z jistych
atomdrnich predikdt, napf. P(y'z), Q(z%), .... Viimnéme si nejprve, Ze kdyby se
podatilo odvodit predikdt

1 m,_ 1 n
§ yhooymz Ay ’
Ay oo gy o Ay
kde poslednich n proménnych a; jsou proménné navzdjem i od pfedchozich riizné
(tj. kdybychom po takto provedené substituci dostali vyraz z Ty), bylo by mozno
odvoditi celou formuli X; dukaz je mozno realizovat n-ndsobnym uzitim pravidla 2,
m-ndsobnym uZitim axiéomu 12 a ov§em pravidla modus ponens (z axiému 12 plyne
napf. § Gy, Va; ... VaX).

b ...b

Provedeme nyni fadu vhodnych substituci proménnych x' (x° = x, x!, x%,...)
v matici M tak, aby na prvych m mistech, tj. na misté piivodnich proménnych y?, ...,
y™) se vystiidaly jakoZto indexy proménnych x’ vSechny m-tice ptirozenych &isel,
pfiCemZ vzdy na mistech zbylych n proménnych budou figurovat proménné rtizné od
pfedchozich i navzdjem. Dostaneme tak postupné vyrazy By, B,, ... .

Uvedeny postup je mozno upfesnit napf. tim, Ze uspofdddme vSechny m-tice
pfirozenych d&isel: <k, ..., k,y je v tomto uspofdddni pted <l,...,1L,), je-li
max {k;} < max {l;}; v pfipad& rovnosti poslednich vyrazi je usporaddni lexikogra-
fické. Ozna¢me j-ty Clen k-té m-tice [kj]. Pak substituce, o které jde, definujeme
vztahem:

x[Kl] .. X[Km] xK(n— 1)+1 . Kn

1 m 1 n
BK:Jy Ytz i M.
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PoloZzme nyni C, = B; v B, v ... v B,. Rozli§me dva pfipady:

1. Pro jisté k je C, € Tp. V tomto piipadé lze odvodit i celou formuli X : X € Tp;
dtkaz indukci podle k vyuZivd obrati, které jsme nahofe naznagili (v podstaté pro
pfipad B, € T,); detaily ponechdvdme &tenafi.

2. Pro kazdé k je C, ¢ Tp. UkdZeme, Ze v tomto pfipadé neni X tautologii nad N,
a tedy ani — tim spi§ — tautologii, tj. neni X € 7 p. Substituujme za proménné
x%, x', x%, ... figurujici ve formuli B, (k = 1,2, ...) po fadé& &sla 0, 1, 2, ... . Poné-
vadZz Zddné jiné proménné v B, nejsou, Ize vysledek této substituce — oznaéme ho
B, — povaZovat za vyraz vyrokového podtu: By sestdvd z vyrazti jako P(0, 3), P(2, 5),
Q(7) ap., které mohou hrét role atomdrnich vyroku (jde o jistou formu vyrokového
ekvivalentu nad mnozinou M = {0, I, ..., t}, kde oviem ¢ roste s rostoucim k).
Ve formulich B,, B,, ... figuruje postupné celd fada takovych atomdrnich vyroki:
uspofddejme je vhodné (nejlépe tak, jak vystupuji zleva doprava v By, B,, ...) a oznaé-
me je Ay, A,, A5, .... Kazdému atomdrnimu vyroku A; lze pfisoudit pravdivostni
hodnotu h; = p nebo = n. KaZdym takovym ohodnocenim definujeme castecné
pivodni atomdrni predikdty (tj. uréujeme relace nad N, které budou témito predi-
kéty oznafovdny), z nichZ se sklddd matice M a soucasné je jim jednoznaéné defino-
vdna pravdivostni hodnota viech B,. Polozme nyni jeit¢ C, = B, v ... v By
ponévad? C, ¢ Tp, plati samoziejmg C, ¢ T,. Pfedstavme si, e pro viechny moZnosti
volby hodnot h,, h,, ... je hodnota nékterého C, rovna p; v tomto pfipadé je oviem
C, tautologii vyrokového podtu. Spor s C, ¢ T, ukazuje, Ze existuje takovd volba
hodnot hy, h,, ..., Ze pro viechna k je hodnota C, rovna n; fikejme této volbé vy-
vracejici ohodnoceni formule X a definujme atomdrni predikdty z C, v souhlase
s vyvracejicim ohodnocenim. P¥ipomefime nyni, Ze atf zvolime jakkoliv m-tici Cisel
i1y ..., i, bude tato m-tice dosazena za prvych m proménnych v M ve vhodné formuli
B,; kdyby existovala &isla iy, ..., i, tak, Ze pro libovelnd &isla ji, ..., j, je M(iy, -- ..
i J 1 +++» Jn) Pravdivy vyrok, mél by byt pravdivy vyrok By, ktery vznikne uvaZova-
nou substituci iy, ..., i,, za prvych m-proménnych a néjakou substituci ji, ..., j,
za zbyvajici proménné. Neni tedy pravda, Ze formule X = Vy' ... Vy"Az' ... A="M
je tautologii nad oborem pfirozenych ¢isel N.

4.4. Procedura Friedmanové

Jak bylo naznaceno jiZ v odst. 4.2, predikatovy pocet je uz velmi mocny prostiedek
k tomu, aby v ném bylo mozno formalizovat dostate¢né zajimavé matematicke teorie

(v §5 ukdazeme piiklad fakové formalizace). Jsou-li X,, X,, ..., X,, mimologické
axidmy takového matematického formalizovaného systému, pak otdzka, zda Y
plyne z axiomi X4, ..., X,, je ekvivalentni otdzce, zda X; A ... A X,, » YeT,.

V disledku nerozhodnutelnosti mnoZiny Tp je vhodné zaméfit se na hleddni algo-
ritmi, jez rozhoduji néjaké (syntakticky zadané) podmnoZiny mnoziny Fp. Uvahy
predchoziho odstavce ndm ddvaji moznost ziskat dostate¢né obecny nastroj pro
tyto Ucely. Z nich totiZ plyne, Ze pro libovolnou formuli X ve Skolemové formé
plati ,,X € T, prdvé kdyZ neexistuje vyvracejici ohodnoceni formule X*. J. Fried-
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manovd ([F]) sestrojila proceduru analyzujici moZnosti sestrojeni vyvracejiciho
ohodnoceni. Podala fadu pravidel, kterd z apriori moZnych ohodnoceni vylucuji ta,
jez se nemohou stdt vyvracejicim. Nezbude-li po aplikaci téchto pravidel Zddny
,.kandiddt, je pfedloZend formule tautologii.

MeAvr

Pro konkrétn&jsi predstavu naznaime funkci jednoho z takovych pravidel. Pred
jeho formulaci predevsim poznamenejme, Ze za pravdivostni hodnoty hy, ..., h
(takové k-tici budeme fikat systém) atomdrnich vyroki A;, ..., 4, figurujicich
ve vyroku B; (v oznadeni ptedchoziho odstavce) md smysl — aby vyslednd pravdi-
vostni hodnota B; byla n (jak chceme) — brit jen takové, které dosazeny po fadé za
atomdrni predikdty X, ..., X}, z nichZ je tvofena matice M, davaji pravdivostni
hodnotu n. MnozZinu vsech takovych systémii oznacime S. JiZ toto omezeni na mno-
Zinu S miZe znaéné zmensit polet vysetfovanych systémt (v niZe uvedeném piikladé
sestdvd S pouze ze dvou systémil misto 2° apriori moZnych). Vlastni pravidlo —
jehoz oprdvnénost md svij pavod ve skute€nosti, Ze uvazované systémy nemohou
byt pro jednotlivé B; vybirdny zcela nahodile (pfitadime-li napf. atomdrnimu vyroku
P(03), ktery figuruje napf. v Bs, hodnotu n, nemiZeme atomédrnimu vyroku P(03),
ktery figuruje napt. v B, ,, pfiradit hodnotu p) — méd ndsledujici tvar:

Pravidlo. Nechf X, ..., Xy je soupis libovolnych atomdrnich vyrazli z M, jez
obsahuji pouze proménné y',..., y™ a nechf ay, ..., a,, je n&akd m-tice vybrand
z proménnych y', ..., y", z', ..., z". Necht h,, ..., hy je n&jakd N-tice pravdivostnich
hodnot. Pfedpoklddejme, Ze v S neni systém, v némz X, = hy, ..., Xy = hy,
a v némZ libovolnym dvéma atomdrnim vyrazim Y, Y,, pro néz

yloooymzb oz plooymzt "
1 n )1 = 1 n Yz ?
Ay oo X' o0 X Ay ooe QX' o0 X
jsou piifazeny tytéz hodnoty. Pak je mozno vyloucit ze S viechny systémy, v nichz

"

1 m 1 m
vV ...V A
VoYX = | Xy =,
ay...a a...a

m m

[ Abychom mohli tohoto pravidla vibec uZit, je tieba, aby matice M obsahovala
viechny tzv. ,,pfipustné® atomdrni predikdty, tj. obsahuje-li X (ay, ..., a;), pak
musi také obsahovat X (by, ..., by), kde by, ..., b, je libovolnd k-tice vybrand z pro-
ménnych y!, ... y", z', ..., 2" Matici M lIze vidy doplnit tak, aby obsahovala
vSechny pripustné atomdrni predikdty. V naSem pfipad¢ staci brdt misto M matici
M A (X(by, ... b)) v ~ X(by, ..., by)).]

Priklad. Necht je ddna formule

VYV A(P'(v') v P2(y") v ~ P'(y*) v ~ P2(y?) v ~ P!(z) v P*(2)) A
A (PI(yY) v ~ PXyY) v PI(y?) v ~ P(y?) v ~ Pi(z) v P*(2)),
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jejiz matici odpovidd mnozina S vyvracejicich systémii: S = {s,, s,)

PI(y") P*(y)) P'(y*) P*(y*) P'(z) PX(2),
Sy n n p p p no
S5 n P n p p n

V S neni systém, v némZ P'(y') = p, P*(y*) = n. Aplikujice Pravidlo vyloutime
tedy ze S ty systémy, pro néz

1,2 1,2
VY P =P =p a |7 P = P = n
z y2 - y2

Zbude tedy prdzdnd mnozina vyvracejicich systému, coz znamend, Ze nase formule
ndlezi do Tp.

Existuje celd fada specidlnich podtfid formuli predikdtového poctu, které maji
dtlezitou vlastnost: jsou rozhodnutelné. Mezi takové tiidy patii napf. tfida vSech
formuli, v jejichZ prenexové formé vystupuji nejprve kvantifikdtory obecné a pak
teprve viechny existenéni. Ze nejde o zvl4st tizkou specidini tfidu formuli, ukazuje
fakt, Ze vSechny formule predikdtového poétu uvedené ve slavném Russelové-White-
headové dile Principia mathematica se daji pfevést na tento tvar. Formule této tfidy
se daji rozhodnout riiznymi algoritmy; jeden z nejefektivnéjsich — a nejvhodnéjsich
k zpracovdni na poc¢itadi — poskytuje opét procedura Friedmanové. Ukazuje se, Ze
pro formule této tfidy ukdzi pravidla procedury, Ze Zddné vyvracejici ohodnoceni
neexistuje, pravé kdyz predlozend formule je tautologii. Procedura je pro tento piipad
tedy procedurou rozhodujici.

Stejnou vlastnost maji i dal3i tfidy, napf. ty, jejichZ formule v prenexové formé maji
posloupnosti kvantifikdtorii tvaru

A AVA...A nebo A...AVVA...A.

4.5. Gentzenuv systém predikdtového poctu

I pro predikatovy poét plati to, co bylo feceno pro vyrokovy pocet v odstavci 3.2:
je moznd celd fada vice ¢i méné podobnych formdlnich systémil, které ho popisuji
stejné dokonale. RozSifime-li napf. mnoZinu Sp o prvky,,;“ a ,,o‘ a definujeme-li
mnoZinu F;p jako mnoZinu sestdvajici z vyrazl typu o > B, kde pismeny fecké
abecedy budeme znacit posloupnosti prvkd z Fp oddélenych stfednikem, pak pii
vhodném doplnéni mnoZziny @, odvozovacich pravidel (o pravidle tykajici se kvan-
tifikdtorii a majici podobny tvar jako pravidla z O,) je mozZno z axidmu spadajicich
pod schéma o; X; B o y; X;6 (rozdil proti A zéleZi v tom, Ze vSechny uvaZované
formule patii nyni do Sirsi tfidy Fgp) odvodit vyrazy, jejichz mnoZina — pfi inter-
pretaci analogické té, kterou jsme poznali v 3.3, odpovidd mnoZiné vSech tautologii
predikatového poctu.
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Jak vime, odvozovaci pravidla systému z 3.3 se dala obrdtit, takZe systém byl
vhodny pro rozhodovani formuli vyrokového poctu strojem; k dané formuli, kterd
byla odvoditelnd, dokonce nebylo tézké najit jeji odvozeni. Néco podobného nemii-
Zeme ovsem oCekdvat od jakéhokoliv systému popisujiciho predikdtovy pocet: vylu-
Cuje to jeho nerozhodnutelnost. Je vSak mozné, Ze pfesto tiloha hledat diikkazy odvo-
ditelnych formuli mize byt v jednom systému vzhledem k mohutnosti a jisté ,,pfi-
rozenosti‘ jeho odvozovaciho apardtu pohodingjsi nez v druhém — a ukazuje se,
Ze tuto vlastnost vyhodné heuristiky zachovdvd Gentzentv systém (jehoZ popis jsme
préveé stru¢né naznadili) i pro predikdtovy podet. Navic plati, Ze pro vhodné podtiidy
formuli jsou naznalend odvozovaci pravidla obratitelnd a tvofi pak rozhodujici
proceduru jako v pripadé€ poctu vyrokového. Zdjemce o detailn¢jsi diskusi odkazu-
jeme zase na prdaci Hao Wanga [W]; pii jejim studiu vyuzZije nékteré z myslenek
uvedenych v predchozich odstavcich.

§5s.

Ctendf md jisté dobrou pfedstavu o intuitivni aritmetice, znd, umi dokdzat a uzivd
fadu jejich tvrzeni. Nebudeme se proto nijak vzldst zabyvat mnoZinami & 4 a 7 4;
pfipomeneme jen, 7Ze do aritmetiky zafadime ty vyroky o pfirozenych Cislech, které
je moZno utvofit pomoci specificky aritmetickych predikdtl x =y + z,x = yz
vyrazovymi prostfedky predikdtového noétu. Ctend¥ si snadno viimne, Ze vhodnymi
definicemi je mozno takto do aritmetiky zapocitat bézné vyroky o délitelnosti,
rozkladech v prvocisla atd. Hlavni tkol bude nyni zdileZzet v tom, nalézt vhodny
formadlni ekvivalent této teorie, to jest formalni systém — formdlni aritmetiku —
ktery by dobfe vystihoval sémanticky chdpanou aritmetiku. Neni téZké navrhnout
systém, ktery z historického hlediska snadno obstoji: jiZ z poddtku tohoto stoleti je
zndma Peanova axiomatika aritmetiky; pridame-li k vhodné formalizovanym Pea-
novym axiomum apardt predikdtového poctu, méla by vzniknout hledand teorie.
Ukazuje se viak, Ze takto stvorfend teorie neni sémanticky uplnd a Ze dokonce Zddny
formédlni systém neni s to v tomto smyslu dokonale zachytit aritmetiku (a ani Zddnou
jinou teorii, kterd je dostate¢né ,,bohatd*). Toto fundamentdlni tvrzeni matematické
logiky s dalekosdhlymi filosofickymi aspekty dokdzal roku 1931 opét Godel ([G]),
jeden z nejvyznamnéjSich matematik zabyvajicich se logikou (pro Ceského Ctendfe
by nemusela byt nezajimavd pozndmka, Ze Kurt Godel — Zijici v USA — je brnénsky
roddk). V ndsledujicich odstavcich popiSeme strukturu formalizace peanovské
aritmetiky; mimo jiné i proto, aby si ¢tendf mohl udélat pfedstavu o tom, jak lze
formalizovat konkrétni teorii, v niZ se zdjem soustieduje ne na obecné vlastnosti bliZe
neurCenych predikdtl, ale v niZ vystupuji knnkrétni, specifické zdkladni predikdty
a také zdkladni konstanty a zdkladni funkce (viz [H,]). Viimneme si jak meta-
matematickych tvrzeni (zejména o neuplnosti a nerozhodnutelnosti), tak i soucasnych
pokusii o strojové dokazovdni v oblasti aritmetiky.
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5.1. Syntaktickd vystavba formdlni aritmetiky

Abeceda S, = {v, A, =, ~,V, A, =, +,.,0,x, 5,2, 1,",(,)} (zdkladni predi-
kdt =, zdkladni funkce +,., funkce ndslednika | zdkladni konstanta 0 budou mit
v interpretaci vyznam b&Zny z aritmetiky; (0)I bude zna&it 1, ((0) 1)1 &islo 2, ...;
smysl ostatnich symboli je tyZ jako v d¥ive uvedenych piikladech).

MnozZina termt@ R : (i) 0e R, (ii) kazdd individuovd proménnd x, y, z, x, y',
z', x", ... je term, (iii) jsou-li s, t € R, pak (s) I, (s) + (), (s) . (t) € R, (iV) jiné vyrazy
nez ty, které byly definovdny v pfedchozich bodech, nepatii do R (termtm odpovidaji
v interpretaci aritmetické vyrazy oznacujici pomoci proménnych a konstant pfirozend
&isla).

Mnozina formuli F,: (i) je-li s, t € R, pak s = t € F, (ii) je-li X, Ye F,, pak do F
patii téZ (X) v (Y), (X) A (Y), (X) = (Y), ~(X), Aa(X), V a(X), kde a oznacuje
proménnou, (iii) jiné vyrazy neZ ty, které byly definovdny v pfedchozich bodech,
do F, nepatii

Priklady term@: (x") 1, (x) I + (((0) 1) I) I. Zkrdcen& je budeme zapisovat xI, xI +
+ Olll. Misto Ol ... I (k &drek) budeme psdt k jako metamatematické oznaleni pro
tento symbol, ktery interpretujeme jako pfirozené &islo k. Pfiklady formuli: Vz(x =
= zI + 0I) [v interpretaci: x je v&t§i neZ 1], Vz(x . zI = y) [v interpretaci: x d&li y].

MnoZina axiomt A, sestdvd jednak z axiomu (1) — (12) predikdtového poctu,

v a “r . , vy r v s
kde nyniovsem X, Y, ZeF, av 3€b znaci b libovolny term, pfi¢emz plati, Ze Zddnd

z proménnych vyskytujicich se v tomto termu se nestane po substituci vdzanou.
Dadle pristupuji specifické

axiomy aritmetiky: (13) X(0) A Aa(X(a) - X(al)) - X(a) (14) xl = yl 5 x =y
15 ~xl=0)(16)x =y >(x=z->y=2)1T)x=y->xl =yl (18 x + 0 = x
1) x+yl=x+y1Q20)x.0=02) x.yl =x.y + x.
Axiémové schéma (13) vyjadiuje zndmy princip matematické indukce.
Axiémy (14) — (21) maji jasny vyznam.
‘Odvozovaci pravidla O,: jsou definovdna stejné jako odvozovaci pravidla Op,
kde nyni X, Y,ZeF,a beR.
Nakonec poloZime zase T, = O (A ).
Ctend¥ se miie pokusit o odvozeni fady formuli z T 4; napf. formule x = x, formule
X =y x4+ z =y + z atd. Mechanismus odvozovdni zde nepfindsi zddné nové
momenty (i kdyZ o jeho pracnosti nemiZze byt pochyb).

i

5.2. Gidelovy ,,pesimistické* véty

V tomto odstavci nastinime nejprve klasickou verzi zminéného vysledku o netipl-
nosti formadlni aritmetiky. Zdkladni myslenka diikazu je prostd: Ve formalni aritme-
tice (j. v F,) se sestroji formule Q, kterd v feti interpretace fikd ,,jd jsem nedokaza-
telnd* (srovnej se zndmym paradoxem Krétana, ktery fikd ,ted 1Zu“ — lze nebo
mluvi pravdu?); tato formule nemiiZe byt podle toho, co Fikd (za pfedpokladu syn-
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taktické bezespornosti, ktery nyni pfijmeme) dokazatelnd, tj. Q ¢ T ,. Na druhé stran&
musi byt intuitivné pravdivd, tj. Q € 7 4, nebot jinak by bylo pravdivé opaéné tvrzeni
a formule Q by byla dokazatelnd. To by bylo opét ve sporu s tim, co fikd. Vidime
tedy, Ze jsme nalezli formuli, ndleZejici do J ,, ale nikolivdo T,; z toho muZeme
usoudit, Ze formalni aritmetika neni sémanticky tiplnd.

PredloZend myslenka je jednoduchd, pfesto vsak jisté vzbudila ve étendfi nedlivéru;
jeho hlavni ndmitka asi zni: jak je mozno v feci formadlni aritmetiky vybudované za
ulelem postihnuti vlastnosti pfirozenych &isel a jednoduchych operaci nad nimi sesta-
vit formuli, kterd znamend ““jd jsem nedokazatelnd“? Skutecné — ukdzat, Ze je to
mozné, je hlavnim ukolem v ditkazu. NaznaCime feSeni tohoto ukolu. Pfedevsim
ptizpiisobime formdlni aritmetiku tak, aby jednotlivé objekty jeji metateorie (pojem
formule, ditkazu apod.) bylo moZno popisovat opét v rdmci aritmetiky; tohc do-
séhneme vhodnym koédovanim, tzv. aritmetizaci pouzitého formédlniho apardtu.
V rdmci této aritmetizace pfifadime nejprve jistd prirozend Cisla symboliim abecedy
S,, dal¥i &isla posloupnostem téchto symboll (specidlng: formulim) a dal3i isla
posloupnostem téchto posloupnosti (specidlné: dikazim). Toto pfifazeni objekti
a jejich Gadelovych disel je mozno provést vzdjemné jednoznacéné a efektivné.

Nejbeéznéjsi aritmetizace pfifazuje Godelova Cisla objektim formalni aritmetiky takto: nejprve
prifadi Cisla I aZ /7 symboltiim abecedy S 4 (napf. po radé tak, jak byly vyjmenovany v pfedcho-
zim odstavci, takZe symbolu 0 je pfifazenc Goédelovo Cislo 70 atd.); posloupnosti n symbolt,
resp. n posloupnosti, které maji po fadé ¢isla gy, ..., g, pfitadi Cislo 291 ... p, 97, kde p, oznaluje
n-té prvocislo. Ma tedy term (0) | za své Godelovo ¢isio 216 310 517 712; Ctendf si muaze
urcit Godelovo Cislo nékterého axidému &i dokonce ditkazu, ktery si sam sestavil. Pozna, ze Cisla,

ktera takto vznikaji, se daji jednoznaéné ,,dekddovat*® — a tuto skutecnost snadno pochepi,
i kdyZ praktické zachéazeni s nimi ho asi odradi cd dctailni relizace naSich rad.

Po provedeni aritmetizace jsme v pozici, kdy miiZzeme prakticky o viech dulezZitych
v€cech aritmetizovaného formdlniho systému (jimZz je v naSem piipadé formdlni
aritmetika) mluvit v Fe€i teorie &isel: vyroky a predikdty tykajici se formuli a formdl-
nich dikazu se stanou vyroky &i predikdty, které se tykaji jistych pfirozenych cisel.
Rada takovych metateoretickych tvrzeni md sviyj formdlni ekvivalent v jisté formuli
z F,. Tuto uvahu je moZno precizovat: predikdt P(xy, ... x,) intuitivni aritmetiky
povaZujeme za reprezentovatelny ve formdlni aritmetice, resp. v néjaké mnoziné¢ M
jejich formuli (M < F,), Ize-li najit takovou formuli X z F, (resp. z M) o volnych
proménnych a,, ..., a, tak, Ze pro libovolnd pfirozend ky, ..., k, plati: P(ky, ..., k,)
je pravdivy vyrok pravé kdyz

a...a,
K.k, XeT, (resp.e M),

a P(ky, ..., k,) je nepravdivy vyrok prdvé kdyz

a...a,
~ XeT, (resp.e M).
k ...k

n
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Uvazme nyni metateoreticky predikdt P(u, v) = ,,u je Gddelovym &islem n&jaké
formule o jedné volné proménné z F , (tuto formuli oznadme X,(x)) a v je Godelovym
¢islem formdlniho ditkazu formule X, (u)“.

Ddle sestrojme formuli (o jediné volné proménné x): ~VyY(x, y), kde Y(x, »)
oznaCuje formuli reprezentujici ve formdlni aritmetice metateoreticky predikdt
P(u, v). Nové& sestrojend formule md samozfejmé n&jaké Godelovo &islo, feknéme w.
Jaky smysl v interpretaci lze nyni pfisoudit vyroku formuli bez volnych proménnych
~VyY(w, y)? Tvrdi, Ze neexistuje ¢islo y (tedy neexistuje diikaz) formule o G. &isle w;
avSak w je G. Cislem prdavé uvazované formule. Tim jsme ziskali hledanou formuli Q.

V kostfe dikazu, ktery jsme provedli, bylo mnoho mezer; nejvdznéjsi — a v pod-
staté jedind, které se nemiizeme zbavit tim, Ze ji pfenechdme k doplnéni Ctendfi,
ktery nas sledoval az sem — zdlezi v pfedpokladu, Ze predikdt P(u, v) miiZzeme sku-
te¢né ve formdln{ aritmetice reprezentovat vhodnou formuli Y(x, y). I kdyZ se domni-
vame, Ze namitky proti tomuto tvrzeni nejsou nyni jiz tak silné jako na pocdtku tohoto
odstavee (kdy nebylo vibec jasné, jak je mozno do formdlni aritmetiky ,,vtélit
n&jaké podobné ,,nearitmetické obraty), je tfeba uznat, Ze po technické strénce je
tato &dst dtikazu daleko nejkomplikovanégjsi. Obvykle se dikaz opird o dve skutec-
nosti: 1. Predikdt P(u, v) je rozhodnutelny.

(Jak jsme se zminili v 2.1, d4 se tento pojem precizovat v ramci aritmetiky — napf. v teorii
rekurzivnich funkci: ukaze se, ze funkce rozhodujici predikat P sec muze ziskat z jednoduchych
funkci operacemi substituce a rekurze. Pii zvolené aritmetizaci jde o praci mravenci, ale v pod-
staté nijak slozitou.)

2. Vsechny rozhodnutelné predikdty jsou reprezentovatelné ve formdlni aritmetice
(tuto ¢dst ditkazu pienechal Ctendfi i Godel ve své slavné prdci [G]; pii této pfile-
Zitosti poznamenejme pro zajimavost, Ze pravé v této préaci se poprvé objevuje pojem
rekurzivni funkce, a to pro Gcely, o kterych je zde fe¢; obecnéjsi souvislosti tohoto
pojmu s teorii formdlnich systémd a teorii algoritm@ vyvstaly teprve pozdgji). Cito-
vané skutenosti umozZiuji nejen zpfesnit vyse provdadéné ivahy, ale umoZiiuji podi-
vat se z ,,modernéjsiho® a obecnéjsiho hlediska i na cely problém rozhodnutelnosti
a uplnosti:

Plati daleZité tvrzeni: je-li kazdy rozhodnutelny predikdt reprezentovatelny v néjaké
mnozing¢ M(M < F,), pak mnoZina M je nerozhodnutelnd. K dikazu uspofddejme
viechny formule o jedné volné proménné né€jakym efektivnim zptisobem v posloup-
nost: X,(x), X(x), X,(x), ... . Utvofme nyni mnoZinu K téch &isel k, pro né7 formule
X (k) patfi do M. Je-li rozhodnutelnd M, je zjevné€ rozhodnutelnd i K; podle pfed-
pokladii reprezentovatelnosti je tedy pro jistou formuli X,: n € Kpravékdyz X (n) e M
a n¢ K pravé kdyZ ~X,(n) e M. Dosadime-li do téchto vztahii p za n, dostdvdme
spor (opétné pouZiti obratu, ktery se traduje v literatufe o teorii mnoZzin pod ndzvem
Cantorovy diagondlni metody).

Z odvozené véty vyplyvd podle bodu 2. nahofe nerozhodnutelnost formdlni
aritmetiky. D4 se ukdzat, Ze potiebnou vlastnost reprezentovatelnosti maji i ndkteré

79



systémy ,.slabsi* (u nichz T < T,) a samozfejmé i systémy siln&si (T = T,): jaké-
koliv obohaceni pfedloZzeného systému formadlni aritmetiky o dodatené axiémy
nenapravi — pokud zachovdvdme syntaktickou bezespornost — jeji nerozhodnu-
telnost: je podstatné nerozhodnutelnd.

Od nerozhodnutelnosti se dostaneme snadno k syntaktické neuplnosti. Uvazme
nejprve, Ze musi existovat takovd formule X € F, Ze ani X ani ~X nepatii do T,
(fikdme, Ze formdlni aritmetika je klasicky neiiplnd): jinak bychom dovedli o libo-
volné piedloZené formuli X rozhodnout, zda patfi nebo nepatii do T, jednoduse tak,
Ze bychom postupné generovali viechny prvky T, (vime, Ze jde o mnoZinu genero-
vatelnou!) a narazili tak d¥ive nebo pozdé&ji na X nebo na ~ X. Pfiddme-li tedy jednu
z té&chto formuli k axidmim, nemiiZzeme dostat systém (klasicky, a tedy ani syntak-
ticky) sporny (pofdd za predpoklddané syntaktické bezespornosti pivodniho systé-
mu), coZ dosvédéuje, Ze formdlni aritmetika neni syntakticky uplnd. (Toto tvrzeni
bylo moZzno ziskat i bezprostiednéjSimi metodami uzitymi na zacdtku tohoto od-
stavee.) Prdvé ziskany vysledek lze opét pienést i na systémy siln&jsi: formdlni arit-
metika je podstatné neuplnd.

Béhem uvah tohoto odstavce jsme nékolikrdt zdaraznili predpoklad syntaktické
bezespornosti (sémantickou bezespornost nahlédneme snadno jako v pfipadech
teorii predchozich dvou paragrafii). Ctendt proto moznd ocekdvd, Ze se pokusime
uvést dikkaz této vlastnosti — v kazdém pripadé rozhodujici a podstatné. To vsak
neudéldme, a to nejen z diivodu pohodlnosti a z potieby ddt ¢tendii oddechnout.
Znamé dukazy skutecnosti, Ze formdlni aritmetika je syntakticky bezespornd, vyza-
duji totiZ pouZiti nefinitnich prostfedkt (Gentzentiv dlikaz pouzival napf. transfinitni
indukce): metodologickd cena takovych dikazt je oviem spornd; vyrdzeji klin kli-
nem. Aby dokdzaly bezespornost jedné teorie (formalizované), predpokldd.ji be-
zespornost druhé (intuitivni) teorie, kterd je dokonce podezielejsi neZ phvodni
(co se tykd uzZitych prostfedki). ,,Korektnimi finitnimi prostiedky se podafilo
dokdzat syntaktickou bezespornost jen C&dsti aritmetiky (u nichZ byla omeczena
funkce axiémit indukce apod.); naopak pro celou formdlni aritmetiku se podafi-
lo — opét Godelovi — dokdzat, Ze takovy dikaz nebude piili§ jednoduchy: neni
mozno ho vyjadiit zndmymi prostfedky z formdlni aritmetiky.

vrisy

Posledni tvrzeni nevyboluje piili§ z uvah pocatku tohoto odstavce. Podebné jako vyroky
o neuplnosti Ize i vyroky o bezespornosti reprezentovat v sametné formalni aritmetice. Godel
ukézal, Ze reprezentuje-li formule X tvrzeni,,formdlni aritmetika je bezesporna™, je X - Q € T,
(Q s vyznamem nahofe uvedenym; pfipomenme, Ze tam byl vyrok ,,Q ncni tormalné dokaza-
telné*“ dokdzan z pfedpokladu syntaktické bezespornosti), odkud snadno plyne X ¢ T ,.

V tomto odstavci byly citovany nékteré vysledky, které jsou zdvazné nejen z hle-
diska teoretické préace v logice a matematice, ale maji i dalsi vyznamy. Doufdme, Ze
dtendf jiz difive ziskal dojem, Ze prdce v daném formadlnim systému miize nékdy byt —
1épe ¢i hufe podle jeho vhodnosti k feSeni predloZeného tkolu — realizovdna na
islicovém poditadi vhodnych parametrti. Tak lze napf. na pocitaéi rozhodovat
o pravdivosti tautologii vyrokového poCtu a Cdsti tautologii predikdtového poctu

80



a odvoditelnych formuli formdlni aritmetiky; mnoZinu viech tautologii predikdtového
po¢tu a vSech odvoditelnych formuli formdlni aritmetiky lze aspoii generovat.
Pozndme v dalS$im odstavci, Ze i pro nerozhodnutelné formdlni systémy lze &asto
sestavovat vhodné algoritmy pro zpracovédni zadané problematiky strojem. Formdlni
aritmetika neni na tom tedy nejhli pfes svou nerozhodnutelnost; aviak intuitivni
aritmetika jako celek nemUZe byt plné modelovdna na Zddném poditadi, nebot
neexistuje uplnéji vystihujici formdlni systém. ,,Pesimistické* Godelovy véty (o pod-
statné nedplnosti a nerozhodnutelnosti formdlni aritmetiky) jsou tedy pesimistické
v tom smyslu, Ze ukazuji hranice moznosti mechanického a formdlniho zpracovédni
matematickych disciplin; na druhé strané jsou optimistické v dnes$ni dobé tim, Ze
nechdvaji oteviené cesty pro lidskou invenci — nemoznost formdlniho ditkkazu
nikterak neznamend nemoznost feSeni a nemoZnost presvédCivého ditkkazu vibec.

5.3. Strojové dokazovani v aritmetice

Zatimco pro vyrokovy pocet existuji velmi uc¢inné systémy pro rozhodovani, resp.
generovani odvoditelnych formulf (jeden z nich jsme poznali v odst. 3.3), pro predika-
tovy pocet dava prakticky realizovatelnou semirozhodovaci (pfip. pro specialni
pfipady: rozhodovaci) proceduru Friedmanové systém ¢i modifikace Gentzenova
(4.4, 4.5). Naproti tomu formalni systém, ktery jsme uvedli k popisu aritmetiky, mél
(podobné jako systém z 3.2 a pfima aplikace systému z 4.2) cenu pouze pro meta-
teoretickd vySetfovani: prima odvozeni slozitéjsich formuli z axiémi jsou v ném
prakticky neuskutecnitelna.

Je jasné, Ze pro vlastni prdci v teorii se obecné 1épe hodi systémy s pomérné velkym
potem axioml a pruznymi odvozovacimi pravidly a pfip. i s rozSifenym poctem
zdkladnich predikdt®, funkci a konstant. Obohatime-li vhodné v tomto sméru formal-
ni systém aritmetiky, zviétsime pravdépodobnost, Ze pouZitim vhodné strategie se
podafi najit ditkaz dané odvoditelné formule. Jindy je naopak moZno dokdzat o dané
formuli ~X, Ze v dané formdlni aritmetice neni odvoditelnd. Podafi-li se ndm totiz
napf. za predpokladu odvoditelnosti formule ~X bez volnych proménnych odvodit
spor (tj. napf. formule Ya ~Y), je odvoditelnd formule X a jeji ditkaz lze efektivné
sestrojit na zdkladé pfedpoklddaného cdvozeni sporu. (Obrat se opird o vyrokevou
tautologii (X —» (Y A ~Y)) > ~X.) Podobné plati i pro formule s volnymi pro-
ménnymi, kde oviem pii negovdni musime uvdZit platnost vztahu ~AxX(x) <>
< Vx ~X(x). Piesvéd¢ime-li sc takto o odvoditelnosti (a tim i intuitivni pravdivosti)
formule X, fekneme, Ze ji demonstrujeme.

Také pro odvozovdni sporit v rdmci formdlniho systému je moZno uZit rizné
ucinnych strategii. Jednu z takovych strategii — predstavuje jistou semirozhodujici
proceduru pro aritmetiku — navrhl Hao Wang [W, |; popiSeme stru¢né jeji funkei.

Predpoklddejme, Ze naSim tkolem bude demonstrovat néjaké formule odpovida-
jlci (v interpretaci; té se budeme ted z metodickych divodii astéji odvoldvat, i kdyz
plati zase: v pripadé potfeby vystaéime s pouhou syntaxi, srozumitelnou i tak nend-
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paditému zafizeni, jako je pocitad) tvrzenim, kterd se tykaji délitelnosti ptirozenych
éisel. Obohatime proto nd§ systém formadlni aritmetiky o zdkladni predikdty Py (y je
prvodislo), x[y (x d&li ), x > y (x je v&Si neZ y); neni t&Zké zapsat tyto predikdty
pomoci piivodnich zdkladnich — ¢dstecné jsme to dokonce udélali ve forme priklad
v 5.2. Nasim ukolem ted vSak neni redukce, nybrZz naopak rozsifeni vyrazovych
prostfedkii. K mnoziné axiomil priddme fadu formuli, jejichZ dokazatelnost je
patrnd (byla provéfena dfive); tuto mnozinu, je mozno bé¢hem odvozovéni rozsifovat;
je vhodné nazvat ji napf. soupisem znalosti. Soupis znalosti tak odpovidd (neustdle
rostouci) zdsobé znalosti matematika postaveného pred kol dokazovat matematickd
tvrzeni ze zvoleného oboru; v§imnéme si, Ze na kazdé etapé matematikovy préce je
tato zdsoba rovnéZ konecna a zpravidla nijak zvldst obsdhld ve srovndni s pamétovy-
mi moznostmi soucasnych pocitacii.

Pro nase tcely zahrneme do uvazované mnoziny napft.:

Z,: ~((x<x), Z;: (x<yAay<z)-ox<z,
Zy: x|x, Zg:o (xy) A (v]z) = (x]2),
Zs: ~PyoVx(I <x Ax<yAx[y).

Je také vhodné uzpusobit odvozovaci pravidla. Uvidime, Ze je moZno omezit se
na odvozovaci pravidla vyrokového poctu, jejich pruzné vyuZiti umozni dosdhnout
cile v rdmci niZe citované strategie. Nedélalo by zvldstnich potizi uvést explicitné
fadu vhodnych odvozovacich pravidel. Spokojime se vSak s tim, Ze jich budeme
uzivat, aniz bychom je vypisovali. Sitvace ve vyrokovém poctu je tak jednoduchd,
Ze ndm to snadno umozni — ostatné md Ctendi dobry vzor: odvozovaci pravidla
systému z 3.3.

M¢jme nyni za kol demonstrovat néjakou formuli obsahujici volné proménné
X, ¥, ..., tJ. odpovidajici n¢jakému tvrzeni, které plati pro libovolnou volbu cisel
X, y, ... . NaSe strategie spocivd v predpokladu, Ze tvrzeni je nepravdivé a Ze je tedy
mozné nalézt vhodny protiptiklad. Presnéji feCeno: budeme piedpoklddat, Ze existuji
néjakd (zatim blize neurdend) &isla, neurcené konstanty, které dosazeny za volné
proménné do negace dokazovaného tvrzeni ddvaji odvoditelnou formuli. Ze sporu,
ktery dostaneme, usoudime na odvoditelnost formule. Piitom v zdpisech vypoustime
obecné kvantifikdtory ve shod¢ s interpretaci volnych proménnych z 4.1, zatimco
promZnné vdzané existencnimi kvantifikdtory nahrazujeme neuréenymi konstantami,
o nichZ pfedpokldddme, 7e maji vlastnosti pozadované dokazovanym tvrzenim.
(Aby &tendf pochopil snadngji tento obrat, nechf siviimne, Ze napf. formuli
AxVryX(x, y) je mozno se zachovdnim sémantického vyznamu picpsat do tvaru
X(x, y(x)), kde y(x) oznacuje prvek, jehoZ existenci prvni formule tvrdi; tento prvek
oviem obecné zdvisi na x).

Pfiklad. Uvazme formuli x > 1 — \/y(Py A (p/x)).

Pro &islo m, které by tvofilo hledany protipfiklad, by tedy platilo m > 1 A (Py — ~ (y/m)).

Chceme-li co nejdiiv dospét k (predpoklddanému) sporu, vyuZijeme viech vlast-
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nosti ¢isel tvoficich protipfiklad. Kromé toho, Ze maji viechny vlastnosti ¢isel a viech-
ny vlastnosti dané formulemi, do kterych byly dosazeny, miiZeme vyuZit i n&jaké
jejich specidini volby: budeme ptfedpoklddat, Ze jsou to nejmensi &isla tvofici proti-
priklad.

Pro nas priklad tak dostavame dalsi formuli:

I < x A x<m-—>Pyx) A (»(x)/x) (m je nejmensi ¢islo nedélitelné Zadnym prvocislem; ke
kazdému Cislu x menSimu nez m jiz existuje ,,neuréena konstanta‘ y(x), kterd je prvocislem a déli
X).

Vlastni prdce zdleZi v realizaci vice ¢i méné€ jednoduchého algoritmu strategie. Tak
je mozZno napf. sestavit algoritmus na zdkladé pravidel: I. sepi$ jednotlivé podminky
pro nejmensi Cislo tvofici protipfiklad, II. zaved potiebné neuréené konstanty a dosad
je do predchozich formuli ditkkazu, III. aplikuj vSechna odvozovaci pravidla ke viem
dosud ziskanym vyrokam (formulim bez volnych proménnych); neurcen¢ konstanty
pfitom nepokldddme za volné proménné, IV. zatad do dikazu vhodné formule ze
soupisu znalosti (vhodné jsou ty, které maji tvar X — Y, kde X je vyrok obsaZeny
mezi jiz ziskanymi formulemi a v Y nejsou zddné funkce a predikdty, které se dosud
nevyskytly v dtikazu), V. hledej spor v dosud odvozenych formulich. Je nadgje,
Ze postupnym opakovdnim pravidel hledany spor skute¢né objevime.

Ilustrujme postup prace algoritmu na nasem prikladé.

V posloupnosti formuli dostavame postupné:
(1) m=> 1,
(2) Py =~ (y/m),
B)I<x A x<m->Pyx) A (y(x)/x).
Neuréencu konstantu m dosadime do predchozich formuli za x a y:
4) Pm—~ (m/m),
Gy I<mAm<m-—Py(m A (_v(m)/m).
Aplikaci odvozovacich pravidel se piesvéd¢ime o zbyte¢nosti formule (5) pro dal§i postup
(m -< m je nepravdivé; viz Z) a z formule (4) dostaneme (viz Z;):
(6) ~Pm.
Opétnym uzitim odvozovacich pravidel vySkrtneme (4) (srv. (4) a (6)); z Z5 déle obdrzime:
() ~Pm —\x(I < x A x<mA (x/m)).

Z (6) a (7) dostaneme po znamé jiz ndhradé proménné vazané existencnim kvantifikatorem
ncurcenou kenstantou:
(8) 1 < x(m) A x(m) < m,
9) x(m)/m.
Ponévadz x(m) je novd neurCena konstanta, dosadime ji do piredchozich formuli (2), (3) na
misto volné proménné:
(10} Px(m) — ~ (x(m)/m),
(1) I < x(m) A x(m) < m — Py(x(m)) A ((x(m)/x(m)).
Podobné jako prve dostavame z (9) a (10):
(12) ~Px(m).
Z (8) a (11) odvodime:
(13) Py(x(m)),
(14) y(x(m))[x(m).

83



Podle (9), (14) a Z, miizeme psat:
(15) y(x(m))/m.
Konecné dosazenim neurcené konstanty y(x(m)) do (2) a (3):
(16) P(y(x(m))) — ~ (¥(x(m))[m),
A7 (I < ¥(x(m)) A (Y(x(m)) < m) — Py(y(x(m)))/y(x(m)).
Podle (15) a (16) tedy:
(18) ~Py(x(m)).
Na této etapé se uplatni posledni pravidlo algoritmu: formule (18) a (13) ukazuji, Ze existence
protipfikladu je nemozna; pivodni formule je tedy demonstrovana.

N4s popis prdce s formdlnim systémem, podany v tomto odstavci, md samozfejmé
daleko do formy bezprostfedné pouZitelné k naprogramovéni. Ze se zde viak tato
moznost ukazuje, je snad patrné. Budoucnost ukdZze, do jaké miry se podobné obraty
ukdzi G¢inné. A to jak pro aritmetiku (v [W ] se ukazuje, jak je moZno uvedenou
metodou dokdzat i jiz pomé&rné zajimavd tvrzeni; nap¥. o tom, Ze rovnice x> — 2 = (
nemd feseni v oboru raciondlnich ¢isel), tak pro jiné formdini systémy.

Prehled, ktery jsme se snazili podat v tomto ¢ldnku, by nebyl uplny, kdybychom
se aspon stru¢né nezminili o dalsich mozZnostech, které se ukdzaly byt schadné pfi
aplikacich formdlnich systémi pro prdci v matematickych teoriich. Byly vypracoviny
riazné metody, které umoznily prakticky efektivni hleddni dikazi vét elementdrni
geometrie (Gelertner), symbolické (ne numerické) integrovdni (Slagle), TeSeni Sa-
chovych uloh aj. [Ze jde v podstaté o prdce ve ,,formdlnich systémech®, je nasnadé
(viz [C])]. Tyto metody spadaji do Sirokého proudu heuristiky a koncepce umélé
inteligence (artificial intelligence) srov. sbornik [C]) a zdlezi v nahrazovini bez-
nadé&jného probirdni viech mozZnosti (tzv. ,,British museum method*) obraty, které
pripominaji lidskou invenci a zruénost. Budou se ziejmé ve stdle vétsi mife uplatiiovat
v rliznych slozkdch vyzkumu. Formdini systémy, zavedené a vysetfované jesté pred
druhou svétovou valkou v matematické logice pro znac¢né abstraktni ucely meta-
teoretického vyzkumu, mohou v nedaleké budoucnosti prokdzat cennou sluzbu
viestrannému rozvoji védeéni.
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Poznamka. Prosime Ctenafe, aby si opravil nepfijemnou tiskovou chybu v 1. ¢asti ¢lanku,
str. 336, 3. . zdola: Z; : Q o P; Q; R; na str. 331, 12. f. zdola ma dale byt 23 misto 23 a na str.
331, 9. f. zdola ma byt ,,,,jestlize Q, pak R*‘ pravdivy,‘ misto ,,,,jestlize Q, pak R*‘ nepravdivy,*.
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