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| POKROKY_V_
MATEMATIKY, FYSIKY A ASTRONOMIE
.ROCNIK T CISLO 2 '

P. S. ALEXANDROV

0 POJMU PROSTORU V TOPOLOGII

Tento pFispévek byl prednesen na schizi Madarské akademie véd na podest
150. vjjro&i narozeni Janose Bolyale ve dnech 14.—18. 12. 1952. Byl
publikovdn pod nédzvern O NOHATMM IPOCTPAHCTBA B TOMOJOIMM v »Acta Math.
: Acad. Sci. Hungaricae«, sv. V, Supplementum, 1954, str. 43—60. -

Bfekladatel .

Jednim ze zikladnich disledkd vzniku neeuklidovské geometrie bylo poznini
toho, %e systém euklidovské geometrie neni jedingm mo¥nym geometrickym
systémem. Tak vznikla otdzka studia rozli¢nych soustav geometrickych dtvart,
vyhovujicich riznym soustavim axiomd. Riizné soustavy geometrickych ttvard
(,,variety’‘ nebo ,,abstraktn{ prostory*‘) jsou pfedmétem studia riznych geomet-
rickych disciplin (réznych ,,geometrii*‘). . ’

V tomto pfispévku se budeme zabyvat t&mi axiomaticky zavedenymi geo-
metrickymi' vztahy, které se nazyvaji topologické, a jejich¥ studiem se zabyvi -
topologie. S )

. Prvni, kdo se pokouSeli vybudovat axiomaticky topologické pojmy limity a spo-
jitosti, byli francouzsky matematik Maurice Fréchet a' vynikajici madarsky
matematik Frigyes Riesz, a to pfibli¥n& soufasné kolem r. 1906. Fréchet ve své
. disertacil) zavedl mezi jinym pojmy metrického prostoru, kompaktnosti a
Uplnosti, které se sfaly trvalou sou&ist{ matematiky; krom& toho se zde
Fréchet &astéji pokoudi dospét pfimo k pojmu topologického prostoru, bez
uZit{ pojmu vzdilenosti, ‘t.j., zavést axiomaticky zékladni topelogické pojmy '
{hromadny bod mnoZiny?), spojitost zobrazeni]. Aviak v tomto sméru Fréchetiiv
pokus nebyl dspéSny; mezi mnohymi navr¥enymi variantami definice topo-
logického prostoru ani jedna nebyla zdafild. Na druh¢ strané ptibli#né soudasn&
formuluje F. Riesz?) axiomy topologického prostoru tim, ¥e axiomatisuje pojem
hromadného bodu; pfichizeji tak ke tfidé topologickych prostord, které pod

- ndzvem T -prostory jsou bé%né v soulasné topologii. '

Tedy prvni, kdo zavedl pojem topologického prostoru, byl .F. Riesz.
Zajimavé je, %e Riesz podal pfimou axiomatiku topologického prostoru, t.j.
uZitim jen topologicky invariantnich pojmd (v nalem pfpadé vztaht mezi

- ... M. Fréchet, Thése, Sur lquesT points du calcul fonctionnel, Rend. Circ. Mat.

di Palermo, sv. 22, 1906, str. 15. (Pozn. gfekl.) .

. %) Na této strince u¥ivi Alexandrov béinéjiitho nizvu predéingja toéka -(hromadny
bod) misto sprivnéjiho toéka prikosnovenija (bod uzivéru). (Pozn. prekl.)

%) F. Riesz, Stetigkeitsbe rifr und abstrakte Mengenlehre, Atti dzl IV Congr. Int.
dei Mat., sv. II, Roma 1909. (Pozn. pFekl.) S
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mno#inou a mnoZinou jejich hromadnych bodl), a bez pouZiti jakéhokoli po-

“mocného aparitu (jako na pf. dplné soustavy okoli). Pravé na tomto poslednim
pojmu byla zalo¥ena axiomatika topologickych prostort Hausdorffem r. 1914
v-jeho znidmé knize o theorii mno%in.4) Hausdorffovymi axiomy je definovina
tf{da prostord, které se nyni nazyvaji hausdorffovskymi nebo T,-prostory.
Tvof{ tfidu uZ${ ne¥ je tfida Rieszovych T- prostoru, li¥i se-silnéj$im t. zv.
Hausdorffovym axiomem oddélitelnosti.

V dne3ni dobé se ji¥ ustilila klasifikace topologickych prostort podle axiomii
oddélitelnosti. Pojem topologického prostoru v 3ir$im smyslu") nepfedpoklidi
¥4dny axiom oddélitelnosti: topologickym prostorem rozumime mno¥inu jakych-
koli prvkd (které nazveme body tohoto prostoru), kde jsou dile vybriny nékteré
podmnoZiny (které nazveme otevfenymi mnoZinami daného prostoru); pfitom
¥4didme, aby byly splnény tyto axiomy topologického prostoru:

Sjednoceni libovolného systému a priinik koneéného systému otevfenych mnoZin
jsou otevfené; cely prostor a prdzdnd mnoZina jsou oteviené mnoZiny.

Uzavienou mno¥inu pak definujeme jako komplement oteviené. Pak zfejmé
uzaviené mnoZiny vyhovuji této podmince: Prinik libovolného systému a sjedno-
ceni koneéného systému uzavienych mnoZin jsou uzavfené; cely prostor a prizdna
mno¥ina jsou uzaviené mnoZiny. Odtud plyne, Ze prunik vSech uzavienych
mnoZin prostoru R, které obsahuji danou mnoZinu M, je zaroveit nejmenS$i uza-
vienou mnoZinou M, kterd obsahuje mno¥nu M; M nazveme uzivérem mno-
¥iny M, body z M nazveme body uzivéru mnoiny M.

Operace tvofeni uzdvéru, kterd tedy ka¥dé mno%iné M pﬁfazu;e jeif uzivér M,
vyhovuje témto podminkim: (1) M,° My=M,° M,, 2 M ¢ M, (3) M=M,

" (4 @ = g (2 je prizdnd mnoZina). _

Bylo by mo#né definovat topologické prostory jako takové mnoZiny R, v kterych
ka¥dé podmnoZiné M je pfifazen jeji uzivér M tak, aby byly splnény podminky
(1) — (4); uzaviené mnoZiny by se pak definovaly jako mnoZiny, které se rovnaji
svému uzivéru, a otevfené mnoZiny jako jejich komplementy. Takto definované’
topologické prostory jsou pravé ony, které jsme ji¥ definovali pouZitim otevie-
nych mnoZin. Timto zptisobem zavedl pojem topologického prostoru Kura-
towski (1922)8), ktery je tedy autorem definice nejobecnéjSich topologic-
kych prostord dnes studovanych.?)

Postupné zuXovini tfidy topologickych prostorii se provddi zavddénim stile
silnéj§ich axiomii oddélitelnosti. Nazvéme okolim mnoZiny (nebo bodu)-libo-
volnou otevfenou mno¥inu obsahujici danou mno%inu (dany bod). Rada axiomd
aoddélitelnosti se- nyni formuluje takto:

Axiom T, (Kolmogorov). Alespoii jeden z libovolnych dvou rdznych bodt
prostoru ma okoli, které neobsahuje druhy bod.8) .

‘) F. Hausdorff, Mengenlehre (jen prvni vydéni r. 1914). (Pozn. pFekl.)

%) Nazev: T-prostor. (Pozn. pFekl.)

®) K. Kuratowski, Sur l'opération A de I'Analysis Situs, Fund. Math., 35, 1922,
str. 182—199, (Pozn. ptekl.)

‘) Studium obecnéjSich grostorﬁ (na pf. E. H. Moore, K. Koutsky jako pfedsta-
v\(rgele d;oltxl )smérﬁ) je spiSe zkoumdni pomocného aparitu nebo rozborem axiomda.

ozn. pte

®) Prof. Cech snad prvai poukézal na to, ¥e ke ka¥dému T-prostoru R existuje To-
prostor S takovy, Ze R = S_pravé kdyZ R je T,, a e topologie prostoru R se redukuje na
t(%polcguf ?‘ic;stem S. (BE. Cech, On bicompact spaces, Ann. of Math., 38, 1937, 823.)

ozn. pfe

134



Axiom T, (Riesz). Ka¥dy z libovolnych dvou riznych bodii prostoru mé
okoli, které neobsahuje druhy bod.

Axiom T, (Hausdorff). Libovolné dva riizné body prostoru maji disjunktni
okoli.?)

Axiom Ts. Ka¥dd uzavfend mno¥ina a v ni nelefici bod maji disjunktni
okol{,10)

Axiom T, Libovolné dvé disjunktni uzaviené mnoZiny maji disjunktni
okoli.11) .

Riesziiv- axiom T, je ekvivalentni s po¥adavkem, aby jednobodové mnoZiny
byly uzaviené; proto z oddélitelnosti (okolimi) uzavienych mnoZin neplyne
jesté oddélitelnost bodi. Abychom ptili§ nekomplikovali celou klasifikaci, na-
‘zveme T,-prostory, neboli Rieszovymi prestory, ty prostory, které splituji
axiom T,; prostory, které kromé T, spliiuji je$t€ axiomy T, nebo T,, nazveme
T;-prostory, resp. T,-prostory. Tg-prostory se také nazyvaji reguldrni, T,-pro-
story normdlni, - .

Vedle oddélitelnosti okolimi, kterd byla zikladem privé uvedené klasifikace,
existuje je§té jiny druh oddé&litelnosti, t.zv. funkcionilni oddélitelnost.
Rekneme, %e dvé uzavfené mnofiny F, a F, v T,-prostoru R jsou funkcionilnd
oddé&litelné, existuje-1i spojitd redlnd funkce f12), definovanid na R a takovi, Ze
pro x €Fyjef(x) =0, pro x € Fyje f (x) = 1 aproviechna x €Rje0 < f(x) < 1.

P.S. Uryson dokdzal dileZitou vétu (Urysonovo lemma)!%) o tom, Ze v nor-
-mdlnim prostoru disjunktni uzavfené mnoZiny jsou funkciondlné oddélitelné. ProtoZe
zfejmé ka¥dé dvé funkcionilné oddélené mnoZiny jsou také oddélitelné okolimi,
plyne z Urysonova lemmatu toto: po¥adavek funkcionilni oddélitelnosti ka%dé
dvojice disjunktnich uzavfenych mno#in je ekvivalentni oby&ejné oddélitelnosti
okolimi. Ziddme-li v3ak jen, aby ka%dy bod T,-prostor byl funkcionilné od-
délitelny od ka¥dé uzaviené mnoZiny jej neobsahujici, dostivime novou tfidu
prostorsi, kterd se stala velmi dile¥itou; je u¥$i ne¥ t¥ida regulirnich, a $ir$i ne¥
tfida normiélnich prostord. Tyto prostory definoval v r. 1925 A. N. Tichonov4)
pod nizvem dpln€ reguldrn{ prostory. Nazyvime je také T,-prostory nebo
tichonovské prostory. Vyznam tichonovskych prostort je zfejmy v souvislosti
s theorii bikompaktnich prostorii, kterou se budeme zabyvat dile; souvisi to
s faktem, %e iplnd regularita prostoru je, na rozdil od normilnosti, vlastnost

’) Systém mnoZin je disjunktni, kdy% jeho rizné mnoZiny maji prﬁzdn} pranik.
(Pozn. ptekl.) .

fl;c)l )L Vietoris, Stetige Mengen, Monatshft. f. Math. u. Phys., 31,.1921, str. 173. (Pozn.
prekl. : .

D;;) H. Tietze, Beitrige zur allgemeinen Topologie, Math. Ann., 88, 1923, str. 301,
e: .

Axiom T, Ka%d4 dvojice mnoZin X, Y takovs, e (X n V) v (X 0 V) =o mi
disjunktni okoli. (Prostory dédi¢n& normdilni{ — Alexandroff, Hopf, Topologie I.)
Dal8i klasifikace (prostory dokonale normilni, parakompaktni) se neprovddi pomoci
oddélitelnosti. (Pozn. pfekl.) :

%) Zobrazeni f topologického prostoru X do topologického prostoru Y nazveme
spojitym, kdyZ mnoZina vzord (,,uplny zpétny obraz) ka¥dé oteviené mnoZiny je
otevieni; redlnd spojitd funkte na X je spojité zobrazeni tohoto prostoru do &iselné osy.
. 1) T.zv. Urysonovo velké lemma — Uber die Madchtigkeit der zusammenhdn-
genden Mengen, Math. Ann., 94, 1925. (Pozn. pfekl.)

¥) A.N. Tichonov, Uber ein Metrisationssatz von P. Urysohn, Math. Ann., 95,
1925, str. 139. (Pozn. p¥ekl.) .
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t.zv. d&di¢néa (t.j., spliiuje-li ji dany prostor, spliiuje ji také ka¥di jeho pod-
mno%ina). 15)

Dalsi zuZovani pojmu topologlckeho prostoru postupuje dvéma dplné raznymi
sméry: prvni spolivd v poZadavku, aby v prostoru existovala spocetna baselS).
Podle fundamentilni véty P. S. Urysona existence spoetné base je nutnou a posta-
Eujici podminkou pro to, aby normdlni prostor byl homeomorfni s podmnoZinou
Hilbertova prostoru.l?)

JestliZe kromé spodetné base a normality poZadujeme je$té koneénou dimensil8),
dostdvime nutnou a postalujici podminku pro to, aby topologicky prostor byl
homeomorfni s podmno#inou euklidovského prostoru té¥e dimense.19)

Dospivime tak k feSeni prvniho zikladniho problému obecné theorie topo-
logickych prostorii — otdzky ,,logického sestupu’’ od nejobecnéjSich utvarg, totiZ
topologickych prostori v S$ir§im smyslu, k bodovym mnoZinim Hilbertova
a euklidovskych prostorti: pedminky normality (dokonce regularity®)) a existence
spoletné base 1iplné charakterisuji s topologického hlediska podmnoziny Hilbertova
prostoru; regularita, spoCetnd base a konefnd dimense charaktensuji podmnoZiny
euklidovskych prostorii.

S otizkou topologické charakterisace ,,elementirnich’* bodovych mnoZin (t.j.
podmnoZin Hilbertova a euklidovskych prostorti) tésné souvisi druhy zikladni -
problém theorie topologickych prostord, problém metrisace, ¢im rozumime
nalezeni nutnych a postadujicich podminek pro to, aby topologicky prostor byl
homeomorfni s metrickym prostorem. ProtoZe kaZdy metricky prostor je normalni, -
a protoZe Hilbertiv prostor je metricky, lze pravé uvedenou Urysonovu vétu
formulovat takto:?1) Nutnd a postaéujici podminka pro to, aby prostor se spoletnou
basi byl metrisovatelny jest, aby byl normdini.

Obecny problém metrisace (bez pfedpokladu spoéetnostx base) nebyl po tficet
let vyfeSen, pfes mnohé pokusy riiznych autord. OvSem nejednou bylo udino

%) KaZ%d4 podmnoZina M topologického prostoru R je sama topologickym prostorem,
definujeme-li mnoZiny oteviené v M jako ty, kterd jsou prinikem M s nékterou otevienou
mnoZinou prostoru R.

1%) Basi topologlckého prostoru R nazveme kaZdy systém B otevienych mnoZin,
ktery splfiuje toto: ka¥d4 oteviend mnoZina v R je sjednocenim nékterych mnoZin ze
systému B.

17) Dva topolog1cke prostory jsou homeomorfni, kdy¥ existuje zobrazeni f jednoho
na druhy takové, Ze f i inversni f—! jsou spojité; f pak nazveme homeomorfii nebo
topologickym ZzZobrazenim. Hilberttiv prostor H sestivid ze vSech posloupnosti

x = {&) takovych, %e X |&n|® konverguje, a s metrikou VZT {& — na|%
Prostor P s funkci (,,metrikou*) ¢ nazveme metrickym, kdyZ (1) pro x, y €P je
g (x, y) konelné reédlné &islo, (2) o (x,y) =0 pravé kdyZ x =y, (3) e (%, ¥) + 0 (2,¥) =
= o (x, z). Metricky prostor tOpOlOngU]eme na pf. tim, Ze za basi prohlésime systém
viech konednych pranikd mnoZin V (x, &) (kde x € P, e > 0), pii ¢em% V (x, &) sestava
ze viech y €P s ¢ (x, ¥) < &. (Pozn. piekl.)

%) Theorie dimense neni pfedmétem tohoto pfispévku; pfipomenu jen induktivni
definici dimense. Prazdnd mnoZina necht mé dimensi — 1; nechf jsou ji¥ definoviny
prostory dimense = n — 1. Rekneme, Ze topologicky prostor R mi dimensi n, existuje-li
v ném base, jeji¥ elementy maji hranice dimense = n — 1, a zirovesi neexxstule ‘base,
jejiZ elementy by mély hranice dimense =n — 2. Hranici otevrené mnoZiny G pfitom

rozumime mno%inu G — G.

19) Euklidovsky prostor dimense n, E®, sest4v4 ze vSech posloupnosti x = { & |} s me-
trikou ¢ (x,y) = V27| & —nk|® (Pozn. pfekl.)

1) Jak dokdzal Tichonov (1. c.), regulérni prostor se spoletnou basi je normélni.

) zv. Urysonova metrisalni véta (Uber die Metrisationsprobleme, Math.
Aan., 94, 1925, str. 309. (Pozn. pFekl.)
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¥eleni formélni (prvni z nich P. S. Alexandrovem a P. S. Urysonem v r. 1923),%2)
aviak #adné £ nich nemohlo byt pova%ovino za zdafilé a koneéné, protoZe pfed-
lo%ené podminky byly té¥kopidné a umélé. Ke konetnému a ve vSech smérech
vyhovujicimu vysledku dospél v r. 1950 mlady sovétsky matematik J. M. Smir-
nov.2s)

Nazvéme libovolny systém podmnoZin daného topologxckého prostoru lokdlné
koneénym, jestli¥fe ka¥dy bod prostoru méi okoli protinajici nejvySe konelny
polet mno%in daného systému. Smirnovovu vétu lze nyni formulovat takto:
K tomu, aby topologicky prostor byl metrisovatelny, je nutné a staéi, aby byl reguldrni
a aby .nékterd jeho base byla sjednocenim spoletné mnoha lokdlné koneénych systémii
otevienypch mnoZin. Specidlnim pfipadem této skvélé véty je metrisaéni véta
Urysonova: Proto¥e spofetnd base je zfejmé spoletnym sjednocenim systémd,

. z nich¥ ka¥dy sestiva pfavé z jedné mnoimy, nutnou a postaé‘u][ci podminkou
metrisovatelnosti prostoru se spoletnou basi je jeho regularita.

Nutnost Smirnovovy metrisaéni podminky plyne'ihned z toho, %e ka%dy metricky
prostor je parakompaktni (jak dokizal Stone),?¥) co¥ znamend, %e do ka¥dého
pokryti metrického prostoru 1ze vepsat lokidlné koneéné pokryti.25) Postalitelnost
podminky se dokazuje zptisobem, ktery je sim o sobé zajimavy. J. M. Smirnov
dokazuje toti¥, ¥e ka¥dy topologicky prostor R vihy 7,28) vyhovujici uvedenym
podminkim, je homeomorfni s podmno¥inou zobecnéného Hilbertova prostoru
H* vdhy 7.%%) Hledané topologické zobrazeni prostoru R do prostoru H® se se-
strojuje takto: Pfedeviim se doki¥e, ¥e ze Smirnovovych. metrisanich pod-
minek plyne nejen regularita, ale dokonce normalita, a ¥e ka¥d4 uzavieni mno%ina
je prinikem spoletného systému otevienych mno#in,28) a tedy je mnoZinou
viech nulovych bodt nékteré redlné spojité funkce na R.

Volme nyni v R nékterou basi p, kterd je spoletnym sjednocenim lokdlné
kone&nych systémi pn = {I'nq} otevfenych mnoZin I'y,. Oznaéme @ mnoZinu
viech dvojic 8 = (n, «), které jsou indexy elementti I'y, base . Podle pfedpo-
kladu ke ka¥dé I',, existuje spojitd funkce p,o takovd, %e pro viechna x € R je
0< pra () £ 1, a jeji% nulové body jsou pravé viechny body mno¥iny R — I'ng’
ProtoZe systém 5 je lokdlné koneény, pro dané n a x € R je jen koneéné mnoho
hodnot pnq (x) riznych od nuly. Tedy fada 1 -+ 2y p2, (x) mé smysl pro kaZdé

%) Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une classe (L) soit une classe (D),
Comptes Rendus, 177, 1923, str. 1274. (Pozn. p¥ekl.

’3) V seznamu llteratury na konci €lidnku [41

%) M. H. Stone, Bull. Am. Math. Soc., 54, 1948, str. 977. (Pozn. piekl.)

"’) Pokrytim rozumime v dal§im systém otevfenych mnoZ%in, jeho% sjednoceni je
cely prostor. Rekneme, %e pokryti B je vepsdno do pokryti «, jestli¥fe kaZd4 mnoZina
Z B je obsaZena v nékteré mnoZiné z «.

. %) Vahou topolognckého prostoru nazyvime nejmen$i kardinilni &islo 7 takové, %e
v daném prostoru existuje base mohutnosti 7. Tedy na pf. prOStory se spoéetnou basi
jsou prostory vihy. 8.

%) Zobecnény Hxlbettuv prostor H* vihy 7 se konstruu)e ‘takto ¢ éIeho body jsou
funkce & (0) definované na libovolné mno%iné @ mohutnosti 7, které je$té¢ vyhovuji
témto. podminkdm: (1) hodnoty funkce £ (6) jsou reilnd &isla, kterd viak jsou nenulova
jen pro spoletné mnoho hodnot proménné 0; }2) fada Zpeo (£ [6])* konverguje. Tak
jako v .obylejném. Hilbertové prostoru fada Zseo (£[0] — 7n[6])*> konverguje pro

ka%dou dvojici bodii £, 7; nezdporné &islo VZseo (£{6] — 7 [6])* nazveme vzdélenosti
bodu &, 7; snadno se doki¥e, %e takto definovani vzdilenost vyhovuje vem axio-
mim metrického prostoru.
*®) T.j., prostor je dokonale normdlni; nésledu;e jedna véta N. Vedenisova
gur les ,;ozlct)zons continues dans les espaces topologlques. Fund. Math., 27, 1936, str. 234,
ozn. pfe
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Pna (X)

V1 % X, p2, (x)
jsou definovany a spojité na R, p¥i tem% Xy g2, (x) < 1, 2 (qna (X) — qra (0)2) < 2.
Polo¥me nyni §,4(x) = 2—Rgpq(x). Je-li x libovolny bod prostoru R a probiha-li
0 = (n, ) mno%inu O, je zfejmé, Ze &,4(x) je bod prostoru H?, ktery ozna&ime
f (x). Lze nyni dokdzat, Ze takto sestrojené zobrazeni f prostorit R do H® je topo-
logické; to je pravé Smirnovova véta. Poznamenejme je$té, %e lze snadno sestrojit
pfiklad hausdorffovského nereguldrniho prostoru s basi, kterd je spodetnym
sjednocenim lokilné kone¢nych systémd.

Z mnoZstvi praci poslednich nékolika let, pojedndvajicich o otizkich abstraktni
topologie (jak se nékdy nazyvd theorie topologickych prostord,??) vétdina né-
jakym zptisobem souvisi s pojmem bikompaktniho prostoru. Jak je znémo,
topologicky prostor nazyvime bikompaktnim, je-li v ném splnéna t.zv. véta -
Borelova-Lebesgueova, podle které ka¥dy systém otevienych mnoZin, ktery po--
kryva cely prostor, obsahuje koneény podsystém, ktery také pokryva cely prostor
(,»z kaZdého pokryti 1ze vybrat kone&né pokryti‘). Bikompaktni prostory lze také
definovat jako prostory, v nich¥ ka¥dy (p¥ipadné nespoletny) dobfe uspofidany
klesajici systém neprdzdnych uzavienych mnoZin mi neprizdny prinik; a také
jako prostory, v nich¥ ka¥d4 nekone&nd mno¥ina mi alespoi jeden bod ,,totdlni
kondensace’. Pfitom bodem totilni kondensace nekoneiné mno¥iny M rozu-
mime bod, jeho¥ ka¥dé okoli mi prinik s' M té¥e mohutnosti jako mi M.

Mezi bikompaktnimi prostory nejzajimavéj$i a nejdileZitéj$i jsou b1kompaktni ’
hausdorffovské prostory, nazyvané prosté bikompakty.

Viechny bikompakty jsou normilni, a mohou byt charakterisoviny jako nor-
maln{ prostory uzaviené v ka¥dém normilnim nadprostoru; jsou dokonce uzaviené
v kazdém hausdorffovském nadprostoru,®) a naopak regulirni H-uzavieny prostor
(nebo jen uzavfeny v kaZdém regulérnim nadprostoru) je bikompakt. Haus-
dorffovsky H-uzavfeny prostor nemusi byt bikompaktni. PoZadujeme-1i v3ak,
aby nejen sim hausdorffovsky prostor R, ale také ka¥di jeho uzavfeni pod-
mno%ina byly H-uzaviené, pak R je opét bxkompakt 31)

Ziklady theorie bikompaktnich prostord byly poloZeny P. S. Alexandrovem
~a P.S.Urysonem v prici ,,O kompaktnich topologickych prostorech’ pfed
tficeti lety.32) Dal$i rozvinuti této theorie nalézdme pfedevsim v pracich A. N,
Tichonova, ktery v nich zavedl svoji zndmou definici topologického soudinu
libovolného poltu topologickych prostor(i®®) a dokizal duleZitou v&tu o tom,
%e soulin libovolného poétu bikompakti je opét bikompakt. -Tichonov mezi
jinym zafal zkoumat svoje ,kvadry“,. t.j. bikompakty, které jsou topologickym

x €R a je kladnou spojitou funkei na R. Pak i funkce g¢nq(x) =

2) U nis je beiné)éi »mnoZinova topologie‘. (Pozn. p¥ekl.)

3%) Prostor uzavieny v ka¥dém hausdorffovském nadprostoru nazyvime H-uzavieny.
(Pozn Tpfekl)

31) to obti¥nou vétu, formulovanou jako hypotésu P. S. Alexandrovem a P. S.
Urysonem, prvnf dokizal M. H. Stone; jednodussi, ale stile je$té velmi sloZity dikaz
bylspotom podin S.V.Fominem.

V. Fomin, Extensions of topological spaces, Ann of Math., 44 1943, str. 471.
Pozn prekl.)
3%) Mémoire sur les espaces topologi ques compacts, Ver. Kon. Akad. v. Wetens 1. sekce,
sv. X1V, 192, str. 1. (Pozn. pfekl.)

%) Jsou-li pro a €4 R, topologické prostory, pak )e;xch topologicky (tichonov-
sky) soudin P, R, je topologicky prostor, jehoZ body jsou zobrazeni & («), kde « € 4,
E()ERy, a base sestaviz mnoZin G = (Go, » - . -, Ga, ), kde & € G privé kdyZ

&(ax) €Gay a Gy, jsou oteviené v Ry, . (Pozn. pfekl.).
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soudinem soustavy libovolné dané mohutnosti uzavfenych intervald. Dokizal, Ze
tyto kvadry jsou universdlni v tomto smyslu: KaZ2dy ipliné reguldrni prostor libo-
volné vdhy v je homeomorfni s podmnoZinou tichonovského kvddru téZe vdhy, t.j.,
s podmnoZinou tichonovského soulinu ¥ exempldfi intervalu <0,1>. -

Uvédomime-li si, ¥e bikompakty jsou normilni, a ¥e dplna regularita je dédi¢ni
vlastnost, odvodime snadno z privé vyslovené Tichonovovy véty ,,0 vloZeni*
dal3i daleZity vysledek: KaZdy upiné reguldrni prostor, a prdvé jen uplné reguldrnt
prostory jsou homeomorfni s podmnoZinami bikompaktii.

Tichonovova véta o vloZeni je zobecnénim Urysonovy véty o vloZeni (iiplné&)
regulirniho prostoru se spofetnou basi do Hilbertova kvidru3$) — tento kvidr
je tichonovskym kvidrem vdhy N,. Urysonova véta, jeji zobecnéni Tichonovem,
a Smirnovova metrisaéni véta ukazuji, jak neoddélitelné jsou spjaty nekoneéné roz-
mérné koordindtni prostory a tedy i redlnd Cisla s oblasti abstraktni topologie, zddnlivé
uplné nezdvislou na pojmu redlného Eisla; spoleénym zikladem je skvély vysledek
Urysondv, ktery jsme nazvali- Urysonovym lemmatem. ,

Pojem topologického nidsobeni ve smyslu- Tichonovové vedl ke studiu dal$ich
duleZitych prostord, sestrojovanych jako topologické soudiny. Z nich pfipome-
neme prostory D* — diskontinua vdhy Tt — t.j. souliny exemplifd prostoru
sestdvajiciho z dvou isolovanych boda (,,0by&ejny dublet*’), a prostory F°, které
jsou soudiny t exempldfd ‘prostoru nazvaného souvisly dublet3’). Tim se
rozumi{ jediny souvisly T-prostor sestivajici z dvou bodii: jeden z nich tvofi
jedinou netrividlni otevienou mnoZinu (a tedy druhy tvofi jedinou netrividln{
uzavfenou mno%inu). Prostory D® a F* jsou universilni v tomto smyslu: KaZdy .
T,-prostor vahy 7 je homeomorfni s n&¢kterou podmnoZinou prostoru F, a tudi¥3%)
je prostym spojitym obrazem né&které podmnoZiny prostoru D”; ka%dy bikompakt
véhy T je spojitym obrazem nékteré uzaviené podmmnoZiny prostoru D",

Jak je zndmo, ka¥dy kompakt (t.j. bikompakt spoletné vihy) je spojitym
obrazem Cantorova diskontinua DRo; pro 7 >y, viak nejsou viechny bikompakty
véhy T spojitymi obrazy celého.prostoru D*; ty bikompakty, které jsou spojitymi
obrazy diskontinui D*, se nazyvaji dyadické bikompakty; zfejmé tvofi nej-
men$i tfidu prostoril, kterd obsahuje oby&ejny dublet a kterd je uzavfena pfi
operaci spojitého zobrazeni a topologického soulinu. Tato t¥{da si zasluhuje
zvla§tniho zkoumini; dyadické bikompakty maji mnoho dile¥itych vlastnosti,
z nich¥ né&které urdil N. A. Sanin.%?) Na pfiklad ka¥d4 uspofddani mnofina,
kterd je dyadickym bikompaktem ve své pfirozené topologii, je podobnid intervalu -
tiselné osy3®); dyadicky bikompakt neni sjednocenim dob¥e uspofddaného rostou-
ctho systému svych fidkych podmnoZin, atd. .

UvaZujeme-li dostateéné obecné topologické prostory (a to T,-prostory), pak
i konetné mnoZiny mohou mit netrividlni topologii, jak je patrno z uvedeného
pfikladu souvislého dubletu. Konelné T,-prostory, a obecnéji T,-prostory,

#) Hilbertav kvadr - (fandamentainyj paralelepiped, fundamentalquader) je pod-
prostorem Hilbertova prostoru H a sestiva ze viech x = {&, i s |éa|l = n—2. (Pozn.
pfekl.) - o
. *) V origindlu ,,prostoje dvojetotije a ,svjaznoje dvojetotije. Bod p prostoru R je
isolovany, je-li mnoZ%ina (p) otevfeni. Prostor je souvisly, neni-li sjednocenim dvou
disjunktnich neprézdngch uzavienych podmno%in. (Pozn. pfekl.)

36) Zfejmé prostor F° je prostym spojitym obrazem grostoru D*. :

) N. A/ Sanin, O diadiéeskich bikompaktach, DAN, 53, 1946, str. 785. (Pozn. pfekl.)

‘2 Ptirozeni topologie uspofidané mnoZiny je urfena basi, kterd sestiva z intervald.
Dvé uspofidané mnoZiny jsou podobné, existuje-li zobrazenf jedné na druhou, které
zachovava uspofddani (t.j., z x <y plyne f (x) <f (¥)). (Pozn. pFekl.)
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v nich? nejen sjednoceni, ale i prinik libovolného systému otevienych mnoZin
je otevieny, se nazyvaji diskretni prostory. Specidlnim pfipadem diskretniho
prostoru jsou simplicidlni komplexy.39) _

Bikompakty jsou zajimavé mimo jiné tim, Ze vSechny bikompakty a privé
jen bikompakty mohou byt sestrojeny jistym limitnim procesem, pfi kterém
vychozimi jsou diskretni prostory (nebo dokonce simplicidlni komplexy). Tato
skuteénost mi velky principidlni vyznam, proto¥e byla podkladem pro pfeneseni
zikladnich pojmt a method kombinatorické topologie komplext na bikompakty,
a pfedevSim na kompakty..

Tento limitni proces jsem definoval v letech 1925—1929, nejdfive pro kom-
pakty;49) pozdéji byl zobecnén A. G. KuroSem na obecné bikompakty4}). Pojem
t.zv. projekéniho spektra, ktery je podstatou tohoto aproximaéniho procesu,
byl pak dale rozvijen Freudenthalem, Steenrodem, Lefshetzem a mno-
hymi jinymi matematiky; tento rozifeny pojem se pak stal fasto u¥ivanym
nistrojem nejen topologie, ale i theorie topologickych grup a jejich aplikaci.4?)

Vezméme t. zv. usmérnény systém?®) topologickych prostorii X, , a necht plati:
kdy% B> a, pak existuje spojité zobrazeni @ prostorii Xz do X, , které nazveme
projekci a které vyhovuje této podmince tramsitivnosti: pro ¥ > f > a je
o, = wf w}.

Usmérnény systém prostory X, spolu s jejich prowkcemt ®f nazveme pro-
jekénim spektrem a oznaéime {X,, ,y @F )

MnoZinu bodd x4 € X, , po jednom z ka¥dé X, #4) a vyhovujici podmince : kdy%
B> a, pak wf xz = x,, nazveme niti spektra. Nyni mno%ina viech niti je topo-
logickym prostorem vezméme v jednom X, nékterou otevienou mnoZinu I',
a oznalme Op , mnoZinu vSech niti ,,prochizejicich r',*, t.j. mno%inu vSech niti

& ={x4}, kde x4 €I'y. Necht priniky kone¢nych systémd mnoZin Or  jsou basi

prostoru viech niti daného spektra. Tento prostor niti nazveme limitou spektra
a oznatime lim { X, , @2 }.

Je mnoho specidlnich .pfipadd a variant tohoto pojmu. Jeden -z daleZitéjsich
specidlnich pfipadt nastane, pfedpoklddime-li, ¥e viechny prostory X, jsou bi-
kompakty. Pak, jak se snadno doké¥e, limitni prostor lim { X, ®f} je uzavfeny
v topologickém soulinu prostorit X, a je tedy sim bikompaktem.

Zvlast dale%ity je pfipad, kdy viechny X, jsou bikompaktnimi topologickymi
grupami, a projekce @’ jsou spojitymi homomorfismy. Pak té% limitni prostor
je grupou se soufinem po soufadnicich: jsou-li § = {xa}, # = {ya} dvé nitg,
pak £7 = {x5 V4 }. Tohoto zptisobu konstrukce novych grup pomoci danych grup X
se lasto pouZivd, na pf. pfi definici riznych analogii grup Bettiho. M4 v§ak

%) Simplicidlni komplex (Jakozto topologicky prostor) je systém nékterych
koneénych podmnoZin dané mnoZiny (a vSech jejich neprizdnych podmnoZin) s pfiro-
Zenym &isteénym uspofddinim a pfirozenou topologii — viz *°). (Pozn. pfekl.)

* 49) Simpliziale Approximationen in der allgemeinen Topologie, Math. Ann., 96, 1927,
str. 489. (Pozn. pfekl.)

41) Kombinatorischer Aufbau der bikompakten topologzschen Rdiume, Comp. Math., 2,
1935, 471. (Pozn. p¥ekl.)

4?) Topologickd grupa je mnoZinou, kteri je ziroveii grupou a topologickym
prostorem, a kde jeité zobrazeni F : F(x,y) = xy—! je spojité. (Pozn. ptekl.)

- %) Usmérnénou mnoZ%inou (napravlennoje mnoZestvo) rozumime &istetné uspo-

fddanou mnoZfinu, v ni¥ ke ka¥dé dvojici prvki existuje tfeti, vétii neZ oba prvky dané,

4) Bez 1jmy na obecnost 1ze pfedpoklidat, Ze systém prostord Xu je disjunktni.
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i jiné aplikace. Necht na pfiklad « probihd mnoZinu vSech pfirozenych <isel,
a necht ka%dy X, je prostor sestdvajici z 27 isolovanych bodd, a to priavé ze viech
pofadi (iy, .. . in), kde ka%dé ix je bud 0 nebo 1. Projekci pak definujeme takto:
@ptt(iyy + v oy ta+1) = (iyy o+ -» in). Pak limitn{ prostor je Cantorovo diskontinuum.
V druhém pfipadé necht je znovua = 1, 2, 3, .. .. Necht prostor X, je kruZnice
z| =1 v komplexn{ roviné. Volme pevné posloupnost celych &isel mg 2> 2.
Pro ka%dé a definujme projekci jako zobrazeni X, ; na X, urlené vztahem z, =

=2z @ - Pak limitn{ prostor je nejobecnéjii solenoid — jednorozmérné kontinuum

v trojrozmérném prostoru, které je priinikem posloupnosti do sebe vloZenych
toroidilnich téles C, (homeomorfnich uzdvéri vnitfku obyéejného anuloidu),
z nich¥ vZdy C, 4, le#i uvnitf C, a obihd ho m, - krit,

Druhy krajni p¥ipad projekéniho spektra dostaneme, pfedpoklidime-li, Ze
viechny X, jsou koneéné diskretni Ty-prostory. Pak také limitni prostor
lim { X, , ®f} je T)-prostorem — v tomto pfipadé jej nazveme totdlni limitou
spektra. AvSak zde jsou zajimavé jesté jiné limitni konstrukce, a to t. zv. dolni
ahorni limity. Omezime se na definici dolni limity. Rekneme, %e nit & = { x, } ‘
obepiné nit & ={ xg}, kdy% pro ka%dé a« je x; € (x4 ).%5) Nitnazveme minimilni, -
jestli¥e neobepind Zidnou nit kromé sebe. PodmnoZinu totdlni limity daného
spektra, sestavajici ze viech minimilnich niti, nazveme dolni limitou spektra.
Dolni limita projek&niho spektra je také bikompaktni. Je také hausdorffovski,
jakmile spektrum splfiuje tuto podminku oddélitelnosti:

(H). Ke ka%dé dvojici minimalnich niti §’ = {x,} a€” = { x; } existuje a takové,
Ze ¥4dny bod v X, nemi uzdvér obsahujici soufasné x; i x¥. -

Tedy dolni limita spektra vyhovujiciho podmince (H) je bikompakt.

Lze také dokézat obricené tvrzeni: ka%dy bikompakt je dolni limitou jistého
spektra vyhovujiciho uvedené podmince (H).

Toto spektrum se sestrojuje takto: Vezméme libovolny koneény disjunktni
systém « otevienych mnoZin Iy, I'ys, « + oy I'qs v prostoru R, jehoZ sjednoceni
je husté v R, Body diskretniho prostoru X, necht jsou viechny vyrazy («; iy, . . ., ir),
kde Fm', O Lgi,® oo "ngr + Q).“)

Prostor X, topologisujeme tim, %e mnofinu X, &istené uspofidime:

(@ 1s o0 i S (@5 iy « « oy Ip) pravé kdyZ ka¥dé &islo z iy, ..., ip je nékterym
Z J1y o v Jg-

Dile poloZme f> a, privé kdy% systém B = {I's;, ..., I's¢} je vepsany do
systému & = {I'qy, + . ., L'as}, t. j., kdyZ ka¥da I's jje obsaZena v n€kterém (a pak
z¥ejmé jediném) Iy ;.47 ‘

Projekce definujeme takto: ke ka¥dému I'p; existuje jedind nadmnoZina I, ;,
¢im¥? mame of (B;)) = (x; i); pak dile @f(f; i Jo) = (@ @8 (B371)s ++
f (B; jo)) (opakujici se prvky vpravo potitime jednou).4)

Touto definici je zakondena konstrukce spektra { X, wf}; nazyvéd se spektrem
daného prostoru R (dosud jsme nepoufili bikompaktnosti); je-li je§t& prostor R
bikompaktem, pak dolni limita spektra je homeomorfni s prostorem R.

45) Studium konelnych diskretnich prostorti je v podstaté ekvivalentni studiu ko-
neénych &istetné uspofddanych mnoZin: stadi poloZit xz = xXa , kdykoli bod x, prostoru
© Xa patf{ do uzivéru bodu xa tého% prostoru.

) Zde nepfedpoklddime ix % i, pro. k # n. Po identifikact ,,< et = (viz dale)
oviem («; iy, . .. I;) zdvisi jen na mno%in& (i5, ..., ;) a nikoli na jejich pofadi nebo
opakovani. (Pozn. pfekl.)

) Pak je zfejmé, %e sjednoceni viech I's j obsaZenych v daném I'a i je husts v této I'q.i.
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Mezi riznymi problémy theorie bikompaktnich prostort poslednich 10—15 let
se nejvice zkoumaly otizky, tykajici se bxkompaktmch roz8ifeni topologickych
prostord, pfesnéji feCeno, uplne reguldrnich prostord.

Ze zékladni Tichonovovy véty o vnofeni tplné regularmho prostoru R do
bikompaktu (a to do tichonovského kvadru té%e vihy jako R) plyne: Ka%dy dplné
reguldrni prostor R mi bikompaktni obal bR, t.j.bikompakt, v kterém dany
prostor R je husty — ma-li prostor R vdhu 7, stali ho vnotit do tichonovského
kvidru vihy 7 a utvofit jeho uzdvér v tomto kvadru.

V. téZe souvislosti vznikd otizka po nalezeni viech bikompaktnich obald daného
tplné regulirniho prostoru; tato otizka je pfedmétem obsa¥né a zajimavé theorie.
Pfedevsim, bikompaktni obaly daného tplné regulérmho prostoru R jsou pfi-
rozenym zplisobem Easteéné uspofidiny: obal b, R je za obalem b, R, existuje-li
spojité zobrazeni prostorti b, R na b, R, identické na R. Lze pak dokizat, Ze
takto ¢dste¢né uspofddand mnoZina vSech bikompaktnich obalt daného prostoru R
ma nejvéts$i prvek — bikompaktni obal « R, ktery lze spojité zobrazit na kaZdy
jiny bikompaktni obal tak, Ze body z R jsou invariantni. Tento maximalni
(nebo Cechtiv) obal a R je jednoznaéné urlen svou maximilnostf. Lze ho se-
strojit takto: Systém 9 otevienych mno%in I" prostoru R nazveme vhodny,
kdyZ ke ka?dé mnoZiné I" v y existuje v ¥ podfizend mno¥ina I, t.j. uplné&
reguldrné viofend v I' (tim se rozumi, e I a R-I" jsou funkcionilné oddéli-
telné v R). Centrovany4®) vhodny systém otevfenych mno#in prostoru R, ktery
neni obsafen v %idném vétSim centrovaném systému, nazveme konec prostoru R.

Je zfejmé, %e systém vSech okoli libovolného bodu prostoru R je koncem.
Identifikujeme-li ka¥dy bod s koncem, sestdvajicim ze vSech jeho okoli, mtiZeme
povaZovat prostor R za ¢4st mnoZiny a R vSech koncii tohoto prostoru. Mno#inu
koncti topologisujeme: necht I" je libovolnd otevifend mno%ina v R; oznalme Op
mnoZinu vSech koncd, jejich jednim elementem je I'. Necht pak priniky ko-
neénych systémt mnoZin Optvofi basi prostoru & R. Lze nyni dokézat, ¥e vloZeni R
do « R je topologické vnofeni, a %e pfi tom R se stivd hustou podmnoZinou v a R.
o R je tedy bikompaktnim obalem prostoru R, a lze ukézat, ¥e je maximilni.®9)

Zesilime-li podminku pod¥izenosti, t. j. pova¥ujeme-li za podfizené mno%iné I"
nikoli viechny do ni regulirné vlofené mnoZiny, nybr? jen nékteré z nich, a to
tak, aby byly pfitom splnény nékteré ptirozené podminky, jinak fe€eno, volime-1i
vhodné pfedpis podfizenosti, dostaneme uvedenym zplisobem kromé maxi-
mélniho obalu dokonce i libovolny pfedem dany bikompaktni obal prostoru R.

Poznamenejme nakonec, %e dolni limita spektra normdlniho prostoru R je pravé
maximilnim bikompaktnim obalem « R prostoru R.

Dnes se pracuje na theorii bikompaktnich obalit daného tdpln€ reguldrniho
prostoru s tiplné jiného hlediska, toti¥ s hlediska stejnomérné topologie. Je znima
Weilova definice stejnomérnych prostorit (,,prostori se stejnomérnou struk-
turou** [7]). Podle mého nizoru neni tato definice vylerpévajici a iplné vhodni,
jiZ proto, %e podstatné vyuZivd specidlniho aparitu, analogického soustavé okoli

“’) EYStem mno%in je centrovany, kdyZ kaZdy konelny podsystém m3i neprizdny
pruni

9) o R prvné_sestrojil E. Cech v r. 1937; uvedenou konstrukcx, podstatné se li$ici
od konstrukce Cechovy, jsem proved! v r. 1039, 80)

%) B, Cech, 1. c.; P. S. Alexandrov, O bikompaktnych razsirenijach topolc:gzdesktch
rostranstv, Mat. sb . SV. 5, 47, 1939, str. 403. Je nutné poznamenat, %Ze ech ne-

onstruoval beta-obal, nybti jen z)xstxl rizné daleZité vlastnosti jﬂ. five znimého
tichonovského btkompaktniho obalu. (Pozn. pfekl.)
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(basi) topologickéhe prostoru. Tento nedostatek nem4 definice t. zv. proximit-
niho prostoru, pfedlo¥end V. A. ]efremovxéem,‘l) kterd je zalo¥ena na
pojmu blizkosti dvou mnoZ%in (prave tak, jako je topologie zalo¥ena na pojmu
" blizkosti bodu a mnoZiny: ,,bod je blizko k mnoZ%ing, pati‘( -1i do jejiho uzdvéru*).
MpnoZina P libovolnych prvka (nazvanych body prostoru) je proxzmltnim prostorem,
je-li definovdn vztah blizkosti mezi jeho podmnoz’mamz, t. j., je-li urleno, zda
libovolné dv& podmnoZiny jsou nebo nejsou blizké (nejsou-li, i‘ikéme, Ze jsou
vzddlené); pofadujeme dile, aby byly splnény.tyto podminky, ,,axiomy pro-
ximity* (podle V. A. Jefremovie): .
1. Je-li mnoZina A blizko k mnoZiné B, je také B blizko k A. ‘

2, Sjednocenf mnoZin A, a A, je blizko k B, prdvé kdyZ alespofi jedna z Al, A
je blizko k B.

3. Dva body Jsou blizké, prdvé kdy! jsou totoZné. -

4, Prostor P je vzddleny od prdzdné mnoZiny.

5. KaZdé dvé vzddlené mno!my A, B jsou obsa!eny v dzslunktnich mnoZindch

U, V takovych, e A, P—U jsou vzddlené a B, P—V jsou vzddlené.

Poznimka: Mno%inu U » A takovou, Ze A, P—U jsou vzdilené, nazveme

proximitnim okolim mnoZiny A.
Jiz V. A. Jefremovi¢ ukdzal, ¥e ka¥dy proximitni prostor mi pi’n-ozenou topo-
logii (bod p blizky k mno%iné A se prohlisi za bod uzivéru A), a ¥e proximitni
. prostor s touto topologii je dplné regulirni. Naopak, v dplné regulirnim topo-
logickém prostoru 1ze obecné definovat riizné proximity tak, aby bylo vyhovéno
podminkim 1—5. 52) Je tedy pfirozené za&it stqdium proximitnich prostori
touto otdzkou: Je dén dplné regulirni prostor R; jest urdit viechny proximity
,»na ném* (t. j., viechny proximitni prostory P sestdvajic{ z bodi R, které ve
své pfirozené topologii se shoduji s R).

Je ptirozené nazvat stejnomérné spojitym ka¥dé zobrazeni proximitnich pro-
storit X do Y, které zobrazuje ka¥dou dvojici blizkych mno%in v X na dvojici
blizkych mnoZin v Y. Je zfejmé, Ze tato zobrazeni jsou spojitd v pfirozenych
topolognch proximitnich prostori X a Y. Spec1élnim pfipadem proximitnich
prostori: jsou metrické prostory (dvé mnoZiny jsou blizké, maji-li nulovou vzdi-
lenost) a také topologlcké grupy.“) Pfi tom, jak poznamenal V. A. Jefremovié&,
obvykla stejnomérnd spojitost je toto¥ni se stejnomérnou spontost{ ve smyslu
zachoviani blizkosti.

Ka¥dy prostor se stejnomérnou strukturou ve smyslu A, Weila ma také jedno-
znaéné urleneu proximitu, ale dany proximitni prostor obecné mtZe mit vice
stejnomérnych struktur. Vzijemny vztah pojmd dplné regulirni prostor, proxi-
mitn{ prostor, prostor se stejnomérnou strukturou lze snad vyjidfit jako po-
stupné $tépeni prvniho pojmu v druhy a druhého v tfeti.

Nejzajimavéjsi a nejvice rozvinutou otidzkou je otdzka vzijemnych vztaht mezi
topologickymi prostory a proximitnimi prostory. Zde je situace jasni diky této
vété J. M. Smirnova [5]: Proximity na daném @plné reguldrnim prostoru R
jsou ve vzdjemné jednoznaéném vztahu s bikompaktnimi obaly prostoru R: kaZdému
bikompaktnimu obalu bR .odpovidd jednoznaéné urtend proximita Py na R, pFi niZ
dvé mnoZiny jsou blizké, prdvé kdyZ se protinaji jejich uzdvéry v b R; pFitom timto
zpisobem dostaneme. v!echny proximity na R, a riznym obalim odpavldaﬂ rizné

5) V originile prostranstvo blizosti. (Pozn. ptFekl.)

#) Jeden zpfisob zavedeni proximity do dplné regulirniho topologlckého prostoru
spodivi v tom, Ze funkcionilné oddélitelné mnolxny prohlisime za vzdilené.

) Podmno#iny 4, B topologické grupy jsou blizké, kdy% 1 € AB—). (Pozn. pfekl.)
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proximity. Je pfirozené fici, ¥e proximitni prostor Py~ je za proximitnim pro-
storem Py+ (oba na témZ topologickém prostoru R), jestlife identické zobrazeni
Py~ na Py je stejnomérné spojité. Lze nyni dokdzat, fe toto ¢4ste¢né uspofaddini
pfesn& odpovidé &istetnému uspofidéni bikompaktnich obali: proximitni pro-
stor Py~ je za Py, pravé kdy¥ bikompaktn{ obal bR ur&ujici Py~ j je za bikom-
pa.ktmm obalem b'R (ve smyslu uvedeném d¥five) uréujicim Pj..

Mezi jinym J. M. Smirnov fe3{ otdzku, kdy mé dany Gplné reguldrni prostor R
)edmy bikompaktni obal, nebo (coZ je tedy toté?), kdy pfipousti jedinou proxi-
mitu. Ukazuje se, ¥e trividlni postalujici podminka — bikompaktnost R — neni
nijak nutnd.’) Nutnd a postalujici podminka pro to, aby prostor R mél jediny
bikompaktn{ obal, je, aby v R neexistovala dvojice funkcionilné oddélitelnych
nebikompaktnich uzavfenych mnoZin: na pfiklad, prostor vSech ordindlnich
tisel <w, (v pfirozené pofidkové topologii) neni bikompaktni, ale p¥ipousti
jediny bikompaktni obal a tedy i jedinou proximitu.

Velky principidlni vyznam Smirnovova vzijemné jednozna&ného vztahu mezi
bikompaktnimi obaly a proximitami na daném uplné regulirnim prostoru R
spodiva v tak provedené tGplné redukci pojmu proximity na star${ pojem bikom-
paktniho obalu. Tato redukce oviem mnefeli specidlni problematiku, spjatou
s proximitnimi prostory (pfipomeiime jako pfiklad Jefremovittv diikaz toho,
¥e euklidovskd a hyperbolick4 rovina pfedstavuji dva rizné proximitni prostory
na téZe ,,topologické roviné*‘). :

Ze zikladni Smirnovovy véty plyne také, e proximitni prostor uZavieny
. v ka¥dém proximitnim nadprostoru je nutné bikompaktni. Tim je ukdzino, Ze
problém definovini dplnych proximitnich prostort nelze feSit v analogii s po-
dobnou otizkou v metrickych prostorech, ale %e je tfeba uZit jiného postupu.
Smirnov vyfesil také tento problém, ale nemtiZeme se zde tim zabyvat. Uvedme
jen zajimavy vysledek o dplnych (v obvyklém smyslu) metrickych prostorech:
Nutnd a postalujici podminka pro to, aby metricky prostor R byl dplny, jest, aby
v tom jeho blkompaktnim obalu, ktery uréuje p¥irozenou proximitu daného metrického
prostoru, prave jen body samého R mély spoletny charakter.55)

Nezbyvd mi &as, abych popsal Smirnovovy véty o vztazich mezi proxnmltnmn
prostory a prostory se stejnomérnou strukturou ve smyslu Weilové, a mohu jen
odkizat zdjemce na ptivodni &lanky.

Konéim tento nutné kritky pfehled; doufim, ¥e diva pfedstavu o soudasném
stavu nejzajimavéj$ich smért bidini v theorii topologickych prostorii; z nich,
domnivdm se, dalfho rozvoje nejvice zasluhuji vysledky tykajici se proximit-

nich prostort. Prelo#il O. Hdjek
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:) Unicita definice proximity na bikompaktu byla zji§téna ji¥ dfive V. A. Jefremo-
vitem.

%) Bod p mi spoletny charakter, existuje-1i spoletny systém jeho okoli, takovy,
Je v kaZdém okoli bodu p je obsaZeno nékteré okoli tohoto systému. (Pozn. pFekl.)
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