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POKROKY MATEMATIKY, FYSIKY A . ASTRONOMIE
ROENIK Il — &IsLO 3

MATEMATIKA

-APLIKACE MATEMATIKY NA STUDIUM PSANT
Miro$ MATULA

Vlastnosti procesu psani jsou pfes dilezitost psani v nafem kulturnim Zivoté
dosud jen mélo prostudovény. Pomérné nejvice se jeho studiem zabyvali
pracovnici v t&snopise, nebof udelné sestaveni soustavy pisma a provadéni
psacich tikonti mé pro stenografii mimotadny vyznam. I kdy?: \predmétem
zkouméni je u nich pfsmo stenografické, maji vysledky vétSinou platnost
i pro psani obydejnym pfsmem; nebof soustavu tésnopisného pfsma lze sice
vytvotit nejrozmanitéjifmi zpisoby, jejichZz bohatost je jesté stupliovéna
riznou strukturou systéma kriceni v té které soustave, ale graficky materiél,
8 kterym t8snopisné soustavy pracujf, je v podstaté neménny a jeho elementy
jsou totoZné s grafickymi prvky obydejného pfsma (aspori pokud jde o tzv.
. kursivn{ t&snopisné soustavy). Zejména tedy rozbor pifsma po strance bio-
mechanické a kinematické lze aplikovat na pismo stenografické i oby&ejné.

Od minulého stoletf vykonali tésnopisnf pracovnici v zahranidi i u nés
empirickd méfenf rychlosti psani jednotlivych grafickych prvki. Tyto vy-
zkumy spolu s hrubym pozorovénim prib&hu psanf ukézaly, Ze pohyby prstu
a ruky pti psani majf nejvétif rychlost uprostfed a nejmensi v krajnich bodech
pohybu a %e doba napsénf prvku pisma jen velmi mélo zévisf na jehd velikosti.
Pohyby prsti a ruky p¥i psani se uskutediiuji stahovanim a natahovanim
dvou skupin pruinjrch svali (které vznikd na zékladé nervovych impulsi
vedenych ke svalim z mozku). Tato fakta vedla nékteré tésnopisné pracovniky
k pfedpokladu, %e prsty a ruka vykondvaji pfi rychlém pfirozeném psani
harmonické kmitavé pohyby. Pokud vim, bylo to poprvé dosti zfeteln& vy-
gloveno némeckym t&snopiscem dr. A. Kunowskim v dasopise Archiv fiir
Stenographse, roénik 1902. Sovétsky tésnopisec N. N. Sokolov experimentélné
potvrdil tento predpoklad a empiricky dokazal harmonickou povahu zdklad-
nfch pohybt p#i psani. Grafické prvky vznikaji skldédénfm harmonickych
kmtavych pohybi prsti (,,shora dola“ a ,,zdola nahoru*) a ruky (,,zleva
doprava‘‘ a zprava doleva‘‘); ma.tema,tlcké vyjadFeni, jak zndmo, ukazuje, Ze
tak vznikajf Lissajousovy kfivky, zejména tsetka, elipsa a kfivka podoby
osmidky. Praktickd zkusenost vede dile Sokolova k tomu, %e je nutno pfipustit
také pohyby po cykloidilnfch ktivkéch, které ziejmé vznikajf tim, %e p¥ibude
jeité pohyb predloktf{ (,,zleva doprava‘‘, resp. ,,zprava doleva‘®). Uvedené
tvary oznaduje Sokolov za zidkladni prvky pisma. Naproti tomu na pf. gra-
ficky prvek &. 23 v nife uvedené tabulce t&snopisnych znakid (v praxi dasto
pouifvany) oznaduje Sokolov jako prvek odporujici zdkoniim psani, nebot se
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domnivé, Ze vzniké spojenim prvki pravého a levého obratu. Na zdklads
rozboru biomechanické podstaty téchto jevii podal Sokolov také rozbor me-
chanickych diivodii deformace zaoblovani Ghli a deformace vznikajicf ptfi
spojovéani prvki opa¢ného obratu pii rychlém psani. Své vysledky uvetejnil
Sokolov v knize T'éoretiCeskije osnovy gosudarstvénnoj jedinoj ststémy stémo-
grafii (1949). : g

Domnivam se, Ze je pfirozené zobecnit tyto empirické vysledky v tom smyslu,
%e pro rychle piifci ruku je pfirozeny kazdy psaci pohyb, ktery vznikne skld- -
dénfm zminénych pohybu prsti, ruky a pfedlokti; vzhledem k malému roz-
méru prvki pisma lze vSechny tyto pohyby prakticky povaZovat za pohyby
‘po pfimce a pohyb piedlokti, ktery se v pomé&ru k délce ptedlokti déje velmi
pomalu, Ize prakticky povaZovat za rovnomérny posun. V jednotlivych p¥-
padech se  oviem miiZe vyskytnout také napf. pohyb ruky nebo.predlokti
shora doli — ale takové pfipady maji v praxi malou tdlohu a miZeme je tu
ponechat stranou. ' .

Necht smér pohybu prstii je rovnobéiny se smérem osy ‘y a smér pohybu
ruky a pfedlokti rovnob&Zny se smérem osy x. Pak 1ze pohyb pfi psanf prvki
pisma vyjadfFit rovnicemi tvaru x = a cos (mt + ¢) + ct + d, y = b cos (nt +
+ ) + e. Jisté je moZno predpokladat, Ze pomér m : n je raciondlni, takZe
ztejm& miZeme predpokladat, Ze m a m jsou pfirozens nesoudélnd &fsla.

Kady pro rychlé psani vhodny prvek pfsma vznikne z néjaké kiivky
uvedeného tvaru omezenfm parametru ¢ na vhodny interval. V praxi pfitom
nejsou soufadnice z, y zpravidla pravouhlé, nybrz kladné sméry- os souiadnic
sviraji obvykle ostry thel. Pro v&tSinu naSich ivah to neni nikterak podstatné.

Z velkého mnoistvi kiivek, které takto dostavédme, si pak soustava pisma
vybird ty, které jsou jednak dostateéné rychlopisné, jednak psychologicky
vyhodné tim, Ze jejich geometrickd povaha je natolik jednoduché a vyrazné,
%e umoziiuje snadné vybavovani a snadnou kontrolu pii psani.

Toto obecné pojeti umozniuje také klasifikaci grafickych prvka z hlediska
psacich pohybu. ‘

Zatim co tedy v podstaté zname zakonitost, kterou se ¥di rychlé psani
zékladnfch grafickych prvki, neni nikterak feSena velmi duleZitd otdzka, jak
probihé psaci pohyb pfi spojovani raznych grafickych prvki ve vétsf grafické
celky, k nému? p¥i psanf neustdle dochazi. P¥i pfechodu od grafického prvku
k jinému, odvozenému z jiné k¥ivky, dojde nutné ke zméné pohybovych rovnic.
A% na Sokoloviiv rozbor nékterych tkazi pfi deformaci pisma neni o tom
zndmo prakticky nic a tim méné existuje obecn4 teorie. Oviem zpusob, jak
se pidici ruka prizpisobuje pfechodim p¥i spojovani grafickych prvki, miZe

- byt mechanicky znadné komplikovany a sestaveni piisluiné teorie by si vy-
%4dalo velmi dlouhych, pracnych a mnohdy obtiZné zpracovatelnych vyzkumu,
které dosud nebyly v dostatedné &ifi provadény.

Piesto se domnivém, %e je moZno vytvotit uspokojivou a pro praktické udely
veelku postadujici teorii spojovéni grafickych prvka v ,idealisovaném‘
smyslu. Pro aplikaci nejde totiZ vidy tolik o to, abychom p¥esn& znali bio-
mechanicky priibéh psactho pohybu pti spojeni znaki, nybrZz pfedeviim o to,
aby teorie ukazovala, do jaké miry jsou ta & ona graficks spojeni hladce nebo
obtfZn&ji proveditelnéd, v kterych piipadech a jak velké zpomaleni psactho
pohybu v celku a jakého ‘asi druhu deformace pisma miZeme odekivat pki
spojenich, kterd nejsou hladkd. Budeme tedy pfedpoklédat, Ze v nékterych

246



pifpadech je moZny okam#ity pfechod z jedné grafické kfivky do druhé (ve
vhodném bodg), zatim co v ostatnich pﬁpa.dech deformujf kfivky tvar a méni
se v kfivky vice ménd blizké, mezi nimi# je hladky pfechod moZny. Pujde pak
nejprve o to, jaké matematické podminky je tidelné kldst na hladké spojent.
Myslim, %e teorie, kterou se pokusim naznadit v druhé, d4sti ldnku a kterd
uZivé kritéria, jez vysta¥f s geometrickymi vlastnostmi grafickych prvki, je
v dobré shodé 8 praktickou zkuSenostf. .
' Poznamendvam jeitd, %e terminu ,,graficky uZivam v tomto ¢lénku stéle
zhruba ve smyslu ,,vztahujici se k procesu psani‘. Déle poznamendvam, %e
zde uvedeny okruh otdzek nevyderpidvé mozZnosti ispd&né aplikace matema-
tiky pFi studiu pfsma a psani, zejména stenografie, jimi% jsem se zabyval
v rémci dinnosti Stétnfho tstavu t&snopisného.

1. Gratické kFivky

V 1. t4sti dlénku budeme vySettovat v kaidé tivaze jen jediny graficky
prvek, takfe miZeme zjednodufit rovnice psactho pohybu tim, %e budeme
kldst y = 0. Zfejms stadi, kdyZ ¢ je ddno aZ na celé nasobky 2, ta.kie muiZeme
pfedpoklddat na pt. —n < ¢ < =.

Z toho, %e nase pismo jde po horizontdlnich linkich (zleva doprava), se dé
snadno usoudit, %e za zédkladni prvky pisma se hodf s nepatrnymi vyjimkami
jen piipady n = 1; sloZitsjii grafické Gtvary jsou vytvoreny zpravidla kombi-
naocemi grafickych prvki vyhovujicich podmince n =1. Z toho, Ze pfsmo smé-
fuje odleva doprava, dédle plyne, Ze jen ve zcela ¥dkych vypmkéch se pohyb
predlokti d&je zprava doleva; prakticky muZeme tedy pi‘edpoklada.t; c > 0.

Detinice 1. Ktivku (1) x =a cos (mt + ¢) +ct +d, y =bcost —|—e, kde
2a=20,0=20,¢c =0, — n < ¢ < =« m pfirozené, nazyeme grafickou kiivkou.
o m nazveme charakterem kfivky, éfslo a, resp. b jeji z-amplitudou, resp.
y-amplitudou. Body kfivky (1) pro ¢ = s(2k — 1) =, resp. t = 2kn (k celé)
nazveme dolnimi, resp. hornimi vreholy kfivky. Symbolem B(t) budeme znadit
bod kfivky (1) pﬂsluée]ici hodnoté ¢ parametru.

Definice 2. Ktivku (1) nazveme zékladn{, kdy? ¢ = 0, a odvozenou, kdyZ
¢ > 0. Zékladnf kfivkou piisludnou k odvozené kiivce (1) nazveme khvku,
kterd .vznikne z (1), poloZime-li ¢ = 0. Zékladni k¥ivku nazveme singuldrnf,
kdyZ sing = 0 (t. j. ¢ = 0 nebo ¢ = =); jinak ji nazveme normélnf. Je-li

sin ¢ #+ 0, pak &fslo 8 = m_a—s(iii—; nazveme diskriminantem kfivky (1).

Definice 3. K¥ivka (1) se nazyv4a kladné (zdporné) orientbvané,, kdyZ sin ¢ >
0 >0,4.0< 9 <7 (sinp <O, t] —n < @ < 0). Kfivka (1) senazyvé.sou-
mémzn jestlize pro kaidé t a pro kaZdé celé k je }[m(lm +t) + z(brr —'t)] =
= a(kr).

ProtoZe ,,degenerovan ¢ pﬂpady, kde a = 0 nebo b = 0, Ize vy3ettit snadno
zvl4¥t, budeme — pokud nebude vyslovné tveden opak — stéle predpoklddat
a>0b>o .

Pro zékladni kfivku ztejmé& plati B(t) = B(2kx + t)' pro viechna ¢, takZe
pti vyBetfovan{ zékladnich k¥ivek se miZeme omezit na ¢ z intervalu <0, 2r).
Pro singulérni zédkladni k¥ivku plat{ nadto B(n + t) = B(r — t) pro viechna
t, tak¥e pfi vydetfovdn{ geometrickych vlastnosti singuldrnich zékladnich
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kiivek se miZeme omezit na ¢ z intervalu <0, ). Pro kaZdou grafickou k¥ivka
platf 2(2kr + t) — a(t) = 2knc, Y(2km + t) = y(t), takZe i odvozens graficks
ktivka ,,periodicky opakuje svij tvar, kdyZz ¢ prob&hne mterval délky 2=x.

Véta 1. Grafickd kfivka je soumérnd prdvé tehdy, kdyZ cos p = 0, #}. |p| = ¥m.

Dukaz: Na zékladé definice soumérnosti vypodteme, te podminka znf
a cos (mkr + @) cos mt = 0 identicky v ¢; protoZe pfedpoklddéme a > 0, plyne
odtud tvrzeni.

Ztejms x(t) i y(t) mé pro kaZdé ¢ viechny derivace a pro Zddné ¢ neni soudasné
y'(t) = y"(¢) = 0. Odtud plyne, %e grafickd kiivka md v kazdém bod® te¢nu.

Véta. 2. Grafickd kfivka nemiiZe mit jiné vicendsobné body ne£ dvojné body. Nor-
mdlnt zdkladnt kfivka md m — 1 dvojngjch bodi, mngulami 2dkladnt kfivka nemd
dvojngjch bodi. Odvozend grafickd kiivka K md dvojné body prdvé tehdy, kdyz
pfisludnd zdkladni kfivka 7e normdini a kdyZ budto K md kladnou orientaci a je
0 <48 < 1, nebo K md zdpornou orientact a lichy charakter a je — 1 < 8 < 0,
nebo K md zdpo'mou orientaci a sudy charakter a je r < 6 < 0, kde r je minsmum

funkce 7 Zdkladnt kiivka je topologickou tselkou prdvé tehdy, kdyZ je

singuldrnd; krajnims body jsou pak horni a dolni vrchol,

Dukaz: I. Necht B(t,) = B(t;,) = B(t;) a nechf viechna t¥i &isla ¢, ¢, ¢,,
jsou navzdjem raznd. Pak plati cost, = cost, = cos t;. Odtud plyne, Ze bud
exigtuje celé k a « + 0 tak, Ze {, = kn + «, t, = kn — «, nebo existuje celé
k a ¢&islo x tak, Ze t;, = &« + kn, ¢, = o« — kn. Druh4 moZnost nephcha.zi
v Gvahu, nebof znamens ¢, = 2kmn -+ t,; je-li kfivka zdkladni, je B(t).=
= B(2kn + t) identicky, a ]e -li odvozena, je z(t,) — x(ty) = heree + 0, tak¥e
B(t,) + B(t,). Ptedpoklddejme tedy ¢, — kn + &, by, = kn — «. Podobn pred-
poklidejme ¢, =prn + B, t,=pn—f a t,—qn-}—y, t = qn — y. TudiZ
kn 4+ o« = pr 4 B, k-n:—oc-—qn—}— pr — f =qn — p, odkud sedétenim
2k — B = 2qm + B neboli = (k — q) w, takZe t, = t; + 2(k — ¢) ™ a stejnd
uvaha jako pfed chvili ukaZe, Ze hodnota ¢, nem4 vhv na nasobnost bodu
B(t,). Grafické k¥ivka nemize ted mit body nésobnosti vétif nez 2, p¥i dem%
dvojny bod ma tvar B(t,) = B(t,), kde t, = kn + «, t, = kn — « pti vhodném
celém k a vhodném « > 0; pfitom &fsla &, « jsou zi'ejmé jednozna&né urdena.

II. Necht ¢ = 0, tj. necht kiivka (1) je zdkladni. Pak miZeme ¢ omezit
na interval <0, 2r>. Dvojny bod je tedy mo#ny jen pro¢, = n + o, ¢, = © — a.
Podminka x(t;) = «(¢,) neboli a cos (mn + mx + @) = a cos (m11: — moa + ¢)
dévs po tpravé sin (mm + @) sin mx = 0. Jestlize ktivka je normdlni, tedy

sin p & 0, dostdvame tudiZ? dvojné body pro sinma =0, tedy & = %1:

(k celé); protote 0 < &« < m & tedy 1 < k < m — 1, dostdvame m — 1 dvoj-
nych bodii. Je-li kiivka singuldrni, tedy ¢ = 0 nebo ¢ = w, miZeme posunu-
tim soustavy soufadnic dosihnout, aby d = e = 0, nade% bude z = 4-a. .

. cos mt, y = b cos t, takie zfejmé x je polynom v y defmova,ny pro |y| S b a
tedy kiivka je topologlcky obraz tseéky {— b, by. Naproti tomu norméin{
zdkladni kiivka nemuze byt topologickou useékou, nebot, jak snadno vidime,.
je uzaviens (ostatné pro m =1 lehko sezndme, Ze zakladni kfivka je ehpsa.,
zatim co pro m > 1 m4, jak jsme pravé zjistili, dvo]né body).

IT1. Necht ¢ > 0, t] necht k¥ivka (1) je odvozens. Dvojné body musf mit
tvar ¢, = kr 4+ &, t, = kn — oy (k celé, «, > 0). Podminka. z(t,) = 2(ty)
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~ dévd asin (mk m + @) sin may = ca,. Pro sih ¢ = 0 nelze tomuto vztahu vy-
hovét, nebof ¢ > 0; tedy dvojné body neexistujf, kdy% pﬂa}uéné zédkladni
kfivka je singulsrnf. Pi jinych ¢ miZeme psét sinmyy _ =g e + 8,
kde znamentf plus platf pk sudém m nebo pti hchém m a sudém k, znamenf
sin ma ,,

minus pla.ti pti lichém m a lichém k. V prvém pifpads je > 0 nebo -
< 0 podle toho, zda onentace ]e kladn4 nebo zéporné, v druhém pfipadé -
naopak. Z vlastnost{ funkce = T plyne, %e o, + 0 existuje v prvém piipads,

. je-lio < 8 < 1 pfi kladné oriéntaci ar < § < 0 pfi zdporné orientaci, v druhém -
pfipads, je-li 0 < — 3.< 1 pii zéporné orientaci a r < — 6 < 0 pfi kladné
orientaci. Celkem tedy existujf dvojné body v téchto p¥fpadech: 1) ¢ > 0,
m sudé, 0 < 8 < 1; 2a) ¢ > 0, m liché, k sudé, 0 < 8 < 1; 2b) ¢ > 0, m liché,
k- liché, 0<6£|r| 3) ¢ < 0, m sudé, r<é<o; 4a)<p<0 m liché, k sudé,
rS6<O 4b)<p< 0, mhché k liché, — 1 <8< 0. Protoieuna.éehotvrzeni
nejde o to, zda k je sudé nebo hché je dikaz hotov. ,

Aby grafické ktivka byla z psychologlckéixo hlediska pohodlné, pro praktické
poutiti, je idelné, kdw% jeji body V{tV!ﬁ‘G]i jen jednoduché , klicky‘‘ (jako pti
psani pismene ,,e“) JestliZe grafickd kfivka vyhovuje této pedmince (nebo

jestlize vitbec nemd dvojné body), nazveme ji reguldrni. Matematicky to for-
mulu]eme takto:

'Definice 4. Odvozens grafickd kfivka se nazyvé regularni ]estllie mé tyto
dvé vlastnosti:

[1] kdyZz B(t,) = B(t;) pro t, <t,, pak B(t) neni dvo;ny bod pro Z&dné
o€ (ty, ta);

[2] kdyZ B(t,) = B(ts), t, + t,, pak B(t) je uzlovy bod, tj. teény prisluée]ici 7
hodnotam ¢,, ¢, jsou na,vzé.]em rizné.

Z dtukazu véty 2 plyne, Ze dvojny bod mé pra.vé jeden z tvara (a) B(2k1t +
+ o) = B(2km — agy), (b) B{(2k + 1)1 + &xgy4,] = B[(2k + 1) # — ag644]
kde k je vhodné celé &islo. Vzhledem k tomu definujeme: :

Detinice 4a. Dvojny bod regulirni grafické kfivky se nazjvé hornf klitkou,
jestlize mé tvar (a), a dolnf kli¢kou, ]esthie m4 tvar (b). Vydkou hornf khéky
B(ﬂ) nazyvame ¢slo y(2kr) — y(B), vytkou dolni khéky B(p) ¢&islo y(B) —

— yl(2k + 1) =]
Véta 3. 1. Odvozend grafickd kiftvka K je reguldrni pmvé tehdy, kdy?% je 8plm§na
nékterd z téchto podminek:

[a} K md kladnou orientaci a sudy charakter a je 8 > 8, kde s je relativni
. sinz ..
maximum funkce — v mtervalu (2, §x).

[6] K md lichy charakter nebo K md zdpornou orientaci a sudy clmmkter a je
sin z : :

6] > |rl, kde r je minimum funkce —
[c] Zdkladni ktivka pﬂaluénd ke K je amg'addmi

II. JestliZe reguldrnt grafickd k¥ivka md dvojné body, pak p¥i lichém charakteru
md bud jen hornt klicky (@ to v pHipadé kladném anenuwe) fiebo jen dolni klicky
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(a to v pFipadé zdporné orientace); pfi sudém charakieru a kladné orientacs md
horni ¢ dolnt klicky a oboji kliéky jsou stejné vysoké.

II1. Reguldrni grafickd kfivka sudého chamkteru a zdporné orientace nemd
dvojnyjch bodi.

Dukaz: I. Snadno se v1di, Ze vlastnost [1] v definici 4 je ekvivalentn{
* 8 vlastnosti, %e ke kazdému k existuje nejvys jedno kladné «;, pti dem% ox<m
a dokonce & + xgyy < 7 (jestliZe pfisludnad «; existujf).

IL. ProtoZe ke kaZdému k existuje u regulirni kfivky nejvys jedno o,
muiZe byt zlomek Slr:);r:oc
. finice 4 vak je ekvivalentni vlastnosti, %e pro dvojny bod neplati vztah

zéporny jen tehdy, je-li roven r.Vlastnost [2] z de-

Z'(kr +o0q) _ @'(km — ox)  peboli
Yk + ) Yk — o)
— ma sin (mkr 4+ moy, + @) + ¢ — ma sin (mkr — moy, + @) +c
' — bsin (kn + o) = —bsm(kn'—ock)

jmenovatelé jsou + 0, nebof & neni cely nasobek . Podle véty 2 existujf
dvojné body, jen kdyz zékladni kiivka je normélni, tedy sin ¢ + 0 takZe

posledni rovnost miZeme po tpravé psit ve tvaru cos mo, = W

kde plus platf pro sudé m nebo pro liché m a sudé k, kdeZto minus platf pro

liché m a liché k. Podle dikazu véty 2 je tedy cosmox, — su;;na. neboli
| . 3

tg mo,, = moy,: Tato rovnost tudiZ méd byt vyloudena; ale derivovanim funkce

81: ? zjistime ihned, Ze &sla 2, pro kterd tgz =z, jsou privé ta, pro kterd

sin 2 sin ma;,

— m4 extrém. NemiZe tedy byt ———— = r. TudiZ jestlie «, existuje, je
X

nmo,

zlomek ° nutné kladny.

mog

ITI. Definice 4 tedy fikd pravé toto: a) ke kazdému k existuje nejvys jedno

kladné oy b) o, <7, o + by < 7, OB m"‘" > 0 (pokud pHslusnd o,
existujf).
IV. Rozeznivejme nyni tyto p¥pady:

sin mx,,

[1] sing > 0, m sudé. Pak =06 > 0. JestliZe 4 = 1, pak podle

o Moy
véty 2 &fsla a; neexistuji a kfivka je tedy regularni. Jestlize 1 > 6 > s, pak
&, je jednoznaéné urdeno a ]e mo, < w. ProtoZe m je sudé-a tedy m = 2, je
o, < 3m. ProtoZe & nezdvisi na k, existuje «,,., = «,, takie pod.minky Tix )
tohoto diikazu jsou splnény. Naopak kdy? podminky III tohoto dilkkazu jsou
splnény a pfitom m je sudé a sin ¢ > 0, pak vzhledem k jednoznaénosti &, musf
byt 6 > s. Tedy pti sudém oharakteru & kladné orientaci je kfivka reguldrnf
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" prévd tehdy, kdy% é > s. Dvojné body existuji pfi 8 < é < 1, a to pro ka?dé
k, tak¥e k¥ivka mé pak hornf i dolnf klitky; protoZe o), = a4, je vyska viech
klitek stejnd.

[2] sin ¢ < O, m sudé. Pak = 8 < 0, takfe kfivka je regulérnf
prave tehdy, kdyZ «, neexistujf, tedky (podle véty 2) kdy% |8] > |r|.

[3] sing > 0, m liché. Pak pro liché & je "% _ _ § < 0, tak¥e k¥iv-
ka mife byt reguiémi, jen kdy# , pro liché  neexistujf, tedy kdy? 8> |r|.
Pro sudé & je oI Mo

vztahem & > s. Snadno se plesvédéime, Ze |r| > s, takie je-li 8 > |r|, je tim
spife 8 > s, tudiZ podminka 8 > |r| je pro regularitu také postadujici. Dvojné
body mohou byt jen pro sudé k, tedy jde o hornf klitky.

[4] sinp < 0, m liché. Pak pro sudé k je MR _ 8 < 0, takZe kfivka
' ]
miZe byt regulérni, jen kdy% &, pro sudé k neexistujf, tedy kdyZ 18| > |r|.

Pro liché % je mm—zm" =8 > 0 a jednoznaénost «; je ekvivalentnt se vzta-

sin mo

= 8 > 0 a jednoznaénost «; je tu zase ekvivalentni se

k
" hem |8| > s. ProtoZe |r| > s, je zase podminka |8| > |r| pro regularitu posta-
¢ujicf. Dvojné body mohou byt jen pro liché k, tedy jde o dolnf kli¢ky.

[56] sin ¢ = 0 (tedy zdkladn{ kifivka je singuldrni). Pak podle véty 2 dvojné .
body neexistujf, takZe kfivka je regulérni.

Poznémka. Jestlife m < 2, pak k platnosti v8ty 3 stadi vlastnost [1] v definici 4.
Vlastnosti [2] jsme toti% potXili jen k vylouSeni moZnesti sin ma/mo;, = r; protofe viak
tato rovnost znamen4, e ma; ¢ (7, §7), nemiZe byt splngna pro m = 1, nebof by nebylo

o, <m, ani pro m = 2, nebot by nebylo &, + &4, = 2, <=, jak by Zédala vlastnost
[1] v definici 4.

Viéta 4. Grafickd kfivka muke mit body vratu jen prvntho druhu (tj. takové,
v nichf pfechdzt z jedné strany teény na druhow). Zdkladni kfivka nemd body
vratu. Odvozend grafickd kfivka K md body vratu prdvé tehdy, kdy% pisludnd
zdkladnt k¥ivka je normding a kdy budto K md kladnou orientacs a diskriminant
8 = 1 nebo K md zdpornou orientaci a lichy charakter a je 8 = — 1. Pii sudém
charakteru jsow pak body vratu prdvé v hornich a dolnich vrcholech, pii lichém
charakteru jsou jen v hornich vrcholech v p¥padé kladné orientace a jen v dolnich
vrcholech v pfipadé zdporné orientace. Zdporné orientovand grafickd kiivka
sudého charakteru nemd body vratu. Teény v bodech vratu jsou rovnobéiné s osou
y prdvé tehdy, kdy% kffivka je soumérnd. Telny v hornich a dolnich bodech vratu
kfvoky sudého charakteru jsou spolu rovnobéiné prdvé tehdy, kdyt kiivka je sou-
mérnd (a jsou pak tedy rovnobéiné s osou y).

Dikaz. I. Nutnd podminka z'(f) = y’(f) = O pro body vratu mi¥e byt
u zékladni k¥ivky splndna pouze pfi ¢t = kr (k celé) a sin ¢ = 0; v tomto p¥-
padé viak jde o krajnf body singuldrni k¥ivky.

II. Necht nyn{ (1) je odvozens. ProtoZe nenf nikdy soudasn® y’'(t) = y"(t) =
= 0, je podminka z’(t) = y’(f) = 0 pro bod vratu také postadujici. Z y’(t) = 0
plyne ¢ = kr (k celé), nadeZ z'(t) = 0 dévd ma sin (mkr + @) = c. Protoze
¢ > 0, a > 0, nemliZe byt tento vztah splnén pti sin ¢ = 0, tak¥e body vratu
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neexistuji, je-li pfislu§nd zdkladni kfivka singularni. P¥i jinych ¢ je ma sin ¢ =
= ¢ neboli § = 1 pti sudém m nebo pfi lichém m a sudém k, kdeZto ma sin ¢ =
= — c neboli 6 = — 1 pfi lichém m a lichém k; p¥itom sudé k£ znamens hornf,
liché k dolnf vrchol. ProtoZe ¢ > 0, je v prvém pifipadé nutné sin ¢ > 0, tedy
kladné orientace, v druhém pifpadé sin ¢ < 0, tedy zdporné orientace.

Abychom ukézali, Ze body vratu jsou prvnfho druhu, stadf dokézat, %e je-li
t bod vratu, je z"(t) y"(t) — 2”(t) y"(t) + 0. Vyraz vlevo je roven— miab .
. cos (mt + @)sint + m3ab sin (mt + @) cos t; pro body vratu je sint = 0,
cost = + 1, sin (mt + @) = 4 sin'g + 0, nebot piisluind zdkladni kiivka je
normélnf), takze cely vyraz je skuteéné + 0. .

III. ProtoZe y"(kr) #+ 0, je podminkou pro rovnobéinost teény v bod®
vratu 8 osou y rovnost 2”(krn) = 0 (i v piipadé kosoihlych soufadnic); protoze
2"(kx) = — m? . cos (mkn 4 @), znamenad to cos p = 0, takZe kfivka musf byt
podle véty 1 soumérna. Je-li m sudé, pak podminka pro rovnob&Znost teden

. 2" (2kr) . 2"[(2k + 1) =] .mfacosp
v hornich a dolnich bodech vratu je J @) — 7Tk £ 1) 7] ‘neboh — =

_ T MPaCOSQ tedy opst cos @ = O.

Véta b. Singuldrni zdkladni kfivka md m — 2 inflexnich bodd (pro m = 1
2ddny). Normdini zdkladni k¥ivka md 2m — 2 inflexnich bodi (jestliZe dvojny
bod politdme za dva body). Soulet poltu bodi vratu a inflexnich bod® odvozené
grafické kfivky pii omezent parametru t na interval (v uzaveny) délky 2w je nej-
vy§ 2m + 2, pro m = 1 dokonce nejvyé 2. Odvozend grafickd kf'vwka sudého
charakteru md mezi katdgmi dvéma sousednimi vrcholy aspot jeden inflexnt bod.

Dikaz I. Nutnd podminka pro inflexni bod je z*(¢) " (t) — z"(t) ¥'(¢) = O;
v piipadé zdkladni k¥ivky, tedy ¢ = 0, davé tato podminka f(t) = sin (m¢ 4 ¢).
.cost — m cos (mt + @) sint = 0. Tato podminka také stadi, jestlife a'(¢).
.Y"() = 2”(@) y'(¢) + 0, neboli (m? — 1)sin¢sin (mt + @) + 0. Predpokla-
dejme, Ze kiivka je normalnf, t. j. sin ¢ + 0. Pak v ptipadé m = 1 je f(t) =
= sin ¢ + 0, takZe inflexni body neexistuji. Necht tedy m > 1. Ptedpokla-
dejme, Ze sin ¢ sin (mf + @) = 0. ProtoZe sin ¢ = 0 znamend ¢ = kn a protoZe
sing + 0, nemiZe byt sin¢ = sin (m¢ + @) = 0 soudasnd, tak¥e ve vyrazu
pro f(t) je jeden &len rovny nule a jeden nikoli, tudiZ f(f) + 0. JestliZe tedy
f(t) = 0, musi byt sin ¢ sin (m¢t + @) + 0, takZe podminka f(t) = 0 jeskutedns
pro inflexni body postadujici. Je tedy t¥eba zjistit podet kofenti rovnice f(t) = 0
prom > 1. ProtoZe p¥i vySetfovéani zakladni k¥ivky miiZeme ¢ omezit na interval
0, 27>, je f'(t) = (m2 — 1) sin ¢ sin (mt + @) = 0 pravé tehdy, kdyz mt +

+ ¢ = kn (k celé) neboli ¢ = lcn; . pii ¢emZ k nabyvé 2m hodnot, nebo

kdyZ ¢ = 0 nebo { = = nebo ¢ = 2xn. PFedpoklddejme napf. sin ¢ > 0 (piipad
sin ¢ < 0 se probere obdobné). Je-li sin (mt + @) = 0, je f(t) = — m cos(mt +
+ @) sin ¢; pFi pfechodu od ¥ = ¢ ke k = 1 4 1 ménj cos (mf | ¢) znament,
zatim co sint je kladné pro k=1, ...,m a zaporné pro k=m + 1, ...,
ey (2m — 1) w, 2mn. Tedy f(t) méni znamenf pii pfechodu od k =1 ke k =
=1 4+ 1 s vyjimkou pifpadu ¢ = m. VySetime jesté znameni f(f) pro ¢ = =,
t=0,t=2r. Je f(r) = — sin ¢ < 0 pro sudé m a f(x) = sin ¢ > 0 pro liché
mr — @ )

m, & na druhé strand pro mi + ¢ = mx neboli ¢ =

je sint > 0,
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. tak¥e f(t) < 0 pro sudé m, f(t) > 0 pro liché m. Tedy f(n) m4 stejné znameni -

jako f(""‘m“ "’) (budf? také jako /("”—*‘l-")b—"—‘—“”))'. Déle jo /(0) = sin ¢ > 0

& na druhé strand pro mt 4+ ¢ = © neboli t = 7:;‘07 je sin¢ > 0 neboli
f(t) > 0. Koneéné je f(2r) = &in ¢ > 0 a na druhé strané pro mt 4 ¢ = 2mn

neboli ¢ = 211:—1&:2 je sint < 0 neboli f() > 0. Uhrnem tedy pro posloup-

. - 27t — — ) —
nost kofenit 0,” <p’ i <p’ ...,m, 1:,(""—-*-1)1::——2

m m m

9 eoey

ey _2m_1:n——_¢p’ 27 rovnice f’(t) = O plati, Ze f(¢) m&énf znamenf (2m — 2)-krét,

takie zfejmé f(f) mé celkem 2m — 2 kofeni.

Za druhé predpokléddejme, Ze vySetfovans zékladni k¥ivka je singuldrni,
tedy sin ¢ = 0. Bud na pifklad ¢ = 0 (pHipad ¢ = = je obdobny). Od situace
u normélnf kiivky se tento ptipad li¥f jednak tim, %e f(f) = 0 m4 je¥td kofeny
t=0,t=m t=_2r kterych si vBak nemusime viimat, protoZe to zfejmé
nejsou inflexni body, jednak tfm, %e prob&hneme k¥ivku uZ p¥i omezeni ¢ na
interval 0, =), takZe inflexnich bodu je pouze m — 2.

II. Necht nyni ¢ > 0 (tedy kfivka je odvozend). V tomto pfipads, jak snad-
no vypotteme, je nutnd podminka f(¢) = ma[sin (mt + ¢) cost — m cos
(mt + @)sint] — ccost = 0. Je f(t) = sin t{ma(m® — 1) sin (mt + ¢) + c].
Bud nejprve m > 1. Pak f’(!) = 0 jednak pro sin¢ = 0, coZz v -intervalu

€0, 2=) ddvé t¥i hodnoty, jednak pro sin (mt 4 ¢) = — (m—’—c—l)n_fa, . ProtoZe

¢ > 0,a > 0, miZe mt 4 ¢leZet jen v intervalech (x, 2x), ..., (2m — 1) =, 2=x),
mé-li byt te (0, 2n), pfi ¢emi v kaidém z téchto intervali miZe mt + ¢
nabyt dvou hodnot. V celku tedy miZe f'(t) ='0 mit v <0, 2x) jen 2m + 3 ko-
Fenid vdetnd krajnich hodnot ¢ = 0 a t = 2x, tak¥e f(t) = 0 miiZe mit v <0, 2=)
nejvys 2m 4- 2 kotfent. . :

Za druhé bud m = 1. Pak f(t) = a sin ¢ — ¢ cos ¢, tak¥e f(t) = 0 miZe mit
v <0, 2x) nejvyse dva kofeny.

III. Kdy% m je sudé, pak f(2kr) = ma sin p — ¢ = — f[(2k + 1) =]. JestliZe
ma sin ¢ — ¢ % 0, je posledni tvrzeni véty zFejmé. Necht tedy ma sin ¢ = c.
Je f'(2kx) = f'[(2k ¥+ 1) =] = 0,1}2]1:1:)‘-: ma(m? — 1) sinp + ¢ = — f"[(2k +
+1) =], pti demZ f(2kx) == ¢ (MT— 1) + ¢ = cm? + 0. Tedy bud mé f pro t =
= 2kn maximum a pro ¢ = (2k 4 1) * minimum nebo naopak, a protoZe
f(2kr) = f[(2k + 1) =] = 0, je f(t) = O pro vhodné te (2kn, (2k + 1) x).

Snadno lze zjistit, Ze znénf vét 1— 5 nezdvisf na tom, zda v (1) jsou z, y pravo-
1hlé nebo kosoihlé soutadnice.

Posnémka. Pokud jde o zékladni k¥ivky, podivejme se jekts, ve kterych ppadech
dv& dvojice rovnic tvaru v '
r=acos(mé+¢), y=~bcost

vyjediuji tou¥ zdkladni k¥iyku (nepfihli¥ime-li k orientaci). Podminka pro to, aby exis-
tovalo u = u(t) tak, ¥e kiivka 2 = acos (m¢ + @,), ¥y = bcost¢ je toto¥nd s kFivkou
x = acot (mu + @,), ¥y =>bcost, je t= 2kr 4+ u, mt + ¢, = 2k*x + mu + ¢ (k, k*
celé, plati soutasn® plus nebo sor & minus).. Odtud snadno plyne, e bud ¢, + @,
nebo ¢; — ¢, musi byt sudy ndsobek =. Jestli¥e specidln® ¢, 4 ¢, = 2gn (g celé), dosta-
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neme tou¥ kfivku s opaénymi orientacenﬁ (zejména v prakticky dulefitém pipadd
soumdrnych kiivek ¢, = §x, ¢, = — §n).

Detinice . Necht K je nesingularni grafickéd kfivka (tj. grafickd ktivka,
kterd neni singuldrni zdkladni ki'ivkou).gRikéme, %e K mé typ *V (-V), kdyz
je kladng (zdpornd) orientovand a mé body vratu. Rikdme, Ze K mé typ
*D (-D), kdy% je kladné (zdporns8) orientovanéd a je bud normélni zékladnf
kiivkou nebo je odvozenou ktivkou s dvojnymi body. Rikdme, ¥ K mé typ
N, kdy% je odvozend a nemé dvojné body ani body vratu (poznamenejme, %e
kfivka typu N muZe, ale nemusi mit orientaci; nemé orientaci, jestliZe je od-
vozena ze singuldrnf k¥ivky). (Z pfedchozich vét plyne, Ze uvedené typy jsou
disjunktni.) Jestlie T' znamend jeden z pravé uvedenych typi, ikame, %e
K mé typ mT, jestlife mé charakter m a typ 7. Snadno patrny je vyznam
réeni jako ,,typ 7' mé kladnou orientaci* a pod. :

P¥iklady. PopiSeme si stru¥ng, jak ziskdvdme v praxi b&%né prvky pisma z grafickych
kfivek; pro srovnéni budu ufivat hlavni znaky u¥ivané v &eskoslovenské tSenopisné -
soustav® Heroutové-Mikulikov¥ (termin ,,znak‘‘ znamené nejmensi grafickou jednotku,
kteréd rad v tSsnopisné soustav® samostatnou existenci):

7. Z.///J/,/é‘ b e — S___ 67 ¥aQ. 400,
P |

GCro 70 2)n\ T 72N 12 LL NS~ 1477

A — I5E 16977 TXAS /a.'( 19/ Ro. JSP RLS o

22./% 23. 12 < Obr. 1.

ProtoZe pfedm¥tem vydetfovéni je tu zatim jediné grafickd ktivka, miZéme v (1) pred-
pol;lé,dat‘ = ¢ = 0. Nejprve vezm&me ,,degenerované‘‘ ptipady, kdy n&které z &isel
a, bje =0. .

1. V ptipad8 @ = b = ¢ = 0 degeneruje kfivka na bod (znak . 1 — v praxi se napife
nejastdji jako kratidké vsetka). V pipads a = b = 0, ¢ > 0 méme rovnomsérny pohyb
doprava po ose z (jako samostatny prvek rychlého psani se vyskytne jen vyjime¥ng).

. Proa = ¢ = 0, b > 0 dostaneme kmitavy pohyb po ose y, napf. zn &. 2 p¥i polo-
kmitu shora dold, é. 3 pfi polokmitu zdola nahoru. . :

3. Proa=0, b >0, ¢c > 0 dostaneme ,,vlnovku‘‘ y = b cosx/c s inflexnimi body
v priseéicich s osou & (napf. zpaky 6. 4, z nich¥ zejména druhy se v praxi leckdy napfSe
té% jako cykloidéini kfivka). .

4. Proa > 0, b = 0 méme pohyb po ose x; prakticky dulefity je p¥ipad ¢ = 0 — jako
polokmit zleva doprava napf. u znaki &. 5. :

Déle u¥ pfredpokldadéme zase @ > 0, b > 0. .

Prakticky se uZivd zejména znakii charakteru 1 nebo 2, zna¥n¥ fid¥eji 3. Prvky jetd
vétifho charakteru se vyskytnou jen zcela vyjime&ng. Divodem je, ¥e dosaZitelnd rych-
lost pohybd na psani ziSastndnych svalii je ovlem omezens, takZe rychlost psani je
omezena tim z kmitavych pohybi, ktery mé mensi frekvenci, a je tedy v podstatd ne-
piHmo umérné charakteru; znaky s m > 3 byvaji u¥ pro rychlé psani p¥ili§ t&Zkopédné.
Charakter 3 mé napt. znak &. 6. V dalfim se omezimnam = I am = 2.

5. V pt¥ipadd m = 1 je normélni zékladni kiivkou elipsa (ve spec. pfipad¥ kruZnice)
se sttedem v podatku. V soumdrném piipadé ¢ = 4 }w mé elipsa v oséch z, y adruXené
priuméry. Pro grafickou praxi jsou zpravidla vhodné jen elipsy s nepf#ili§ velkou z-ampli-
tudou. P¥ 0 < ¢ < n (kladné orientaci elipsy) méme znaky ,levého obratu‘, nap¥:
znaky &. 7, pfi — © < ¢ < 0 znaky ,,pravého obratu‘, napf. znaky 8. 8. Ve spojeni se
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elipsovité znaky zpravidla pisi jako cykloidélni tvary s velkou klikou. Jako 84st pohybu
po kladné elipse mohou vzniknout nap#. té% isolované znaky &. 9, po zdporné elipse
znaky 8. 10; leckdy viak tu jsou pro praxi vyhodndjii cykloidalni tvary. .

Lze zjistit, ¥e pro m = 1 dostaneme viechny mo¥né normélni zékladni k¥ivky p¥i vhod-
nych a, ¢ uf pti omezeni na pravothlé soufadnice; obecns tomu tak nenf.

8. Singulérni zékladni k¥ivka pro m =1 je yseSka. Pro ¢ = 0 dostdvdme tzv. ne-
zpi¥end znaky (v praxi skoro vidy jen zdola nahoru, napf. znaky &. 11), pro ¢. = = tzv.
zpFi8ené znaky (v praxi vidy shora dol, napt. znaky 8. 12). ~

7. Necht nyni m = 1, ¢ > 0. Podminka pro inflexni bod je cost = Odtud ‘a

z nafiich v&t plyne, %e ktivka odvozen4 ze singuldrni k¥ivky je vinovka typu N s inflexnimi
body v prusedicich's osou z (napf. znaky &. 4). Z elipsy odvozené ktivky jsou cykloidélni

ovahy: a) obgféegné (¥6| =1)— igp +V nap¥. u znakd &. 13, -V napf. u znaku &. 14;
g) prodlouZensé (|6] < 1).— yg *D s horni kliSkou napf, u znaku &. 15 (ve spojeni té
znaky &. 7), typ ~D s dolnf kliékou nap#. u znaki 3. 18 (ve spojeni té% &. 8); c) zl né
(8| > 1) — 3;5 N, vinovka (leckdy u znakt ¥. 4). (4stmi kfivek typu D byvaji

asin ¢

v praxi té% zx 8. 17 (jejich nekli¥kové konce se proto pfi rychlém psani deformuji
zaoblovénim). :
Nyni ke znakiim charakteru 2. . :

8. Pro zékladn{ kfivku charakteru 2 dostaneme vylouSenim ¢ rovnici 4a?y* — 4a%b%* —
— 4abdzy® cos ¢ -+ b4z + a cos @) = 0, pti Bem¥ oviem {z| <a. V si.ngu.lé.m.(m ¥pads
cos q;.k=u + 1 méme oblouk paraboly; v grafické praxi se vyskytuje zFidka (n&kdy napt.
u zn 8. 18). - .

Necht nynf kfivka je normAlni. Z rovnice vidime ihned, %e i zde je kfivka soumérné
podle osy z v tom smyslu, ¥e s bodem (x, y) obsahuje té% bod (x, — y) (obecn&ji se snadno
zjist{, ¥e zékladni ki¥ivka sudého cha: ru je v¥dy v tomto smyslu soumrné podle o
z). Ke komstrukei mi%eme uZft bud znémého zpisobu kaonstrukce Lissajousovych kfive.
nebo faktu, e kfivku lze obdrfet jako sou¥et (ve smyslu s¥itdni y-ovych soufadnic)
oblouki dvou parabol, které m&v ose z prumér a jejich¥ te¥na v prisediku s osou z j®
rovnobé&¥né s osou y. Soum&rné kfivka mé4 podobu osmi¥ky (neni lemniskatou), pti
¢ ¥ £+ in dostaneme ,,deformované osmidky‘‘. V praxi se kfivka uplatiiuje pti psani
cifry 8 — jinak mé wlohu vétfinou jen piisluinéd odvozens kfivka.

9. Ptistupme nyni k odvozenym ktivkdm charakteru 2. V& imn&me si nejprve, ¥e nutné
podminka z’(¢) y”(t) — @”(¢) ¥’(¢) = 0 pro inflexn{ body u kiivky x = a cos (2t + ¢) + ct,
y=>bcost dé.vtlinso uprav® vztah 4a cos ¢ sin® ¢ = cos ¢(4d sin ¢ cos* ¢ — 6a sin ¢ + c).
Jestli¥e kiivka body vratu, tedy jestlie ¢, = 2a sin @, plyne odtud sin (¢ + ¢) = 0;
7 toho usoudime, ¥e v tomto ptipadd mezi ka¥dymi dv¥ma sousednimi vrcholy je nejvyie
jeden inflexni bod, tedy podle véty 5 pravé jeden. Tak vznikaji nap¥. znaky &. 21. U ktivek
{)ez bodu vratu se omezime na p¥pad soum&rnych ktivek, tj. cos ¢ = 0. Rovnice pro in-

flexn{ body se pak redukuje na rovnice cos ¢ = 0 & cos?t = Ga;;: ® '(minus pro ¢ = }n,

plus pro ¢ = — }n). Omezime-li se na reguldrni kﬁ)ﬂp&d, nem4é kiivka podle véty 3 bud
vitbee dvojnych bodd, nebo. mé horni i dolnt kli¥ky. V obou pgpodech je pro rychlé
vybavovéni a kontrolu znaku pti praktickém psanf %¥4doucf, aby kfivka méla jen jediny
inflexni bod mezi dv&ma sousednimi vrcholy. V g)ﬁp&dé @ = = proto pfedg:klédejme
¢ 2 6a nebo ¢ < 2a (pHpad ¢ = 2a tu znamena typ V, ktery jsme uf vysettili); pfi
¢ = 6a vzniké t(};é) N tvaru vinovky (jako samostatny znak v praxi nepoufivany, protoZe
jsou ovem vyhodngj#i vinovky charakteru 1), ptic < 2a vzniﬂé typ +D s kli€kami (nap¥.
znaky &. 22; jako 84sti této k¥ivky lze vytvofit té% napf. isolované znaky &. 20). V p¥i-
padd ¢ = — §n jsou inflexni body automaticky jen v prisedicfch s osou z, protoZe

rovnice cos? t = 6“4: S nemé Fedent; pfi omezeni na reguldrni kfivky mi¥eme podle

nafich v&t dostat jen typ N podoby vinovky. Prakticky dileXité viak je, ¥e timto zpu-
sobem muXeme dostat neju¥ivan®jii znak charakteru 2, totif znak &. 23, ktery pti sprav-
ném psani (bez deformace obloutktii nebo deformace sklonu znaku) g oklddé rovno-
b&¥nost teten v inflexnich bodech; vzhledem k soiim&rnosti to fedpo. 4 rovnob&¥nost
téchto teden s osou y, tedy vztah z'(}) = 0, cof ddvé ¢ = 2a. Tedy znak &. 23 je odvozen
ze zépornd orientované ,,0smiky*‘ pro ¢ = 2a.

10. Vypodtéme, jaké nejvyssf rychlosti dosahuji stenografové nikoli ve slovech zJ
minutu, nybrZ v centimetrech za vtefinu. Zfejms nejvétsi rychlosti dosahuje psaci pohyb
uprostted nejdelsi prakticky se .vyskytujici use¥ky. Pt¥i stfedni velikosti stenografova
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plsma mé tato vselka ptiblifn¥ délku 10 mm a empiricky lze zjistit, e nejrychlejii

t8snopisci ji napisi asi za 0,07 vtefiny. Psani této vsedky probihé nap¥. podle rovnic
z = 0, y = 5 cos r¢; odtud plyne = = 0,07r. Maximum rychlosti ¥’ = — B sin rt nestédvé
pro sin rt = 4 1. Snadno vypo¥teme, ¥e toto maximum je asi 22,4 cm/sec; je oviem
piimo um&rné zékladni velikosti stenografova pisma & individudlni rychlosti stenografa.
Matematicks teorie zékonid psani mé nejen teoretickou dileZitost, ale také
veliky prakticky vyznam, zejména pro stenografii. UmoZiiuje zdivodnit sprav-
nou techniku psanf, stuperi vyhodnosti riznych znakd nebo zkratek p¥i rychlém
psani atd. Zatim co klasicks stenografickd teorie uvafovala napf., %e znak
&. 15 vznikl tak, Ze Gsetku opatiime nahote klitkou a dole obloutkem (odvo-
zenymi z elipsy, pfpadné kruZnice), ukazuje matematicky rozbor, Ze takovy
tvar v rychlopise neexistuje a %e znak &.15 vznikd z odvozené kfivky typu
1*D, tj. vznika sloZenfm pohybu po kladné orientované elipse s rovnomdrnym
pohybem po pfimce. Ukazuje, £e napk. znak &.23 nenf grafomotoricky p¥fbuzny
s prvnim znakem &. 14, jak se soudilo, nybr %e oba znaky maji dokonce rizny
charakter, a vysvétluje soudasné, proé pfi rigorosnim psanf znaku &.23 probfhd
pohyb pomaleji a pro¢ tedy pfi rychlém psanf, které mé snahu provddét
viechny vertikdlni kmity p¥ibliZnd stejné rychle (tedy psit po kFivkich cha-
rakteru 1), dochézf k deformaci znaku ¢&. 23 ve znaky sinusoiddlni nebo cyklo-
idalnf (tedy k redukei obloutkii, ke zmé&né sklonu apod.). Vyznam teorie je&t&
vzrusté, kdyZ prejdeme k studiu spojovéni znakd.
, (Dokongeni.)
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