Pokroky matematiky, fyziky a astronomie

Jiti Gregor
Dynamické systémy s regularni pravou stranou. II
Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, Vol. 3 (1958), No. 3, 266--270

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/137113

Terms of use:

© Jednota Ceskych matematikt a fyzikt, 1958

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must
contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://project.dml.cz



http://dml.cz/dmlcz/137113
http://project.dml.cz

Tedkovand &ira naznaduje priibéh postupné prejimky u dodavky, kterd
byla pfi 12. vyb&ru pfijata a &erchovanéd d&ira predstavuje doddvku, kterd
byla pfi 10. vybéru zamitnuta.

PFiklad: Necht x = 8 = 0,05; p, = 0,03; p, = 0,15. Potom dosazenim do
vztahu (30), (31), (32) dostanemed = — 1,691 4 0,076¢,d; = 1,691 + 0,076s.

Pii uréovani konstant A, k, a s vycha,zime z testu pomérem vérohodnostl,
kterynavrhl A. WaLp [14]. Pro piipustny p, resp. nepiipustny p, podil zmetki
v dodévee, ptijimdme dodavku, jestlize

m(pa)
=B 33
Po(py) (33)
a dodévku zamftame, jestlize
' m(pz) .
=4. 34
m(pl) . ( )
V ptipadé, Ze
A< nlp) _p (35)

Pon(py)

pokratujeme v nshodném vyb&ru. Ve vztazich (33) a (34) P.(p,) = pP*.
-« (1 — p,)"™ a obdobng pro P,(p,). Lze dokézat, Ze plati vztahy

1—-8
(02

(36)

: p
B = i
Dosazenim téchto vztahi do nerovnosti (35) a pFi uvaZovéni krajnich p¥padd,
dostaneme vztahy pro konstanty h,, k, a s ([14], [15], [16]).
(Dokongen.)

DYNAMICKE SYSTEMY
S REGULARNI PRAVOU STRANOU II¥

Jntf GREGOR
(Katedramat a deskr. geom. el. fak. CVUT)

v

Dosud jsme se zabyvali dynamickymi systém&, jejichZ pravé strana byla v jistém
oboru jednozna&nou regulérni funkei komplexni prom&nné. P¥ejdeme-li obecndji k systé-
mim s analytickymi pravymi stranami, musime nejprve definovat fefeni diferenciélni
rovnice

=), (13)
kde f(z) je v jistém oboru vicezna¥nou funkei komplexn{ prom&nné. ’

Detinice 8. Necht v rovnici (13) je f(z) riemannovskym elementem v dvojnﬁsobng
souvislé oblasti D: 0 < |z| < r. Funkei 2(¢, ¢y, a) nazyvéme feSenim rovnice (13), jestlife

*) (O4st I tohoto &ldnku vysla v minulém &isle tohoto Sasopisu.
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. B d -
pro viechna &: |t — | < 4 jest 2(t, ¢, a)eD a -(Tt-z(t, ty @) = F(z(t, &, a)), pro jisty ana-

lyticky element {F, z(4,)} € f.2)

V definici 6 jsme za stfed riemannovského elementu volili pro jednoduchost bod (0).
Tento bod je jedinym bodem uvnit# oblasti |z| < r, ktery miZe byt kriticky. Nebudeme
uvafovat p¥ipad, kdy bod (0) je oby¥ejnym bodem, nebot pak (podle v&ty o monodro-
mii) funkee f(z) je jednoznadné. Tento pfipad byl vySetfen v prvni &4sti 8ldénku. Vzhledem
k pokraovatelnosti analytického elementu mu¥eme definice 1—4 beze zm¥ny prenést
i na trajektorie rovnice (13). Re¥enf rovnice (13) budeme zkrécend psét z(t). Omezime L
8e na m - znatné funkce, mi¥eme rovnici (13) napsat ve tvaru

N © [}

Z =‘§a‘z_i » (14)

kde m < 2 «; & 0 alespots pro jisté ¢ .

Je tdelné doplnit dosud vyslovené definice a v&ty, chamktensujici typy singulérnich
bodu, vétou, kterd pro svoji ndzornost ani nevyfaduje dikazu. ‘

Vita 6: Typ singuldrntho bodu v roviné u je invarianint vitéi zobrazent z = u™ (m pfi-
rozené)3).

Dosud uvedené typy singuldrnich bodi doplnfme je%t¥ touto definief:

Detinice 7. V diferencidlni rovnici (13) necht f(0) = 0. ' Podbtek nazyvéme regulérnim
kritickym bodem, jestli¥e existuje prﬁvé jedna trajektorie, které vehézi do poéétku nebo
vychézi z posstku.

Na zéklad$ definice 4 uvedeme jests vitu o postu vyjime¥nych sméri pro rovnici (14).

Vita 7. Je-li k + m, pak trajektorie. dzferemuilni rovnice (14) maji nejvyde 2\m — kj
vyjjime&ngjch smérd. ‘

Dukaz: Nechi pro jistou posloupnost z, — 0 jest lim lz"l = a. Pak bod a urduje
n
vyjime¥ny smér privd tehdy, je-i hm-ﬁ'l— -Ifﬂi)l = 4 1. Odtud plyne podminka
em i 2n (24)
a ™. =4+1a tedy i vysiovené tvrzeni.

""k|
Disledky: 1. Pro k = m jsou viechny smdry vyjime¥né prévd kdy¥ o) = o, & vy-
jimedny smé&r neexistuje pro «; * &. 2. Vyjimeénych sm¥ri je pravd 2|m — k|, jsou-li
k a m &isla nesouddlné. 3. Nejsou-li k a m nesoudéln4, pak vyjune&t:y.ah smd¥ri je prévé

2 m — y Kl , kde d je nejvitsi spoledny ddlitel &isel m & |k|. ;

VI

Chovéni trajektorii diferencidlni rovmoe (14) v uva¥ovaném eoboru popisuji t,ato
tvrzeni:

1) V dalsfm uzivdme pojmi element analytiocké funkce, a.nalytwké pokrm‘,ovéni pfirozend
hranice analytické funkce atd. v obvyklém vyznamu. Rikéme, %e f je riemannovskym elementem
v, oblasti D se stfedem v bod# (0), jestliZe je libovolnd pokraéovat.elné. v D, v bod$ (0) mé nejvyke
algebmlcky kriticky bod a nen{ libovoln® analyticky pokradovatelnd v £4dné dvojnisob sou-
vislé oblasti D’:0 < |z| < g, kde g > r. Okolim riemanpovského elementu f(z) nazgvime
mnotzinu viech analytickych elementu definovanyeh funkei f(z) se st¥fedem uvnit# kruhu 2] = e,
kde p = r. (Viz S8aks-Zygmund: Funkcje analityczne.)

2) Vétu 6 chdpeme takto: Maji-li trajektorie u(t) sing. bod typu sted, pak tm;ektorle z(t) =
= [u(t)]™ maji také smguhirni bod typu stied, at.d Obrécens vétu nevyslovujeme.
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Yéta 8. Je-li v rovnici (14) k = m, pak pobdtek je stfedem trajektorii prdvé tehdy, je-li
o + &, = 0, dikritickym uzlem prdvé tehdy, je-li o — o, = 0 @ ohniskem pro ostaini
hodnoty o, \

Dukaz: Pfedeviim: zfejm& existuje F(0) = oy =i= 0. Po substituci v = u™ plejde
rovnice (14) v rovnici

% = zlﬁ.‘u‘, ﬁl =|=0
-

Trajektorie této rovnice v okoli bodu « = 0 jsou popsédny v&tami 2—4. Kriteriem pfitom

. jehodnota B,. Jest viak f;, = Ax, 4 redlné a tedy typ trajektorii u(¢) je urSpn hodnotou a.
Vzhledem k v&té 6 viak toté% plati o trajektoriich rovnice (14) za uvedenych podminek.
Véta je dokdzéna.

Yéta 9. Kriticky bod diferencidinté rovnice (14) pro k £ m 1'3' typu sedlového bodu pro
pro k < m — 1, reguldrnim kritickym bodem pro k = m —'1 a typu uzlového bodu pro
k> m.

Dikaz: Provedme opét transformaci z = u™. Rovnice (14) pfejde v rovnici

% = Zﬁut—m+1 B+ 0.

Pro k + m — 1 dostdvdme nyni vyslovené tvrzeni na zékladd véty 6. Pro k =m — 1
je bod ¥ = 0 reguldrnim bodem trajektorii u(¢). Z¥ejm¥ plati: jestlife u(t) je trajektorie
s reguldrnim bodem v bodd « = 0, pak z(f) = u™(¢) (m = 2) je trajektorie s reguldrnim
kritickym bodem v bod$ z = 0 a obrécend. Je tedy i pro tento pfipad vdte dokézéna.

Zéviry byly dosud vyslovovény pro jisty riemannovsky element tvaru pravé strany
rovnice (14). Mohou se viak vyskytnout i jiné ptfpady kritickgch bodi.

Uvedme ptiklad: UvaZfujme diferencidlni rovnici

k
i=f+alz+1™ (18)
Predpoklédejme: existuje ¢ ptirozens tak, %o
. . k
: B 4=

—_—— = e

[0 2

O trajektoriich diferencidlni rovnice (15) 1ze vyslovit tyto zdvéry: Existuje m vzdjemnd
riznych analytickych elementi funkee na pravé strang rovnice (15) se sttedem v bod$ (0).
Pro viechny tyto elementy s vyjimkeu pravs jednoho je bod (0) reguldrnim bodem. Pro
jeden element je bod (0) kritickym bodem. Typ tohoto kritického bodu je urfen (nej-
. pohodingji) &fslem B takto: Trajektorie maji v okoli po¥étku st¥ed, je-li § + B = 0, di-
kriticky uzel, je-li  — B = 0 a ohnisko, je-li # + B + 0. O platnosti tdchto zévéra je
snadné se presvéddit na zdklad¥ rozvoje pravé strany rovnice (15) v mocninnou fadu
v okoli bodu (0).

VII

‘Uvahy ptedchozich odstavet nejsou prosty nékterych obti%i. Sestrojme sm&rové pole
rovnice 2 = VZ jeji¥ trajektorie, jak se snadno presvédéime, jsou konfokAlni paraboly.
Uva¥fujme dva piipady: 0 < argz < 2=n (obr. 1) a — n < argz < = (obr. 2).

Pro druhou vtev dostaneme smdrové pole, které je v obou p¥ipadech orientovéno
v ka¥dém bod¥ opa¥n¥, ne% je uvedeno na obrézcich. UvaZime-li i jiné mo¥né ptpady
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diferencidlnich rovnic s pravymi stranami vyhovujicimi po¥adavkim odst. V, mi¥eme se
pokusit o ovdfeni z4véni, které predbé&¥nd budeme formulovat takto:

a) mé-li pravé strana rovnice prav¥ m analytickych elementl'x se stfedem z,, pak bodem
2z, prochézi nejvyse m trajektorif;

b) na jisté ktivee vychdzejioi z podétku (= rozvétvovwiho bodu) neni smérové pole
diferencidlnf rovnice orientovatelné. .

0br. 3.

.Abychom bliZe objasnili povahu t8chto z4vérd, uvaZujme smérové pole diferencidlni
rovnice (13) na piislu¥né Riemannovs ploe.

Riemannovou plochou riemannovského elementu f (viz pezn. k definioi 6) rorumime
mnotinu, jeji% prvky jeou vipchny analytické elementy {F, a}, patiicf do okoH elementu f.
Dva elementy {F,,a,} a {F,, a,} json toto¥ndé pr&vd tehdy, jéli I, = P, a a, = a,.
Okolim elementu {F, a} nazveme viiechna bezprostfedn{ analyticks pokradovéani elementu
{F, a}. Element {F, a} patff do svého okoli. Lze ukAzat, ¥e takto definované okoli vy-
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hovuje axiomim Hausdorffovym. Ukazuje se, ¥e takto definovany abstraktnf{ prostor
je homeomorfni s vnitfkem kruZnice, t. j. existuje jisté t. zv. kanonické, vzdjemns jedno-
znadné spojité zobrazeni P (se spojitym inversnim zobrazenim @—1) tohoto prostoru na
mno%inu bodt u: |u| < ¢ komplexni roviny. Lze tudf¥ v tomto prostoru definovat metri-
ku. Z vlastnosti zobrazeni @ plyne, %e lze definovat i pojmy analyti&nost, Gihel. '

UvaZujme nyni v rovind u diferencidlni rovnici 4 = f(u), kde f je jednozna¥né regu-
larni funkce. Trajektoriim w(t) odpovida;( zobrazenim & jisté homeomorfni obrazy p¥im-
ky v definovaném abstraktnim prostoru, ktéré budeme nazyvat trajektoriemi na Rie-
mannovs plofe. Vzhledem k tomu, e zobrazeni & je konformnf, zistdvajf zachovény thly
i orientace. KaZdym bodem Riemannovy plochy prochézi tudiZ jediné trajektorie a pole
trajektorii je orientovatelné. Je déle zfejmé, e tato konstrukce odpovidé postupu,
kterého bylo poutito p¥i dikkazu vt 8 a 9.

Ve je mnohem nézorngji, poufijeme-li obvyklého modelu Riemannovy plochy, ktery

3

(v okoli bodu (0) pro funkei V;) piipomeneme na obr. 3, ve kterém jsou Zipkami vyzna-
&eny jeding pFipustné pfechody z jednoho listu na druhy.

ObtiZe v tvahéch na zaSitku tohoto odstavee prameni z toho, %e jsme trajektorie na
Riemannové plode ,,promitli‘‘ do roviny a tak ,,narufili‘‘ jednozna¥nost a orientovatel-
nost pole trajektorii. Zéroveir mi¥eme pova.iova.t za oduvodn&né z4vdry, kterd jsme vy-
slovili na zadétku tohoto odstavce.
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VYHODNOCOVANI VYSLEDKU FYSIKALNICH MERENT
PRI MALEM POCTU PROVEDENYCH ZKOUSEK

Viorav MOLLER

Tento &ladnek je pokrafovénim ldnku ,,Poznidmky k experimentélnimu studiu fysi-
kélnich vlastnost{ vulkanisitd kauuku‘’.!) Uv4di jednoduchy pipad poutiti zndmého
Studentova ¢-rozdsleni k posouzeni vyznamnosti rozdflu mezi priméry dvou fad fysikal-
nich m&feni a k ochrén¥nf vyhodnoceni vysledki mé&feni pfed chybnymi zdvéry. Samo-
zfejmou povinnosti experimentétora je pedovat v naSem piipad$ o pfesné chemické
slofen{ pHsluiné sm3si kauSuku, pfesné zhotoveni vzorki a o dostatefnou piesnost
mdficich pFstroji. Uvedené metody bylo poufito k vyhodnoceni mdfeni vlivu teploty
na G¥inny stupen elasticity zvoleného vulkanisdtu kauduku metodou odrazu. Bylo
dvacet stejnych vzorki té%e sm¥si kauSuku ve dvou fad4ch m¥feni. Podet promdfovanych .
vzorkil v obou fadéch byl N, = N, = 10 3). Vysledky m&teni byly tyto:

Polet stuptii volnosti je n = N, 4- N, — 2, nebot k vypodtu z; a z, je zapotiebf
dvou linedrnich vztaht (pro ka¥dou z obou ¥ad m&feni je N; = N, = 10 je totif poSet
stuptii volnosti n, = N; — 1, ng = N, — 1, tedy.o jednotku mensi neZ podet provede-
nych méfeni, ponévad¥ ka¥dy z priméri je urfen lineArnim vztahem). V nafem p¥ipad®
jem = 18.

1) V tomto &asopise, roé. II (1957), &. 5, str. 562 —559.

3) Elasticita kaudukovych smé&si zpravidla vzristd s rostouei teplotou v teplotnich mezich
cca 0 °C az 100 °C, coZ svdddi o Gbytku vniténiho tfeni a o optimalnim uplatndni elastickych
vlastnosti zvoleného vulkanisidtu v uvedeném teplotnim oboru. K poklesu elasticity dochézi a%
v teplotnim oboru 100 a% 150°Cvlivem tepelné destrukce makromolekul zvoleného vulkanisitu
kauduku.
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