Pokroky matematiky, fyziky a astronomie

Jifi Sedlacek
O konstrukcich orientovanych graft

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, Vol. 3 (1958), No. 3, 273--276

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/137116

Terms of use:

© Jednota Ceskych matematikt a fyzikt, 1958

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must
contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://project.dml.cz



http://dml.cz/dmlcz/137116
http://project.dml.cz

N

O KONSTRUKCICH ORIENTOVANYCH GRAFU
Jif SEDLACEK, Praha

V &lénku se zndémé Listingova véta o neonentova.n&‘ch gra.feoh formnluje pro grafy
onentované

I. Mezi nejstarsi tlohy topologické povahy pati{ pravdépodobné problém nakreslit
dany (souvisly) obrdzek. jednim tahem. VZdyt u¥ L. Euler se r. 1736 zabyval touto
lohou edénou ve zndmy problém sedmi mostit msta Kriloveet). V této prici také vy-
slovil Euler v&tu, kterou v teorii grafi?) nyni formulujeme takto: Koneény neorientovany
graf Q lze nakreslit jednim tahem prdvé tehdy, je-li G souvisly eulerovsky graf. (Ptitom graf se
nazyvé eulerovsky, je-li ka%dy jeho uzel sudého stupnd.) Tehdej’i Eulerdv dikaz nebyl
viak uplny (bylo jen dokézéno, ¥e uvedenéd podminka je nutné, postaditelnosti se ne-
zabyval); dikaz Gplny je pak mnohem nov&jsfho-data (C. Hierzholzer 1873).

Problém eulerovskych grafii dopliiujé vita, kterou r. 1847 bez ditkazu vyslovil J. B.
Listing (odtud nézev v&ta Listingova) a r. 1882 dokézal E. Lucas: Md-li koneény
sourisly meorientovany graf G prdvé 2p- shzlis lichého stupné (p > 0), pak existuje takovy
systém slokeny z p otevFenych tahi, %e ka%dd hrana grafu G je hranow prdvé jednoho tahu.
Systém s takovymito vlastnostms obsahuje vidy aspothi p tahiid).

Kdo jen trochu sleduje literaturu z teorie grafii, mi¥e si povSimnout, ¥e daleko vice
jsou studovény grafy neorientované, zatimco orientovanym grafim je v&novéna pozor-
nost mnohem meni. Tak i problém eulerovsych grafi a Listingova' véta maji klasickou
podobu prév¥ pro grafy neorientované. V knize D. Konigad) je sice uvedena analegie
problému neorientovanych eulerovskych grafi pro grafy orientované (viz jest& na¥ odst.
II1.), aviak vta odpovidajici v&t8 Listingové nebyla dosud (pokud jsem mohl zjistit)
pro orientované grafy vyslovena. Touto tivahou se pravé choeme zabyvat v pfedloZeném
piispévku. :

‘II. V tomto &lénku u (konednych) orientova.n}ch grafu pfipoustime ke ka¥dé dvojici
uzlit @, y kone¥n¥ mnoho hran (zy);, (29)s, - --» (#Y)y Ka¥dému uzlu z; takového grafu
@ 1ze ptifadit (uspofddanou) dvojici celych nezépornych &isel (ry; S;), kde r, (resp. S;)
znadf poSet hran grafu @, které v uzlu u; kon¥f (resp. po¥inajf). Je-li n po¥et uzli grafu

G, plati ztejms
n n
LY
2 Ty = z 85 (1)
i=1 i=1
nebot obd strany rovnice (1) znamenajf podet hran grafu G. Polofme ¢; = r; — 8, y(G) =

n
= 2, It v@ = E I Z xovnice (1) plyne (@) = $().
4>0 t‘<0
Koneé&nou posloupnost prvki (kde m = 1)
Wy Uiy gy Uty Y o gyl U, @)
1) U nés je pistupny ndmecky preklad Eu.lerovy préoe v knize A. Speiser, Kilassische Stiicke
der Mathematsk, Ziirich-Leipzig 1925, str. 127 —138.

?) Zékladni pojmy z teorie grafii najde &teni# na pHklad v &lénku A. Kotmga, ‘O tstyjch
rozkladoch grafu, Matematicko-fyzikalny &asopis SAV, 1955, &. 3.

3) Z deskoslovensk§ch matematiky se Listingovou vitou zal 1nedévno A. Kotei g v 8lanku
Pozndmky k Listingovej vete o rozklade grafu na otvorené fahy, ms pro péstovéni matematiky,
rod. 81 (1956), &. 4, str. 396 —404, a v &dlénku Rozklad konednéko pravidelného grafu nepdrneho
stupria na dva fakiory, tamtés, rod. 83 (19568), &. 1.

4) D. Konig: Theorie der endlichen und unendlichen Graphen, Leipzig 1936.
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nazveme nyni obecnym orientovanym tahem T v grafu @, jsou-li u; (¢ = 1, 2, ..., m) uzly
grafu G a E,F;; hrany grafu @. Rikéme, ¥e T podind v (poddteénim) uzlu u, a konéi v (kon-
covém) uzlu u,,. Ostatni uzly posloupnosti (2) nazgvéme vnitfni v T. Vyskytuje-li se ka¥dé
hrana grafu G v posloupnosti (2) nejvyse jednou, mluvime prost& o orienfovaném tahu.
Obecny orientovany tah nazveme otevfenym, je-li u, * u,, & uzavfenym, jo-li u, = u,. .
Je-li T otevieny orientovany tah a vyskytuje-li se v posloupnosti (2) také ka¥dy uzel .
grafu G nejvy¥e jednou, pak T se nazyvé drdha. Uzavienému orientovanému tahu T,
v ném¥ tedy u; = u,,, zatim co pro vSechny ostatni dvojice uzli (u;, ;) v posloupnosti
(2) — existuji-li — plati u; + u,, Hkédme cyklus. Specidlnim ptikladem cyklu je smyéka
w,u,. Graf, v ndm¥, nelze najit ¥4dny cyklus, se nazyvé acyklicky.%)

Poznimka 1: Pro ka¥%dy uzel u; orientovaného tahu T plati zfejm¥ r,* — 8,* = — 1
resp. 0 resp. 1 podle toho, je-li tento uzel poddtednim resp. vnitinim resp. koncovym uzlem
tahu; pti tom disla r;* resp. 8;* znamenaji podet hran orientovaného tahu T, které v uzlu
kondéi resp. podinaji. (Srovnej podobnou vitu pro grafy neorientované v knize Kdonigovs4),
str. 6, véta 2.)

V mno%in¥ uzli konedného orientovaného grafu G lze nyni definovat bindrnf relaci,
pro ni¥%, zvolime symbol y*, pfi SemZ klademe z y—*y pravé tehdy, je-li bud # = y nebo
existuje-li orientovany tah poéinajfci v uzlu 2 a konéfef vuzlu y. Je tu té% moZno defi-
novat binarnf relaci —, pfiemZ se klade # - y pro = = y nebo tehdy, existuje-li drdha
podinajici v uzlu & a konédicf v uzlu y.

Véta 1. V mnofiné uzlit grafu @ platt x y >y <>z - y.

Dukazt): Implikace * - y => & yy je ziejmé. Necht nyni x y*y. Je-li x = y, pak
oviem & — y. Necht tedy « #+ y; pak existuje orientovany tah T popsany posloupnostf
(2) tak, %e u, = x, u,, = y. Mezi viemi takovymi orientovanymi tahy vyhledejme ten,
ktery se sklddé z ne;menﬁiho podtu hran. Tim necht je pr4vd T; snadno nyni doké¥eme,
Ze T je drdha (8ili # — y). Kdyby v posloupnosti (2) pro ¢ < k platilo u; = u,;, pak sta&i
sestrojit posloupnost

Uy, Uytly ooy Ug = Uy UpUg 415 -+ o5 Y »

které mé o (k — ¢) hran méné ne%: posloupnost (2); to viak je spor.

Vita 2. V grafu G je kaZdy otevfeny orientovany tah drahou prdvé tehdy, je-li G bud
acyklicky graf nebo je-li kaidy cyklus z G komponentou?) tohoto grafu.

Dukaz. Necht v. @ je kaZdy otev¥eny orientovany tah drahou a necht obsahuje cyklus
(2) (kde oviem %, = u,,). Neni-li cely tento cyklus komponentou va, emstu]e v (2) uzel
incidujicf s je&td dalsf hranou grafu G; necht je to napf. hrana v,w, (pFipad u; u, Je ana-
logicky). Potom orientovany tah ‘v,, 1“1’ Uy, U _1_12;, «+s %, nenf dréha (spor.)

Necht nyni v G existuje otevieny tah popsany posloupnostf (2), ktery neni dréha.
Pak ve (2) se vyskytuje aspoii jeden uzel aspoiid vakrét; necht pro 1 < ¢+ < k < m je
u, = u;. Oznadent lze volit tak, ¥e posloupnost

Ugy Ugthgryy Ugsrs «oos Up_1Upy Uy (3)

popisuje cyklus. Proto¥e v¥ak souSasnd neplati ¢ = 1, k = m, existuje v G bud hrana
4;_,u, nebo hrana ukuk:;; tedy (3) neni cel4 komponenta v G.

5) Viz na pf. préci M. Fiedler-J. Sedlatek: O W-basich orientovanych graft, Casopis pro
péstovéni matematiky, rot. 83 (19568) &is. 2. '

%) Tento dikaz poddvdme analogicky, jak obdobnou vétu pro neorientované grafy dokézal
Konig na str. 7, véta 3.

7) Komponenta grafu je jeho maximélnf souvisly podgraf.
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III: Kone¥né orientované grafy, u nich¥ je r, = 8; pro 1 = ¢ =<mn, nazveme rovno-
vd¥nd orientovangmi®). Lze-li uzly a hrany grafu @ srovnat v orientovany tah, Hkéme téZ,

%e graf G lze nalfeslit jednim tahem. V souvislosti s klasickym vysledkem L. Eulera uvadi
D. Koénig na str. 29 (véta 7) tuto nutnou a postaliujici podminku pro (kone¥né orientované)
grafy @, které lze nakreslit jednim tahem?):

Graf G je aoumaly a rovnovdiné orwntmxmy

Souvisly rovnovéind orientovany graf @ je zvlastnim.ptipadem dobfe orientovaného
grafu.1%) Podle citovaného Konigova vysledku lze toti¥ souvisly rovnovéZng orientovany
graf @ nakreslit jednim uzavienym tahem, tedy pro kaZdou dvojici uzlt @, y plati z y >y,
tedy podle vity 1 je & — y. .

Kreslime-li souvisly koneény neorientovany graf jednim tahem a zesla.bime-h po-
#adavky tak, %e pfipoustime, aby kaZdé hrana grafu byla kreslena nejvyfe dvakrat,
pak kaZdy souvisly graf lze takto konstruovat, jak nazna&il v citované préei u% Euler
(viz Konig, str. 23, v¥ta 5). Analogicky vysledek viak nelze pro grafy orientované najiti1).

IV. Nyni chceme pro kone¥né orientované grafy dokézat analogickou vétu, jakou
pro grafy neorientované vyslovil Listing. Nejprve viak odvodime jednu v&tu pomocnou.

Lemma 1. Necht Q je orientovany graf, ktery nent rovnovdiné orientovany (tedy w(G@) > 0).
Pak @ lze doplnit prdvé w(@) hranami tak, %e vznikne rovnovd#né orientovany graf.

Dukaz podéme indukef podle y(@). Oznalime @,, Zy, ..., Z, Te8P. Y, Yg, .+ ¥p (@ = 1,
b = 1) viechny uzly grafu @, pro n&% plati r; > &, resp. r; < s,.

Je-li (@) = 1 (a tedy p(G,) = 1), plati a = b = 1. Dopltme graf G, hranou z,y;;
vznikne tfm rovnovaZnd orientovany graf. BudiZ nyni ¢ > 1 (pfirozené) a necht tvrzeni
plati pro viechny grafy G*, pro nd% y(G*) < q. UvaZujme graf G, majici y(G,) = ¢;
doplnime-li op&t graf G, hranou x,y,, vznikne graf @, majici (@) = ¢ — 1. Podle in-
dukdntho predpokladu lze G4 doplnit ¢ — 1 hranami v rovnovaZnd orientovany graf,
tedy G, miZeme tak doplnit pravs ¢ hranami. Dikaz je podén.

Véta 8. Necht G je orientovany graf, jeho £ddnd komponenta nent rovnovdiné orientovany
graf. Pak plati: a) Exi‘mfje systém S, sklddajici se z p otevienyjch orientovamyjch tahst takovy,
£e kaZdd hrana grafu G je v prdvé wlnom tahu systémw S,,. b) Pro kaZdy takovy systém Sy, plat
P 2 v(G), pfi demZ ewistuje systém-Sg,, kde py = w(G)

Dukaz. Graf G doplnime y(@) hranami tak, aby vznikl rovnovaZnd orientovany graf
GM) (lemma 1). P¥i tom ka¥dou komponentu K grafu @ dopliiujme pravy w(K,) hranami

(plati (@) = z:;’(K,)) Graf Q) necht mé komponenty KP (5 =1,2,...,k); protofe

jsou to rovnové.iné orientované grafy (ne oviem isolované uzly), miZeme ka¥dou kompo-
nentu KV nakreslit jednim (uzavienym) tahem. Nap:éme prslu¥nou posloupnost (2) —

kde u, = u — a vynechme z ni ty hrany, které jsme ptidévali p¥i konstrukei kompo-
nenty K Posloupnost (2) se rozpadne na y(K;) orientovanych taht. O ka¥dém z nich
se snadno pl'esvédbime, %o je otevieny: kdyby n¥ktery z nich byl uzavfeny, pak by jisty
uzel komponenty K byl jak poSétedni pro jednu tak koncovy pro jinou ptiddvanou
hranu (spor). Provedeme-l.i tedy tento postup pro kafdou komponentu grafu G(*), vidime,

%o graf G lze nakreslit pomoci prav¥ (@) = ZK,— (otevienych) orientovanych tahi.’
, ’ .

8) Nézev pochézf od A. Kotziga. )

?) Formulovéno oviem v naif terminologii.

19) Graf je dobte orientovany, jestlife pro katdou dvojici jeho uzli z,y platf x — y (srov.
nap#. 8 réci z pozn. 5)).

11) Ctenaf snadno nahlédne, %e ke katdému phrozenému &islu k& existuje (dobte) orientovany
graf @, ktery lze konstruovat jednim obecnym orientovanym tahem (2) jen tak, Ze jist4 hrana
grafu se v posloupnosti (2) vyskytuje alespoti k-krat.
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Necht déle » je nejmenX{ ptirozené ¥islo takové, ¥e lze v grafu @ vytvotit systém
S slofeny z p tahi. Doké%eme nyni, ¥e ¥4dny uzel grafu G nemife byt soudasn¥ pobs-
telSnim v jednom & koncovym v jiném tahu z §;. Kdyby na pt. uzel u; byl poSétedni
v T, a koncovy v T, (T, * T,), pak poSizedni uzel z T'y by musel (vzhledem k minimalit&
dfsla p) splynout s koncovym uzlem z T,. Hrany & uzly obou orientovanych taha T, a
T, by tvotily souvisly rovnové¥nd orientovany podgraf H v grafu G. Zl'e]mé H neni
celou jednou komponentou z G. Lze proto ptedpoklddat, Ze exlstuje hranas u_u, g € G G tak,
%e u, non ¢ H, ug.¢ H (ptipad opadné orientace hrany nebudu probirat). Necht u_u, atg € Ta
kde T, € S;. Sestrojime-li podgraf H*, do n&hof zahrneme hrany & uzly, které le£i bud
v H nebo v T,, je vid&t, e H* lze interpretovat jako otev¥eny orientovany tah (po¥fnajfei
v podétetnim uzlu tahu T,). To viak je spor s tim, #e &islo p bylo zvoleno jako minimélni.

Podle pozndmky 1 tedy |¢;| znamen4 polet tahii z S, které v ¢-tém uzlu za¥inaji nebo
kondi — podle toho, jelit; < 0 nebo t; > 0. Protofe poﬁéte&nich uzli v tazich systému

S; je p, plati z ltil v(Q). Dl’lkaz je podén.

¢‘<0
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