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kladd, %e jsme tim dialektiku nevy&erpali. Cht8li jsme v¥ak zdiraznit, jak
spravnou se ukézala Leninova myklenka, Ze pravé zde je podstata dialektiky.
Chtéli jsme také obratit pozornost na merozlu¢nost konkrétnich v&deckych
poznatki a dialektické metody, Jisté tu nenf tfeba zvlast formulovaného za-
véru. Tvotivé rozvijeni dialektiky ve smérech, které ukézal Lenin, ve smérech
danych novymi védeckymi fakty a oviem také na podklad® politické a spole-
denské praxe, petlivd aplikace dialektiky v Fefeni v&deckych problému —
tyto tkoly jsou pfed sovétskymi védci viech obori. ) _

Systematické propracovani dialektiky, dialektické logiky jako filosofické
védy je nejdileZitdj8im tikolem nafich filosofli. Marxisticka filosofie mé obecny
vyznam; mezi viemi jejimi strdénkami mé: v8ak dialektickd metoda zvldstn{
misto. Dialektika je dusi marxismu, zejména proto, %e i samy filosofické
problémy je tfeba zkoumat dialekticky. Dialektika, zahrnujfcf ve svych z4-
konech vyvoj wieho existujicfho, vytvai ptedpoklady pro vlastni rozvoj.
Kdyby ztrnula, ptestala by byt dialektikou. Jeji vyvoj se v3ak ned&je spon-
tdnné, nybri ve vzajemném phsobeni pfedmétu a metody, konkrétnfho po-
znatku dialektiky samé. Jedno bez druhého je nemyslitelné. NaSe filosofickd
metoda, naSe ideologické zbrand se ostif na Zulovém zikladu objektivnich v&-

deckych fakt. ) ,
Prelokils ing. Frantidek Fabian a dr. Josef Veselka

DOSAH A HRANICE AXIOMATICKE METODYY)

KAL;?,L ScHROTER (Berlin)

V poslednich 150ti letech dostdvda matematika neustéle abstraktn&jsi raz.
Ukazuje se to zejména na Sastéjiim pouZivini tzv. axiomatickych metod.
Musime pt¥itom rozliSovat dva zpisoby jejich uZiti. Jeden z njch je zcela bez
problému; jde totiZz pfesné vzato pouze o explicitni definice nékterych pojmii.
Piikladem pro toto pouzivdni axiomatické metody je definice pojmu grupy.
Mnot#ina tvof{ vzhledem k jisté operaci grupu jak zndmo privé tehdy, je-li
operace v mnoZiné jednoznaéné definovéna, je-li dile v mno%ing oboustrannd |,
jednoznalné definovdna pislu¥nd inversni operace a kone¥nd je-l zdkladnf
operace asociativni. Rfkdme proto ¢asto, %e témito tfemi vlastnostmi je pojem
grupy axiomaticky vymezen. Z uvedené formulace pf{imo plyne, %e pti tomto
axiomatickém vymezeni jde skutednd jen o obvyklou définici pojmu grupy.
Takto vymezeny pojem grupy je oviem ve srovnani s difvéj§im zpisobem
tvofeni pojmu abstraktnéjii. Tento pojem toti¥ muZe zahrnovat rozmanité
mnoziny a nejrizndjsf operace. V matematice, tak jak se vyvinula do zaddtku
19. stoleti, nebylo takové tvofeni pojmi obvyklé. Az do této doby byly obecn&
zkoumdny jen specidlni obory pfedmétil, jako nap¥. uréité obory &isel nebo
geometrické objekty a jejich vztahy resp. operace mezi nimi.

Pravé -charakterisovany zpiisob pouZiti axiomatické metody je zcela bez
problémii, nelze viak toté ¥ci o jiném zpisobu pouZiti této metody. Jak zndmo
v mnoha ptedndskéch o vysif matematice se vychazi z tzv. Peanovy axioma-
—T)—E.;I_Schrﬁter, Die Tragweite und die Grenzen der axiomatischen Methode, Deutsche

Zeitachrift fiir Philosophie, ros. 5 (1957), &. 4. Predndska pfednesené dne 2. 11. 1955 v Rad®
matematicko-piirodovédecké fakulty Humboldtovy university v Berling. .
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tiky pFirozenych &isel, nebo &asto dokonce z odpovidajici axiomatiky pro re-
4lnd &sla. V této souvislosti nebyvaji pfirozens resp. reilnd &isla: definovina
a jsou o nich jen formulovény jisté véty. Peantiv systém axiomi znf napi. takto:

1. Nula je ptirozené ¢&islo. :

2. Ke ka¥dému ptirozenému &slu existuje pravé jeden nésledovnik. -

3. Nula neni nésledovnfkem %4dného pFirozeného &fsla. .

4. Ka’?dé ptirozené &fslo je ndsledovnikem nejvyse jednoho ptirozeného
tisla. : :

5. Jestlie nula je prvkem jisté mnoZiny a tato mnoZina s kazdym svym
.prvkem obsahuje také jeho ndsledovnfka, pak obsahuje viechna pfirozend
¢sla. o

Je jasné, Ze Peanliv systém axiomii mé docela jiny charakter neZ vyse
uvedeny systém axiomii pro grupu. ¥ Peanovd systému axiomii nemiizeme
zfejm& mluvit o tom, %e pejmy mnoZina pfirozenych &fsel, &fslo nula a vztah
nésledovnika, které axiomatika obsahuje, by ji byly v n&jakém smyslu defino-
vény. Rozhodné nelze mluvit o explicitni definici. Zda lze mluvit o definici
téchto pojmii v néjakém jiném smyslu je pfi nejmensim problematické. K této
otdzce se jestd vratime. VSechny daldf ivahy o axiomatické metodé se vztahujf
na systémy axiomt obdobné Peanovu systému pro pfirozené &sla. '

Axiomatickd metoda kterou zde vySetfujeme .nenf ,,vymoZenosti‘ 19. nebo
20. stoletf. Je mnohem starif. V zdkladnich rysech ji najdeme jiz v Eukleido-
vych Zdkladech. P¥i budovéni své geometrie vychézi Eukleides z tzv. definic,
. postuldth a axiomi. Definicemi ptsluiné geometrické pojmy nézorné objas-
tuje. Eukleidovy postuldty odpovidaji axiomim v modernim slova smyslu
a konetné Eukleidovy axiomy jsou, modern& Fedeno, axiomy logiky, pokud
je Eukleides formuluje. Eukleides z téchto postuldtd znimym zplsobem
¢istd ' deduktivn® vyvozuje daldf poutky o geometrickych objektech stejns,
jako pfi modernim axiomatickém vysetfovani.

Predeviim si musime ujaenit, %o Eukleidova geometrie je z tohoto hlediska
produktem dlouhého vyvoje. Matematika existovala jiz dlouho pfed Euklei-
dem. Prvni potitky matematiky se zabyvaji pojmem é&fsla tak, jak se vyvijel

dlouhym procesem abstrakcf z redlnych vztahtt materidlnich pfedmé&ti. Tento
* vyvojovy proces mizeme je&t& dnes sledovat u tzv. primitivnich ndrod& nebo
u détf. Vskutku + moderné ¥edeno — v pojmu &fsla jde o vztahy mohutnostf
mnoZin pfedméta vnéjstho svéta resp. o &ftaci procesy, které se s témito pred-
mdty provadgji. Druhym pilifem matematiky byla geometrie. 'Také geo-
metrické pojmy, pojem bodu, pfimky a roviny, byly ziskdny abstrakef z reil-
nych vztahi materidlnich pfedméti. Geometrie, jak zridmo, vznikla nejdiive
v oblasti Nilu na zdklad$ zvela konkrétnich materidlnich potfeb. Ro¢né se
opakujici zéplavy Nilu vedly bezprostfednd k problému, jak po nich znovu
rozméfit ornou pidu. P¥i fe¥eni tohoto tikolu byly stanovoviny prvni geo-
metrické zdkonitosti. Zvl4itd to platf pro Pythagorovu poutku, .Ewré. byla .
objevena urdité empiricky p¥i vymétovani trojihelnikd s délkami stran napf.
3, 4 a 5. Napneme-li u2aviené lano, na kterém jsou ve vzdélenostech 3, 4, 5
uvazény uzly, ukéZe se, ¥e pfi vrcholu, ktery je tvofen stranami o délkdch
3 a 4, je tihel pravy. Umysln® uvéidime tento velmi jednoduchy pHklad, aby
bylo zfejmé, %e zdkladni pojmy a poudky celé matematiky vznikly z redlnych
vztahl vnéjifho svéta. AZ hylo nahromad¥no velké mno#stvi takovych po-
znatki, vedl daldf vyvoj k jejich systematisaci, jak to vidime je&td dnes pfi
vzniku modernich matematickych disciplin, Také dnes shromaidujeme na
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zatatku vyvoje matematické teorie jednotlivé vysledky, které po uréité dobé
vytstf{ v systematickou stavbu. Eukleidovy Zdklady byly takovym systema-
tickym podinim geometrie. M&ly pak v pozdéj¥ dobé velmi silny vliv. V di-
sledku toho byl jejich vyznam neobyd&ejné pFecenén. Jak silny vliv mély Eu-
kleidovy Zdklady jeité v moderni dobé ukazuje nap¥. fakt, Ze jektd dnes je
vyudovani geometrii v ultrakonservativni Anglii budovdno ptevédiné na
Eukleidovych Zdkladech. , .

Hor8f ne% toto pfecenéni axiomatické metody, jeZ se nejprve projevilo
u Eukleida, jsou ovéem filosoficky chybné interpretace této Eukleidovy axio-
matiky, které se zvldit vyrazné projevily v némeckém filosofickém idealismu
a v u¢ebnich soustavach, na ném zaloZenych. V mnoha filosofickych soustavéch
je axiom charakterisovin jako véta, kterd nevyXaduje ditkazu a kterou do-
kézat ani nelze. Tato formulace je oviem v naprostém souladu s Kantovou
teorif poznini. Podle Kanta jsou totiz Eukleidovy geometrické axiomy syn-
tetickymi soudy a priori. Tyto soudy se podle Kantovy teorie poznénf pry ne-
ziskdvajf abstrakef z redlnych vztahii; Kant, jak zndmo,' tvrdi, %e syntetické
poznéni se ziskdva tzv, Sistym nazfrdnim. Kantova interpretace a viechny
interpretace axiomatické metody z nf vychézejici jsou Gplné chybné. V daliim
tento zdvér odivodnime podrobnéji. :

JiZz nynf miZeme poukézat na to, Ze zvlakté vySetfovani neeukleidovskych
geometrif, které jsou v Gzkém vztahu s proslulym pitym postulitem Euklei-
dovym, s tzv. axiomem o rovnob&Zkdch, vyvraci zcela uréité Kantiv nézor,
%e u Eukleidovych axiomt jde o syntetické soudy a. priory. Viibec nelze ¥ici,
2e Eukleidiv paty postuldt by mohl byt takovym syntetickym disudkem & priori.
Prévé vznik neeukleidovské geometrie dokazuje, %e existuji’ nejrizndjil geo-
metrie, kde napf. Eukleidiv paty postuldt viibec neplati. A¢ idealistické
posice Kantovy v této vyhranéné formé& byly vyvriceny, délaly se ve filosofii
opét a opét pokusy axiomatickou metodu interpretovat ve smyslu idealistické
teorie poznani. Posledni takovy zvlaité vyrazny pokus najdeme v positivistické
filosofii, jak byla ke konei minulého stoleti zaloZena Machem a jak byla roz-
vinuta neopositivistickou 8kolou ,,Videiiského kruhu“ ve 20. letech tohoto
stoleti. Podle tohoto positivistického ndzoru jde u axiomatické metody o tzv.
implicitn{ definice. Je tak: pry moZno pomocf axiomatické metody pfesné vy-
mezit obor pfedmétu urditymi vlastnostmi a vztahy. Uvidime ihned, Ze to
jist8 nenf mo#né. Zel i matematici podporovali tyto faleiné filosofické nézory.
Zvlasté charakteristickym je v tom smyslu Hilpertiv tvod k jeho slavnému
pojednéni ,,Zéklady geometrie*, jeZ vyilo poprvé v r. 1899 a které se stalo
zékladem pro moderni badéni v této oblasti. Hilbert zahajuje sviij vyklad,
jak znédmo, takto: ,,Definice: Uvatujme tfi rtizné systémy predméti: pfed-
méty prvniho systému nazveme body a oznadme je A, B, C, pfedméty druhého
systému nazveme pifmky a oznaldme a, b, ¢ a pfedméty trettho systému na-
zveme roviny a oznalme «, f§, y; body nazyvame také prvky geometrie na -
pfimce, body a pi{mky nazyvéme elementy rovinné geometrie a kone&nd
body, p¥imky a roviny nazyvéme elementy prostorové geometrie.

Myslime si, Ze body, ptimky a roviny jsou v jistych vzdjemnych vztazich a
oznadime tyto vztahy slovy: ,leZ{*, ,,mezi‘, ,,rovnob&Zny‘, ,kongruentni*,
,,8pojity ‘. PFesné a Gplné vymezime tyto vztahy axiomy geometrie.

Tento Hilbertiv ivod mé zcela jasné positivistické zabarveni. Je viak
tfeba poukdzat na to, Ze dalif vyvody Hilbertovy naprosto nezdvisf na této
filosoficky chybné interpretaci. Hilbertova vySetfovéni zékladi geometrie
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mély, jak znédmo, m1moi‘adny vizna.m pro dali rozvoj geometne. Kritické

poznadmky, které jsem uvedl, neberme proto jako lacinou kritiku Hilbertovy
chybné formulace. Rozdfl mezi vyznamnym matematikem Hilbertem a filo- -
sofem » Videiiského kruhu‘‘ je tak ztejmy, %e se o tom jist® nemusim dal sfFit.

O tom, e axiomatickou metodou lze ober predmétd implicitné urdit, ne-
miZe tedy byt ani fed. VE&imnéme si napf. vySe uvedeného Peanova systému
axiomi. Jako zékladnf{ pojmy vystupujf zde: mno¥ina ptirozenych &sel,
¢slo nula a vztah ndsledovnika. Pokud tyto pojmy nebyly ji¥ d¥ive vytvoi'eny
a pokud znédme jen Peanavy véty, urdité nejsou jimi tyto pojmy jednoznaéné
urdeny. Nahradime-li toti¥ v Peanové systému axiomid uvedené pojmy po-
stupnd mnoZinou M, nékterym elementem a této mnoZiny a bindrni relaci R,

" dostaneme pon&kud ‘abstraktn{ formulaci Peariova systému axiomi:

7

1. a je elementem mnoZiny M;

2. ke ka¥dému prvku mnoﬁmy M exlst,u]e pré.vé ]eden, ktery je k nému
v relaci R;

3. a nenf k ¥4dnému prvku z M v relaci %;

4. ke kazdému prvku z M exxstn]e v M nejvyke ]eden, ktery je s nim v re-
laci R;

5. obsa.hu]e -li n¥jaké mnoina ptednd element a, ddle obsahuje-li s kazdym
elementem také element, ktery je s nfm. v relaci ®, obsahuje viechny ele-
menty mnoZiny M.

Tyto véty platf zfejmé pro velmi mnoho vzé}emné ruznych obori pfed-
m¥tl. Mizeme M a R ,,interpretovat‘ velmi mnoha zpiisoby a vidy dosténeme
sprivné tvrzeni. Mii¥eme napf. zvolit za M mno¥inu viech sudych &sel riz-
nych od nuly, za prvek a sudé &slo 2 a za R povadovat takovou bindrnf relaci,
kteréd pfifazuje prvku 2» prvek 2n + 2, kde n je libovolné pFirozené &slo rizné
od nuly. P¥i této interpretaci budou z¥ejmé vlechny véty vyde uvedeného
systému axiomi splnény a piesto nikdo nemiie popiit, %e pfirozend &fsla jsou
docela néco jiného, neZz od nuly . riznd sudd sla, které. tvol{ pravou d&ist
mnoZiny pfirozenych &fsel.

Mezi témito obéma modely uvedeného systému axiomil existuje nicménd
velmi podstatny vztah. Oba, & jak lze snadno ukézat, viechny modely uve-
deného systému axioml jsou v matematickém smyslu isomorfni, tj. existuje
vzléjonstné ]ednozna,éné zobrazen{ pﬂsluénjch dvou mnotin zachovévajici
relaci

Systém axiomi, jeho¥ hbovolné dva modely ]sou isomorfni, nazyvéme
kategorickym. Uvedeny systém je tedy kategoricky. Je déle také monotrans-
formabilni. Rozumime tfm, Ze isomorfie kaZdych dvou modeli miZe byt vy-
jidfena privé jednfm vzé]emné jednoznaénym zobrazenfm (existuje prévé
]aden tzv. koreldtor isomorfie). I'tato vlastnost monotransformability mé velky
vyznam. Je tfeba viak znovu upozormt na to, Ze zfejmé momorfni modely
mohou byt obecné riizné.

'Z uvedenych vyvodi plyne, e nenf mo¥né axiomaticky jednoznang vy-
mezit obor pfedméti. Takové vymezeni je moiné, jak Ikdme, pouze a% na
isomorfismus. Zd4 se tedy, jakoby axiomatickd metoda. v pﬁmém slova smyslu
ztroskotala. To viak nenf zcela sprévné. Chtél bych nynf spilie ukédzat, v jakém
smyslu pFece lze uft axiomatické metody, jaké se pfitom vynoi'u]i problémy,
jejichZ velky vyznam pro védu nelze poptit.

Spravné pouZiti axiomatické metody zahrnuje nékolik krokd. Dl'ive ne%
miZe byt pouZito axiomatické metody musf byt ]1% vymezen obor predméti,
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vlastnost{ a vztahii, ktery mé byt vySetfovén. Pfitom neexistuje #4dn4 jind
metoda, nez odvodit prvotni (zékladnf) matematické pojmy abstrakef z re-
dlnych vztaht materidlnich objektéi. O procesu abstrakce, jak jej mé byt
v tomto piipadé pouZito, miiZeme dnes vyslovit velmi piesné zavéry. Podrobny
rozbor na tomto misté by nés vSak vedl p#li§ daleko. Chci upozornit jen na to,
%e zékladem pti vSech abstrakeich tohoto druhu je tzv. vztah ekvivalence a %e’
abstrakce vede pfes tento vztah ekvivalence k tzv. t¥idam abstrakef. Uvddim
to proto, aby nemohl vzniknout dojem, e zde jen obecné a nejasné filosofujeme
o abstrakci z redlnych vztah@i hmotnych objektii. Nenf tomu tak. Pro tento
prvoi krok, ktery musime udélat vlastné jeité pfed poufitim axiomatické
metody, je pfedeviim dileZité, Ze pfedem musi byt vymezeno co se mé vlastnd
axiomatisovat. Jen tak ziskdvé pouZitf axiomatické metody své odivodnéni.

Pti pouZiti axiomatické metody musfi byt dile pfesné vymezen pojem vy-
roku o pfedmétech vySetfovaného oboru. Jak mé byt chipin pojem vyroku
v jisté teorii lze dnes také velmi pFesnd Fici. Opét by nés viak zavedlo velmi
daleko, kdybychom chtéli tfeba jen na piklad® ukizat, jak mé byt pojem
vyroku vytvofen. Aby vSak matematické zdklady, na kterych stoji tento po-
jem, byly jasné, chci vyslovnd upozornit na to, Ze pojem vyroku v dané teorii,
kterd mé byt axiomatisovéna, 1ze popsat pomoci teorie volnych (freie) polo-
grup s alespori dvéma generdtory. Pravé na této poznidmce lze ovétit, Ze zde
opét nejde o nejasné filosofovéni o vyrocich, ale Ze pfi rozumné pouZité axio-
. matické metodé lze vymezit pojem vyroku tak pfesns, jak je to obvyklé pki
tvofeni viech ostatnich matematickych pojmi.

Takto charakterisované vyroky jsou tedy prvky jisté volné pologrupy s ale-
sponi dvéma generatory. Tento popis tedy netfkd zatim nic o oboru pFedméti,
vlastnosti a relaci teorie, kterd mé byt axiomatisovdna. Interpretace t&chto
vyroki je tietim krokem axiomatisace. I tato interpretace mtZe byt dnes
provedena s pfesnosti, kterd je obvykld v jinych matematickych Gvahach.
Jde ptitom o ohodnocovaci teorii pro jisté prvky volné pologrupy, ve které
jsou vyroky tvofeny. P¥i ohodnocenf se poutivéd pojmu pravdivestni hodnoty.
Pojem pravdivostni hodnoty. se zase vyvinul abstrakei z pravdivych a ne-
pravdivych vyroku, kterych viichni v kazdodennim Zivot& pouzivdme. Vyroky
rozpadajf se tedy privé do dvou t¥id bez spolednych prvkii, a to na t¥idu
pravdivych vyroka a na t¥idu nepravdivych vyroki. Obé tyto t¥idy vyroku
s odpovidajicimi vlastnostmi jsou pravé ob& pravdivostni hodnoty. Tak lze
vyroky interpretovat. Z této interpretace plyne, Ze pojem pravdivého vyroku
jisté matematické teorie je bezvadnd precisovén. .

V axiomatické metodé jde nynf v podstaté o to, takto charakterisované
pravdivé vyroky a pfirozend jen tyto vyroky jisté matematické teorie odvodit
z'jistého piehledného systému axiomt. Pfitom musime udélat &tvrty krok —
vymezit pojem odvoditelnosti. Ani formulace pojmu odvoditelnosti nebo do-
kazatelnosti neéinf dnes Z4dnych obtiZf. ' A

Dostdvime se tak koneéné k pitému a poslednimu kroku pti stavbé axio-
matického systému. Na axiomatickém systému musime pozadovat, aby viech-
ny pravdivé a piirozens jen pravdivé vyroky axiomatisované teorie bylo moZno
na zékladé vytvofeného pojmu dokazatelnosti odvodit. Pfitom musfme na
systém axiomii pfirozen& klést jisté omezujici pozadavky. Kdybychom tak
neudinili, mohli bychom nap¥. povafovat za systém axiomi pravé mnofinu
viech pravdivych vyrokia. To by viak zfejmé& nebylo Zadné feSenf problému.
Je tieba spife poZzadovat, aby Bystém axiomi byl v jistém smyslu pfehledny. .
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Piavodné se mélo za to, Ze je tfeba poZadovat, a,by systém axiomi byl koneény.
Toto omezeni je viak p¥li§ silné. Jednoduchym disledkem toho by bylo, Ze
mnoho teorif by nebylo lze axiomatisovat. Toto omezeni je také skutetn® ob-
~ sahovd¥ p¥li§ ostré. U prehledného systému budeme moci jen %4dat, abychom
o pi'edem daném vyroku mohli rozhodnout, zda pa.tﬂ nebo nepat¥ k systému
axiomu. -
V tomto obecném smyslu a jen v tomto smyslu mluvime dnes o systému
axiomi. Systém axiomib heni tedy mnoZina vyroki, které v Kantové smyslu
nevy%aduji diikazu a jsou nedokazatelné. Systém axiomi je charakterisovan
tim, %e z n&j je moZno viechna pravdivi tvrzeni a jen tato tvrzeni pisluiné
teorie dokézat. Na systému axiomi déle poZadujeme jen to, aby byl pfehledny,
tj. aby byle moZno rozhodnout, zda pi'edloieny vyrok patff nebo nepati
k systému axiomu.

Vznikla nynf otézka, zda vibec matematické teorie mohou byt axiomatiso-
vény v tomto precisovaném smyslu. Ukazuje se, Ze existuji teorie, které
lze axiomatisovat. Lze snadno konstruovat ad hoc_velmi mnoho teoni které
jsou axiomatisovatelné. Existuji viak i vyznamné matematické teorie, které
nejsou v tomto smyslu.axioma.t_isovatelné. Nejdilezitéjiim pikladem dnes je
elementérni aritmetika redlnych éfsel. Je proto mimofddné dileZitd, nebof
pomoci analytické geometrie muie byt elementérni geometrie pfevedena na
elementédrnf aritmetiku redInych &isel. Odtud pak plyne, Ze také napt. elemen-
tarnf prostorové Eukleidova geometrie by mohla byt ve vyde uvedeném smyslu
axiomatisovédna. V obou pﬁpadech méme dokonce, neuvaZujeme-li axiomy
spojitosti, koneény systém axiomi. Ukazuje se toti, Ze napf. Hilbertiv, tj.
v podstatd o axiomy vymezujfcf relaci ,,leZeti mezi‘ rozéﬁ‘eny Eukleidiv sy-
stém, je-li bezvadné formulovan, je iplnym systémem axiomi pro elementérni
eukleidovskou prostorovou geometrii.

Mimo axiomatisovatelnych teerii existuji viak i matema,tlcké teorie, které
nejsou axiomatisovatelné. Jde zde o zndmy vysledek Gddeliv o neiplnosti
Principia Mathematica a p¥ibuznych systémi. K t8m matematickym teoriim,
jejich% netiplnost byla dokdzdna Godelem, pat#f napt. i aritmetika p¥irozenych
¢fsel, pokud zahrnuje nejen relaci nislednfka, ale i s¢ftdnfi a nédsobeni. Je snad
tfeba jesté poukézat na to, Ze roziffeni na séitdnf a nidsobenf mé rozhodujict
vyznam, nebof pévodni Poanilv gystém axiomi, zahrnujfcf pouze relaci né-
sledovnika je vskutku iplny, jakmile se, omezime jen na vyroky, vytvofené
témito pojmy. Godeliv vysledek znamend, ¥e neexistuje rozhodnutelnéd mno-
%ina vyroki, ze kterych by bylo moZno odvodit viechna pravdivé tvrzeni
tzv. elementérni teorie &fsel, pokud sem zahrneme séitini a nésobeni. Je to
velmi dalekoséhly vysledek a zd4 se podle toho, jakoby cil axiomatické metody
zésadné nebyl dosaZitelny. V dal¥im uké¥eme, %e tomu zcela tak neni.

Nei pfejdu k t&émto ivahdm, chei jesté poukdzat na nékteré védecké a teo-
retické disledky. Méme-li vyfefen problém axiomatisace pro jednu teorii, ply-
nou z toho dva diisledky: teorie je tak Hkéme obsahov® bezespornd a obsahov
tiplnd. Z toho, Ze je obsahovd bezesporn4 plyne, ¥e kazdé dokazatelné tvrzent
je pravdivé a obsahové tiplnost znamensd, ¥e také obricens ka¥dé pravdivé
tvrzeni je dokazatelné. Obé tyto yla.stnosti jsou charakteristickymi pro systém
axiomi. Misto obsahové bezespornosti resp. tiplnosti se asto pouZivad formal-
nich pojmi. Mluvi se pak obydejnd o klasické bezespornosti, resp. klasické
tiplnosti. Teorii nazyvame klasicky bezespornou, jestli¥e v nf nemiieme do-
kézat spor, tj. jestlife neexxstu]e\ vyrok, ktery by bylo moZno dokézat sou-
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¢asné s jeho negacf. Tato klasickd bezespornost plyne tedy bezprostfednd
z obsahové bezespornosti. Je-li teorie obsahové bezespornou, pak nemiZe byt
%4dné tvrzeni soudasnd s jeho negaci dokazatelné, nebof by muselo existovat
objektivné pravdivé tvrzeni, jehoZ negace by byla rovné% pravdiva. I pro pre-
cisovany pojem pravdivosti plati vSak, %e neexistuje vyrok, ktery by byl
soutasné 8 jeho negacf pravdivy.

Klasickd tplnost znamené, Ze kaZdy vyrok je dokazatelny nebo vyvrati-
telny v tom smyslu, Ze jeho negace je dokazatelnd. Také klasickd tplnost
plyne bezprostfedné z obsahové tplnosti, protoZe kaZdy vyrok je pravdivy
nebo nepravdivy v tom smyslu, Ze jeho negace je pravdivé.

"P¥i srovnani obsahové bezespornosti a tuplnosti s klasickou bezespornostf
a tplnosti se op&t jasné potvrzuje materialisticky charakter matematiky.
Obsahové tvofené pojmy jsou totiZ primérni a formilné tvorené pojmy jsou
sekundérnf povahy. Casto nejsou v literatufe tyto otdzky sprévng vykladany.
Aby souvislost byla tipln® jasnd, cht&l bych jekt& poukézat na nékteré okolnosti:
Z klasické bezespornosti nap¥. v obecném p¥padé vibec neplyne obsahové
bezespornost. Volme teorii, kterd je pravé v klasickém smyslu netiplnd, jako
je tomu napf. u aritmetiky. pFirozenych ¢isel a ptedpoklédejme déle, Ze je
dokézéna klasickd bezespornost aritmetiky ptirozenych &isel, pak tim naprosto
jesté nenf dokdzana jeji obsahové bezespornost. Je moZné, Ze i kdyZ Z4dny vy-
rok aritmetiky pfirozenych &isel nenf dokazatelny soudasn® s jeho negacf,
plesto mohou byt dokazatelné nespravné vyroky, napf. ty, které pravé ve -
vySe uvedeném smyslu nejsou uvnitf daného systému axiomti rozhodnutelné.
V tomto pifpadd by mohl byt odpovidajici nepravdivy vyrok dokazatelny a
ptisludny pravdivy vyrok nedokazatelny. Pravé v tomto srovnini se ukazuje,
~ %e obsahov® utvofené pojmy jsou rozhodujici. : ’

Neni pochyb o tom, %e ukéZe-li se jistd teorie obsahové spornou, pak ji
zavrhneme i tehdy, jestlize bychom mohli dokézat, Ze je klasicky bezesporna,
tj. %e Z4dny vyrok neplatf soudasné s jeho negacf.

Jak jsme jiz dfive ukézali, zd4 se podle Gddelovych vysledki, Ze skutedny
cfl axiomatické metody neni, alespott pro ponékud vyznamnou matematickou
teorii, dosaZitelny. V disledku toho jsou a ptirozené opét z filosofického
hlediska, vyvozoviny z Gbdelovych vysledkt agnostické zavéry. Témto ide-
alistickym tendencim musime &elit. Tyto zédvéry v 24dném pHpad®é nejsou
vécné podloZeny. Lze to ukdzat i takto: Jestlife Godel dokdzal, fe obvyklym
zpisobem o tzv. induktivni definici séftdéni a ndsobeni roziffeny Peaniv
systém axiomi nestadf k tomu, aby mohly byt odvozeny viechny pravdivé
vyroky tzv. elementédrni teorie &éfsel, pak tfm naprosto neni fedeno, Ze by
nékteré vyroky byly absolutné nerozhodnutelné. Vyroky, o kterych se tvrdi,
%e jsou pravdivé aviak nedokazatelné, jsou prokazatend pravdivé. Vidyt
v Godelové dikazu bylo efektivné ukézano, Ze zminéné vyroky jsou vyroky
pravdivymi. Dikaz jen nenf proveden prostfedky systému axiomu, ktery byl
shora uvaZovan. PouZivé se pfitom daliich dikazovych metod a dalsich po-
jma. JiZ z toho, Ze podle Gddela nerozhodnutelné vyroky jsou rozhodnuty
v tom smyslu, %e jsou jako pravdivé prokédzany, plyne, %e agnostické zéviyy
z Goédelovych vysledki jsou zcela chybné. . o

Chté&l bych je¥td ponékud zpfesnit, ¢m je podminéna netiplnost napf.
aritmetiky pf¥irozenych &sel. V tivahdch o zdkladnich otdzkich matematiky,
jak byly providény koncem minulého a zadétkem tohoto stoleti, se Cantorem
vybudované obecnd teorie mnoZin ukézala zékladem, na kterém miiZe byt
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celd matematika vybudovina. Jak zndémo, dodlo v ohecné teorii mnoZin p#i
neomezeném pouZivédni pejmu mnoZiny k antinomifm. Na zékladé toho byl
proces tvofeni mnoZin omezen. NejdileZitéj&f omezeni se-opird o tzv. teorii
typl. Podstatu v&ci miZeme snadno objasnit. Vychdzime nejprve z jistého
oboru ptedméti. Jsou pak pHpustné tvofenf mnoZin, pfi kterych pfedméty
daného oboru jsou shrnovény do mnotin tzv. prvnfho typu. V daliim lze pak
z mno%in prvnfho typu tvotit opétnym shrnutim mnotiny druhého typu, tzv.
systémy mnoZin. Takto lze pokradovat. Dostaneme se tak k mnofindm tfetfho
typu. P¥i tomto zpisobu tvofeni mno%in pfipoustime zprvu jen mnoﬁmy ko-
- neénych typi.

Prévé omezenim na mnoZiny koneéného typu vzmké. netplnost, na ooi sdm
Godel jiz poukszal. Omezenf tvofenf mnoZin na mnoZiny kone¢ného typu nenf
opravnéno. Nelze zakdzat a je zcela Gdelné utvotit napf. mnoZinu viech mno-
%in koneé&ného typu Vytvoreni obecné teorie mnozin s takovymimno#inami
transfinitnich typa je zcela moiné. Je viak tfeba, abychom se vyhnuli anti-
nomifm, omezit se vZidy na mnoZiny, jejich%:typ je mensi ne% jisté ordindlni
#slo. Pro kaidé takové ordindlnf &alo mideme vytvorit pHsluiny kalkul
typl mnoZin, jejichZ typ je menif neZ toto ordindInf &islo.

Lze pak ukézat, Ze celd teorie daného kalkulu typid jistého ordindlnfho
¢isla, a tedy i obvykly kalkul mno#in koneénych typil, ve kterém muZe byt
dnefnf matematika vyjédfena, mige byt formalisovin v kalkulu typt dosta-
tedn® velkého ordindlnfho &isla. Z toho plyne, ¥e napt. viechny vyroky jistého
kalkulu typd jsou rozhodnutelné prostfedky kalkulu typl’l ve kterém teorie
ddného kalkulu typa je formalisovatelnd, .

Tento vysledek mé zna¥ny vyznam. UmoZnf ném porozumét na dem jsou .
zaloZeny Gddelovy véty o netiplnosti. Problémy, souvisfcf s provedenfm zde
naznadenych tivah, jsou velmi obtiZné. VyZaduji mnoha pomocnych prostied-

ki 2 teorie ordinéInich ¥sel a zejména z teorie spodetnych ordindlnich é&fsel.

" Naznadeny program nenf dosud proveden, nebof vyse uvedené tivahy se zdaji
byt zcela novymi. Doufdém vsak, e se mi podatf tyto tivahy v dohledné dobé,
samoziejmé v odborném matematickém tisku, presné provést. :

V jistém smyslu je tento vysledek podobnd zékladnfho * vyzmmu, jako slavné
Godelovy véty o netplnosti. Ukazuje totif, ¥e v podstaté ka¥dy rozumné po-
- staveny matematicky ‘problém se stane rozhodnut.elnym, t] %e pksludny
vyrok nebo jeho negace je dokazatelns, jestlife tvoreni pojmi nenf uméle
omezeno. UvaZujeme-li transfinitnf tvokent pojmii, popf. i pro nespodetné
mohutnosti, stane se vekutku ka¥dy pravdivy vyrok doKazatelnym. -

I kdy% tak cile axiomatické metody je v jistém smyslu dosaZeno, chtél bych
na z4vér Hei ndkolik slov o problému kategoricity axiomatického systému,
z ného# plynou nékteré vyhrady viidi dosaditelnosti vytdeného cfle. Jak jsem

jiz vySe uvedl, je Peantiv systém axiomi kategroicky a monotransformabilni.
Vzniké, oté.zka,.zda. napt. existuje pro c¢elou obecnou teorii mnoZin, kterad je
zdkladem celé matematiky, kategoricky a snad dokonce i monotransforma-
bilnf systém axiomil. Je to zoela jind otdzka neZ ta, kterou jsme se dosud
zabyvali, totiZ otdzka, zda kaZdy pravdivy vyrok je v jistém systému obecné
teorie mnoZin dokazatelny, pFfipustime-li mnoZiny transfmtnich typl. Dodnes
neexistuje kategoricky a tfm ménd kategoricky a monotransformabilnf systém
axioml obecné teorie mnodin. Je tomu tak i tehdy,. phpustime-h tvoreni
mnoZin transfinitnich typd. - ‘
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Je vibec nejisté, zda je mo#no sestrojit kategoricky, nebo dokonce katego-
ricky a monotransformabilni systém axiomu obecné teorie mnoZin. K tomu
bych chtél jesté néci ¥ci. Existuje obecnd vta, kterd tvrdi, Ze kazdy mono-
transformabilni systém axiom@ je vzhledem k pojmim tGplny. Systém axiomi
nazyvame vzhledem k pojmim tplny priveé tehdy, jestlife pojmy kaZdého
kategorického systému, zahrnujicfho vychozi systém, jsou v tomto vychozim
systému definovatelné. Tato véta ma dalekosahlé disledky. Pfedpoklidejme
napt., %e se tieba podatilo vytvofit systém axiomi, ktery je dokonce pouze
kategoricky, pro jistou oblast fysiky, nap¥. pro mechaniku. Pak v tomto
systému by musel byt zcela urdité obsaZen systém axiomii pro geometrii.
Mohli_bychom se nyni pokusit tento kategoricky axiomaticky systém geome-
trie udinit také jeSté monotransformabilnim.To by pravdépodobns bylo snadné;
ve viech dosud uvaZovanych p¥ipadech se totiZ snadno podafilo kategoricky
systém axiomtl uédinit i monotransformabilnim vymezenfm jistych pojmu,
zatimco sestrojit kategoricky systém sam je daleko obtiZné&jsi.

Kdyby se to viak pro geometrii podafilo, pak ve smyslu vySe uvedené véty
by musel byt systém geometrie vzhledem k pojmim dplny. Kdyby tedy
existoval kategoricky systém axiomi@ pro mechaniku, dostali bychom také
kategoricky a pravdépodobnd bez velké namahy dokonce kategoricky a mono-
transformabilni systém axiomié pro geometrii. Z toho by viak plynulo, Ze
zékladnf pojmy mechaniky by bylo moZno redukovat na pojmy geometrie.
Kde tedy poklada za nemoZné redukovat zékladni pojmy mechaniky na geo-
metrické pojmy, musi také vyloudit moZnost sestrojeni kategorického a mono-
transformabilnfho systému axiomi ji% pro geometrii. V jistém smyslu splyvaji
tendence redukovat mechanické pojmy na geometrické s tendencemi obecné
teorie relativity, jak to vidime p¥i budovéni obecné teorie pole. Program této
teorie pole muZeme totiZz interpretovat jako program redukovat pojmy me-
chaniky explicitné a definitoricky na geometrické vztahy.

Jestlize viak jsme toho nazoru, Ze je moZné, aby se zdafil pokus odvodit
pojmy mechaniky z geometrie, pak se miZeme diivodné pokusit, jak se také
zdasti jiz stalo, definovat geometrické pojmy pomoci pojm& obecné teorie .
mnozin. Stalo by se tak poslednim rozhodujicim problémem postaveni kate-
gorického a monotransformabilnfho axiomatického systému teorie mnoZin.
Na zékladé vyvodi, které jsme uvedli o mnoZindch transfinitnich typld mi-
%eme piedpokladat, Ze je velypi nejisté, zda je mozZné Fekit tento problém jen
pro &ast teorie mnozin, kterd pracuje jen s mnoZinami ohranidenych typu.
Takovy jednotny systém axiomu pro celou teorii mnoZin, ve které pfipustime
mnoZiny v8ech typu, neni jisté moZno vytvotit. MiZe se nanejvys podafit
jistou &¢4st obecné teorie mnoZin, ve které typy ptipustnych mno#in jsou ome-
zené, vystihnout v takovém systému, ktery se nim poda¥f udinit kategorickym
a monotransformabilnim.

Na zavér téchto vyvodi uvedu zavéry, ve kterych se pokusim shrnout
obecné hlediska, kterd se na zdklad® dosavadnich avah nabizeji. Jde o tyto
zaveéry:

1. Prvotnf matematické pojmy jsou ziskdvény abstrakef z redlnych vztahi.

2. Neni moZné axiomaticky charakterisovat ober predméti s ptisludnymi
vlastnostmi a vztahy. Axiomatickd metoda vede v nejlepifm p¥ipadé k cha-
rakteristice aZ na isomorfismus.

3. Nenf mo#né jednim, jednou providy danym, systémem axiomt obsih-
nout viechny pojmy a vyroky celé matematiky. Toto je moZné jen trans-

354



finitnf posloupnosti védeckych systémil po;mové a co do dikazovych metod
stéle obé&frné&jsich.:

4. Obsahové tvofeni matematickych pojmi je primérni a jejich formélnf
tvorenf je sekundarni.

5. Z moinosti vytvorenf kategorického a monotra.nsformabﬂniho systému
axiomi pro celou matematiku by plynula defmovatﬁénost fysikdlnfch pojmi.

To jsou podstatné obecné vysledky, které plynou z déto pfednésky. Je moZné
t&chto p&t zédkladnich thesf shrnout do dvou hlavnich zévéri: <

1. Matematika mé materjalisticky charakter. Je v zdsad® p¥frodni v&dou.

Llsi se kvalitativng od fysiky, prévé tak, Ja.k se liff navzdjem osta.tmi prrodn{
védy.

2. Neexistuje jednou pro vidy pevny systém axiomt pro celou matematiku.
Problémy matematiky a jejich feeni plynou v vyvojového procesu utvateni
vidy obsaZngjiich v&deckych systémi, pfi demZ posloupnost téchto systémi
musf byt transfinitné pokradovana.

" Pfelokil Ji¥i Gregor
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